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Introducao

Esse material visa esclarecer o método da
normalizacao de provas na deducao natural, bem como os
teoremas relacionados a forma normal.

Uma apostila sobre deducao natural encontra-se na
pagina da monitoria de Logica para Computacdao, em
www.cin.ufpe.br/~mlogica, em caso de eventuais duvidas.




Defini¢bes
Uma deducao (ou “prova”) de um dado argumento I

|= ¢ pode estar correta (no sentido de que s6 usa as regras
legitimas), mas pode estar desnecessariamente longa.

E possivel definir um processo genérico de “encurtar”
essa deducao de modo a obter uma deducao o mais
simples possivel, que é o que chamamos de “prova direta”
ou “prova normal”.

Uma prova nao-direta (ou nao-normal) contém
redundancias. Agora listamos os possiveis tipos de
redundancia que podem ocorrer.

1) Tipo B: Uma regra de eliminacdo esta sendo aplicada
imediatamente apds uma regra de introducao para o
mesmo operador.

2) Tipo nN: Uma regra de introducao esta sendo aplicada
imediatamente ap6s uma regra de eliminacao para o
mesmo operador.



Tipos de redundancia

(1.a) B-E
2 X
Ay A, simplifica-se para X4
=> A1
Ain Az 23
Ay
X3

Percebe-se nesse caso que a introducao de A; , A, foi
irrelevante para a deducao, pois ela foi utilizada para
obtermos A4, que ja tinhamos anteriormente.

Logo, como aplicamos uma eliminacao do E logo apos
introduzi-lo, precisamos utilizar a normalizacao tipo B
para o operador E.



(1.b) B - OU

Zq
Aq simplifica-se para X4
=> A1
C
[A1]  [Az] Xy
2, 23
C C
C
Zy

Nessa situacao, introduzimos A;, A, e, a partir das
suposicoes [A;] [A,], chegamos em C e em X,.

Entretanto, nao precisavamos abrir as hipoteses,
dado que ja tinhamos A,;. Podemos, sem nenhum
problema, ir diretamente de A, para X, e depois para C.

Logo, a redundancia em questao foi a introducao do
OU seguida de sua eliminacao. Fazemos, entao, uma
normalizacao tipo B para o operador OU.



(1.c) B - IMPLICA

[A]

2y

¥, B
_ Z,
A A-B simplifica-se A
para X4
B => B
23 X3

Introduziu-se A — B e, a partir dessa introducao e de
A, extraimos B e, conseqlientemente, X;.

Nao precisavamos abrir a hipotese de A para
conseguirmos B, pois ja tinhamos X, resultando em A e, a
partir de A, conseguiriamos B através de X;.

Ou seja, a introducao do IMPLICA e sua consequente

eliminacao fez com que precisassemos realizar uma
normalizacao tipo B para o operador IMPLICA.



(2.a)n-E

Zq 24
A{ ANA, A; A A, simplifica-se X4
- - para A ANA,
A1 Az => Zz
A A A,
Z;

A;e A, foram extraidos de A; A A, a partir de uma
eliminacao para, a partir de ambos, concluir-se X,

Nao era necessario fazermos nenhuma das
eliminacoes, visto que a conclusao X, foi tomada a partir
da veracidade simultanea de A;e A,, ou seja, de A; A
A,, e nao de algum dos dois separadamente.

Logo, eliminou-se o E para dep01s introduzi-lo. Com
isso, concluimos que € necessario fazermos uma

normalizacao do tipo n para o operador E.



(2.b) n - OU

]
A,V A,
[A{] [A,] simplifica-se X4
A{; VA, A; VA, para A VA,
=> 2,
ALV A,
))y)

Nesse caso fizemos de A; vV A, para [A4] e [A;] a
eliminacao do OU, para concluirmos introduzindo o mesmo
A, V A, na hora de fechar a hipotese.

Temos de fazer, entao, uma normalizacao do tipo n
para o operador OU.



(2.€) N - IMPLICA

X4
[A] A—->B
simplifica-se X,
B para Ay - Ay
=> X,
A—-B
by

Nesse cenario, extraimos B a partir de [A] e A - B,
para depois introduzirmos novamente A — B e concluirmos
.

O IMPLICA foi desnecessariamente eliminado, pois o
proposito da sua eliminacao foi concluir B e, a partir dele,
introduzir novamente o mesmo IMPLICA.

Fazemos, entao, uma normalizacdo do tipo n para o
operador IMPLICA.



Formula maxima

Seja m uma arvore de prova que contém redundancias
do tipo B. Entao m contém uma formula ¢ que é:

- O resultado de uma regra de introducao.

- A maior premissa de uma regra de eliminacao.
Chamamos ¢ de formula madxima.

Exemplos (¢ em azul):

1)z % 3) [A]
Aq Az 21
>, B
Ain Ay
A1 A A-B
23 B
X3
2) X
Ay
Ay Az
[A1]  [Az]
X, X3 Obs.: Repare que, nos dois
C C primeiros casos, a formula
maxima € a Unica premissa
C da eliminacao, logo é

X, também a maior.



Procedimento de normalizacao de provas

Seja m uma arvore de prova que contém
redundancias:

1) Escolha a maior formula maxima e aplique reducao ali.
2) Se ainda ha formulas maximas, volte ao passo 1.
A saida do procedimento pode conter redundancias

do tipo n e, nesse caso, aplicam-se as reducoes do tipo n
para se chegar a forma normal.

Teorema da Existéncia da Forma Normal (a.k.a.
“teorema da normalizacao fraca”)

O procedimento de normalizacao termina, produzindo
uma prova na forma normal (Se I |= (p entao existe uma
deducao normal de ¢ a partir de I').

Teorema da Unicidade da Forma Normal

A forma normal de uma prova w € Unica,
independente da ordem de aplicacao das regras de
reducao (esse teorema so6 garante unicidade quando ha
somente redundancia dos operadores de implicacao e de
conjuncao).

Teorema da Normalizacao Forte

Qualquer ordem de aplicacao das regras de reducao
leva a uma forma normal.



Conclusao

O método da deducao natural pode ser sempre
aplicado sem redundancias, e quando uma deducao estiver
redundante, ela pode ser simplificada com regras de
normalizacao.

Existem dois tipos de normalizacao e trés casos para
cada tipo. Além disso, podemos normalizar em tempo
finito e, como nao importa a ordem da aplicacao das
regras, sempre obteremos uma mesma prova normal para
cada deducao.



