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1 Arietmt́ica de Cardinais

2 A Cardinalidade do Contı́nuo



Teoria dos
Conjuntos
(Aula 12)

Ruy de
Queiroz

Arietmt́ica de
Cardinais

A
Cardinalidade
do Contı́nuo

Teoria dos Conjuntos
Aritmética de Cardinais

Definição

κ + λ = |A ∪ B| onde |A| = κ, |B| = λ, e A ∩ B = ∅.

Lema
Se A, B, A′, B′ forem tais que |A| = |A′|, |B| = |B′|, e
A ∩ B = ∅ = A′ ∩ B′, então |A ∪ B| = |A′ ∪ B′|.

Lema
Se A, B, A′, B′ forem tais que |A| = |A′|, |B| = |B′|, então
|A × B| = |A′ × B′|.



Teoria dos
Conjuntos
(Aula 12)

Ruy de
Queiroz

Arietmt́ica de
Cardinais

A
Cardinalidade
do Contı́nuo

Teoria dos Conjuntos
Aritmética de Cardinais (cont.)

Definição

κλ = |AB| onde |A| = κ e |B| = λ.

Lema

Se |A| = |A′| e |B| = |B′|, então |AB| = |A′B′
|.

Teorema

(a) κλ+µ = κλ · κµ.
(b) (κλ)µ = κλ·µ.
(c) (κ · λ)µ = κµ · λµ.
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Teoria dos Conjuntos
Aritmética de Cardinais – Teorema de Cantor

Teorema (Cantor)

|X | < |P(X )|, para todo conjunto X.

Demonstração.

Precisamos mostrar que f é um-para-um ae NÃO é
sobre.

Teorema

|P(X )| = 2|X |, para todo conjunto X.

Corolário
Para qualquer sistema de conjuntos S existe um conjunto Y
tal que |Y | > |X | se dá para todo X ∈ S.
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Teoria dos Conjuntos
A Cardinalidade do Contı́nuo

Fato (Pontos de Partida)
(a) κ < ℵ0 se e somente se κ ∈ N.
(b) n + ℵ0 = ℵ0 + ℵ0 = ℵ0 (n ∈ N).
(c) n · ℵ0 = ℵ0 · ℵ0 = ℵ0 (n ∈ N, n > 0).
(d) ℵn

0 = ℵ0 (n ∈ N, n > 0).
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Teoria dos Conjuntos
A Cardinalidade do Contı́nuo

Teorema

|R| = 2ℵ0 .

Demonstração.

Voltando à prova do Teorema 6.3 do Capı́tulo 4, vimos que
o conjunto R é definido como sendo o conjunto de todos os
cortes (A, B), portanto, R ≤ |P(Q)|. A prova da outra
metade daquele teorema mostra que 2N ≤ |R|.
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