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Logo. na. diregio dada por k = 0. z > 0, temos que f(z.y) = 1, e na diregio dada por
k=1 12>0, temos f(z.y) = 1/V2 Concluimos que lim¢ (o f(z.y) nio existe!

OBS: Alternativamente, pode-se usar a substituigio em coordenadas polares: = = pcosp,
pseng. O limite torna-se, entio,

lim  f(z.y) = limarcsen cosp =
000 —

resen cosp = = — @

ol s

Isto significa que o limite depende da diregio © =const em que o ponto se aproxima da
origem, ¢ portanto niio existe.

) Como limg, 0= =0 ¢ f(z,y) = arcsen & uma funcio limitada (ver item

a)). o teorema do confronto (ou do sanduiche) se aplica:

= lim  rarcsen——— = 0 = g(0,0)

oo Vo

Isto significa que a fungio g(r.y) ¢ continua em (0,0). Nos demais pontos do plano,

g(x.y) = xf(x.y) é continua, pois ¢ o produto de um polinémio, p(r.y) = . por uma

fungio que é a composicio de duas fungdes continuas, hy(z) = arcsen(z) ¢ haz.y) =
r

0< ir arcsen:
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28 Questdo Seja f : R’ — IR a fungio

a) (10 ponto) Mostre que f(z,y, 2) é diferenciivel no ponto (2.34).

fa.y.z) ==

Solugdo: Caleulando as derivadas parciais de f temos

sy % 2z

ﬂ(z.y.z =32V + 2 ,df(z y2) = ——
En En +7

Clomo as derivadas parcias existem em (2,3,4) e

i
i Br

()

i _of,
T 397 = g (234)

i
im 2L
@y =(2549 Or

(2.9.2) = %(z.

ou seja, as parciais sio continuas, temos que f 6 diferencidvel em (2,3.4).
b) (1.0 ponto) Usando o diferencial de f, encontre um valor aproximado para o nimero

(1.98)°\/(3.00) + (3.7,

A aproximagio linear de f em (2,3,4) é dada por f(z.y.2) = f(2.3,4)+dw,
,4)dr + 5(2.3,4)dy + 5£(2,3,4)dz. Tomando dr = Az.dy = Ay e

dz = Az obtemos,

) )
e, f(2‘3’4)*7£ . )(y*S)#»d—i[Z.SA)[z*Al)
Do item (a) temos que
I y.z)mélDﬁ»GD[er]#».J —1)

Assim,

97—4) = 38,656

(1.98)" /(30T +( ~ 40+60(1, gsfz)dr%(s.mfa)dr

©) (10 ponto) Se z = 2(p,0.6) = peososind, y = y(p.0.6) = psinésind, z =
5,

2p.0.6) = peos 6, caleule 34(1, 3, 7).

Solugdo: Pela regra da cadcia temos
A _ofor oroy ofoz
90 0r00 ' 0ydo ' 9zo0

Assim,

%(p.a.o):ap><us>as,n!amsa Tren Gem 0 F (peos dF+

Logo, 2(1.
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32 Questdo Suponha que a temperatura de cada ponto (z.y) do plano zy seja dada pela
fungio
T(,y) = 40—
onde T é medido em °C e z e y em km. Um individuo encontra-se na. posigio (3,2) e
pretende dar um passeio pelo plano,

a) (10 ponto) Determine a temperatura do ponto (3,2). Que curva o individuo deverd
percorrer de modo que a temperatura se mantenha constante?

Solugo: Desde que a temperatura em cada ponto (2,y) é dada pela expressio
T(r.y) = 40— 2% — 207, tem-se

T(3.2) = 40— 5 —2. £ = 23°C.
Se a intengiio ¢ percorrer um caminho (curva), a partir do ponto (3.2) no qual a
temperatura. & constante, entio, para.cada. ponto deste caminho, tem-se T(z.y) =

23, Dai, resolvendo-se a equagio 40 — J7 = 23, obtém-se 22 + 27
equivalentemente,

+175

72
Clomo os pontos da curva percorrida satisfazem esta. equagio, tem-se que a curva. &
uma clipse.

b) (1.0 ponto) Indique explicitamente a diregio ¢ o sentido que ele deverd tomar de modo
que o crescimento da. temperatura seja méximo? Justifique.

A fungio T(z.y), que descreve a_ temperatura, é uma fungio polinomial (em duas
varifveis), portanto possui, em cada ponto do plano, todas as suas derivadas parciais,
¢ estas sio continuas. Com isso, T(z,y) é uma fungio diferencidvel em todo o plano.
Isto nos permite concluir que o crescimento méximo da temperatura no ponto (3,2)
se di na diregio e sentido do vetor VT(3,2). Agora

I (z,y) IT(x, y))
o ' ay

VT(x,y) = ( 4y),

logo VT/(3,2) = (~6,~8)

¢) (10 ponto) Qual é a taxa de crescimento méxima no ponto (3,2)? Justifique.

Solugdo: Ainda usando a diferenciabilidade de T(z,y). pode-se concluir que a taxa
mixima. de crescimento no ponto (3.2) & dada. por

97 (3.2)]| = V=0F + (=8 = 10°C por kn

d) (1.0 ponto) Determine a reta tangente & curva de nivel T(x, y) = 7 no ponto (5.,2).

Solugdo: Mais uma vez, a diferenciabilidade de T(x,y) em cada ponto do plano,
juntamente com a regra da cadeia, permitem concluir que VZ(5,2) é um vetor normal
a reta tangente & curva. de nivel T(z,y) = 7 no ponto (5.2). Usando-se a expressio
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para VT(z.y) caleula no item (b) obtém-se VT(5,2) = (=10.~8). Dai, a equagio
cartesiana da reta tangente é dada. por

VI(5,2) (2= 5,5 =2

= (=10,-8)- (z = 5.y~ 2) = =10(z — 5) = 8(y — 2

Clom isto, a cquagio cartesiana desta reta corresponde a 5z + 4y = 33, Alternativa-
mente, o vetor 7= (8,~10) & um vetor diretor desta mesma reta, portanto

548t
— 10t

corresponde a uma desericio paramétrica desta mesma reta.
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Un GABARITO PARA A PRIMEIRA AVALIAGRO DA CALcuLo IT (08/09/2008)

1.Questdo. Considere a funcio f(r,y) = Gz} se (z.y) # (0,0) e (0,0) =0
definida no disco D = {(z,y): 2% + > < 1}.

a)1 ponto Verifique a igualdade (5220 = |22 — 42|: Observe a quantidade &
dircita. da isualdade so csta definida para. (r,y) # (0.0). Daf segue da identidade
do produto da soma pela diferenca que

i IO (Gt 0 (ot 0 O N 0 [l 0]

@ +y7) G +y7) @ +y7)

© a ignaldade intermediria se verifica. porque (x +32) > 0 ¢ por propicdades da

vl (0,5)

| |
_| |
= =
fungio médulo (0,5).

)1 ponto.Use o item a) acima para encontrar § > 0 com a

propiedade: se /27 +y? < § entao f(z.y) < 1/4: Observe primeiro que
[£(0.0)] =0 < 1/4 e para (z.y)) # (0.0) temos:

2 = | = |z~ v)z +y)| === o)l +v)l

If (z.9)] =
< (2l +1= )zl + o) <267 +4%)

pelas propiedades da funcao médulo (0,5). Entao |f(r.y)| < 2(2* +¢°) < 1/4
se /77 +y? < 1/V8 = 6. Entio a designaldade & verificada se o par (r,y) esti
contida pelo disco de raio 1/v/8 centrado na origem (0,5)

)1 ponto.Caleule o limite kmy, ,)_(0,0) f(z, y) e verifique se f é continua na

origem de R%: Primeiro lembre que (z,y) — (0,0) significa que /27 + 37 — 0
com (z,y) # (0.0). Entio como |22 — 4| < 22 +3® = (/22 +¢7) segue da
continuidade da fungio quadrado que;

flay) = (' =) =0 (0,5)

lim Tim
(=v)—(0.0) (e.)=(0.0)

Claro que f & contima na. origem pois

“ yl,if}u o f(x.y) = 1(0,0) (0,5)

Typeset by AMS-TEX
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2. Questdo. Considere a funcio g(z,y,2) = (22 + y2)el ™+ () definida em
D ={(z.y.2) €R? x (0,+00)}.
)2 pontos. Explique detalhadamente porque g & diferencidvel em D e caleule
o gradiente Vg(r, y, z): el + () ¢ diferencidvel em D porque as funcdes exp
¢ In sio infinitamente diferencidveis em seus dominios reais e também porque 2 +y?
© 2 sio polinémios ¢ portanto fungaes infinitamente diferencidveis em B* (1,0),
Segue da regra da cadeia que as coordenadas de Vg sio fungdes continuas o que

garante que ¢ e diferencidvel (1,0). Finalmente

Va(z.y.2) = 22(1+ (2 + ) In(z) el ™+ M7

ey

2y(1+ (a2 + y?)n(2))el M) IO (1,0)

b)2 pontos. Encontre o plano tangente & superficie de nivel

{(z.9.2) €D g(z,9.2) =9(1,0,¢)}

1o ponto (0,0, 20) = (VZ/2,—v2/2,¢)( onde In(e) = 1): Primeiro se verifica
que de fato g(v2/2.—v2/2.¢) = g(1,0,e) = e estd bem definido pois e > 0. Agora.
Va(v2/2.-v2/2.¢)

plano tangente a0 srafica de g no ponto (v3/2,~v3/2,¢) &

e7+k (1,0). Entio a equagio cartesiana do

2vZe(r = VZ/2) + 2V e(y + VZ/2) + (z — ¢) = 0 (1,0).

3. Questdo. Considere a fungio definida por

e

)= o

se (2.y) # (0,0) e 1(0,0) = 0 ¢ a familia de retas

0(t) = (tcos(8). tsen(8)) parametrizadas por ¢ € B

a)1 ponto. Encontre lim(z y)—(0,0) k(z.y) sobre a curva {(z.y) € R? : y = 27}

e sobre as retas 75 onde 8 € [0.27): sobre a curva {(r,y) € R? : y = 2%}

temos oz, 2%) = 1/2, logo lim,—o h(r, 1/2 (0,5). Por outro lado sibre as

retas 7o(t) temos que;

#12cos? (8)sen” (8) 5 cos(8)sen”(8)
T0cosT0(8) + 10senl™(8)  cosT"(6) + senl1(F)

htcosé. tsend) =
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3

Agora, cos!®(8) +sen'(8) = cos'*(8)(1+ sen® (8)tg'°(8)) = 0 se ¢ sémente se

cos(#) = 0. Consequentemente

limy h(tcosf, tscnf) = 0

2

para. toda direcio vo com 6 # 7/2 ou 8 # —x/2. Estas duas dltimas diregdes

restantes estao contidas na reta

0 onde a fungio /2 se anula identicamente, logo
o limite acima tambem ¢ zero nestas diregdes. (0,5).
)1 ponto. Encontre a partir da definigio a derivada. direcional dl/dve(0.0),

onde vg = cos(8)7+ sen(#)7. para cada 6 € [0, 27): temos

_ h(tcost, tsen) = h(0,0) _ cos® (B)sen” (6)
Onf0vg(0.0) = Lm 7 T 020 o T0(@) + sent1(8)

pelas mesmas razdes do item anterior quando 6 % 7/2 ou 6 % —x/2 (0,5). De

novo nas diregies ve/s € v_ /2, a derivada direcional obviamente é zero, desde que

a fungio /2 se anula identicamente sobre = =0 (0,5)!
)1 ponto. E a fungio h diferencidvel no ponto (0,0)? Justifique por completo
a sua respostal : Apesar de ao longo das retas que passam por (0,0) a funcio
ser continua e existir derivadas direcionais em todas direcdes vy iguais a zero, de

fato a funclo nio e diferencidvel pois ¢ discontinua em (0,0) como mostra. o item

a) (1,0).
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UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

CCEN - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA - AREAZ
GABARITO DO PRIMEIRO EXERCICIO ESCOLAR DE CALCULO 2
PRIMEIRO SEMESTRE DE 2007 — (28-05-2007)

Questdo (2,0 pts) Determine se os seguintes limites existem ou ndo. Em
cada caso afirmativo determine o limite correspondente.

a) lim Ig( ’y;)
(.9)—=(0.0) 2+

b)  lim (L{)
() —=(0.0) \ 27 + Y

Solugdo: (a) Este limite existe e é 0, pois em coordenadas polares,

) =17 cosf sen 6 cos 26,

e como —1 < cosfsenfcos28 < 1er — 0, segue-se que

lim ry( ) lim r? cosf sen 8 cos 26 = 0.
(z.y)—(0.0) x4y r—0

(b) Este limite ndo existe, pois se tomamos o ponto (z,y) sobre a curva
z = ay®, temos que X
' _ a
24yt a2 +1
consequentemente o limite ao longo das curvas acima dio valores diferentes,

e portanto o limite pedido ndo existe

Questdo (2,0 pts) Se u = f(z —y,y — ), sendo f diferencidvel de duas
varidveis, verifique que u, +u, = 0

Solugdo: A fungio f é fungio de duas varidveis, digamos r = = — y ¢
s =y —z. Entio

Uy = UgSy + U Ty = Uy — Uy, €, Uy = WSy + UTy = Uy + Uy,

donde
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32 Questdo (3,0 pts) Suponha que a temperatura de cada ponto de uma placa.
de metal seja dada pela fungio

T(z,y) = e cosy +e"seny

a) Determine qual a taxa de variagio da temperatura em (0, 0), na diregio
do ponto (3, 4)

b) Em que direcao a partir da origem a temperatura cresce o mais rapida-
mente?

Solugdo: (a) A diregio do ponto (3,4), a partir da origem é a diregio
do vetor v = (3,4). O vetor unitdrio u na diregio deste iltimo é o vetor

u=((3/5,4/5)
O gradiente de T é VT (z,y) = (¢* cosy +e* sen y, —” sen y + * cosy)

A taxa de variagio pedida é entiio,

VT(z,y) -u=(1,1)-(3/5,4/5) =

(b) Sabe-se que a maior taxa de variagao se da na direao do gradiente da

fungdo no ponto. Assim sendo, a temperatura cresce o mais rapidamente
possivel no diregio do vetor (1,1)

4% Questdo(3,0 pts) Suponha que z, y e z satisfazem a equagio

24y’ 2 By =

que define z como fungiio das outras varidveis.

a) Caleule 2, ¢ z,
b) Determine a equagio do plano tangente ao grafico de z no ponto (1,1,1)

Solugdo: (a) Se F(z,y,2) = 2° +y* + 2 +3zyz — 6 = 0, entdo temos que

2z =~ ¢z, = —12, e portanto,
4 yz Y +az
vezy 0]
Z+ay 24y

(b) No ponto (1,1,1), z, = —1 e 7, = —1, donde a equagio do plano
tangente pedida é

=(=DE-D)+(=Dy-1)-
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UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

CCEN - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA - AREA 2

RESOLUCAO DO PRIMEIRO EXERCICIO ESCOLAR - CALCULO 2
SEGUNDO SEMESTRE DE 2006 — 13 de DEZEMBRO de 2006

PROVA TIPO 1
12Questio: (2 pontos) Determine o valor de L para que a fungio

L se (x.) = (0.0)
Flry) =9 3 oy 43

T se (r.y)#(0.0)

seja continua. Justifique sua resposta

Resolugio: Para (x.y) # (0.0) a fungio f(x. y) é continua, pois é o quociente de funcdes (polinomiais)
continuas, com o denominador ndo nulo. Desta forma basta verificar a continuidade na origem:

£(0.0)=  lim f(r.y) =3, asim teremos que ter [L = 3] para a fungdo f(x.y) ser continua.
Ga—00)

3
=3ir=0ey—0, limj(0.y) = jim 2% = 3

Caleulo do limite: y = 0 ez — 0., lim f(x,0) = lim im

S+ +3
y=arex—0, coma0, lim f(r.ar) = lim -3 g
=0 =0 1+a*
Usando coordenadas polares: o = r cos0 e y = r senf, lim f(r cos0.r sen 0) = lim(3 + 7 cos 0 sen?0)
37 S3+rcosduen® <3+rlm3—r =lm3+r=3

Usando o Teorema do Confronto: I f(z.y) = lim(3 + r cosf sen0) = 3
000 o

2 du_ &u
& solugio da equagio do Calor — = =

Resolugio: 2"
ou 2 LT e
2T v )T

ou
Mostrando que u(xr. y) satisfaz a equagdo do calor:
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32 Questior Para v(z.y) = 1~ yP—a+2y. = 2(8) = sec(8) . y=y(6) = tan(6) ¢ V(6) = v(x(6). y(6))

a) utilize a Regra da Cadeia para calcular a derivada ‘T& Simplifique o resultado; (15 ponto)

v dr oo dy
4 or do oy do

= (22— 1)sec O tan f + (—2y +2)sec” 0

dv
0

(2sec 0 — 1)sec 0 tan 0+ (=2 tan 0 +2) sec® 6 =

¢ 0 — sec f tan 6

b) represente V em funcdo da varidvel 6, em seguida calcule 'ﬁ Simplifique o resultado. (0,5 ponto)
a
V(6) = sec® 6 — tan 6 — sce 6+ 2tan 6 secf+2tand

Resolugi:

av
= —secta 2
@ secftan 6 + =

— senf

4= Questdo: (4 pontos) Considere a funcio z = f(r,y) = 2%y +2y° + 10
a) Determine a equagdo do plano tangente ao grafico de z = f(x.y) no ponto (2. —1.4)

Resolugio:

Equagio do Plano Tangente: ==  (ro,h) = o (s, )&= £0)+ 2 (ay, 0)(y = 3e)
)z y

f o 2 (o — f(2.-1)=
Eri + 607 (50, 50) = Doz=12-1)=4
af
Fo(2=1) =10, [Plano Tangente: == — L+ 10y +22

y

b) Determine a reta tangente 3 curva de nivel f(z.y) = 13 no ponto (~1.1).

Resolugio: V(. y) é normal as curvas de ni

is f(x.y) = cte, nosso caso f(z,y) = f(~1.1) = 13

V(=11) = (=2.7) , equacio da reta tangente: (x +1,y— 1) (=2.7

-2+ Ty=9

Ou equacbes paramétricas: [z = —1 + 71, y = 1+ 21, para { real

) Calcule a taxa de variagio da funcéo f(z. y) no ponto Fy(~1, 1), na direcéo do vetor 7"

D - - -
Resolugi: Ff,(m/) =Vf(z.y) T para | T| =1, que é o caso do vetor T
v

Df o WE Y 447 - 3 o
0?(—1.1) 7)-( 5 5) 5 \/.):E\/J

d) Partindo do ponto Fu(—1.1), em que direcdo a funcio f(. y) cresce mais rapidamente? E com que
taxa ela cresce?

5o: A fungio cresce mais rapidamente na direco e sentido do gradiente, no nosso caso

v
na diregio do vetor unidério T = 4

v

v
~7T

& a maior taxa de crescimento é ‘,( 1.1)=Vf(-1.1) = V(=11 =V53
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UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

CCEN - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA - AREA2
GABARITO DO PRIMEIRO EXERCICIO DE CALCULO 2

PROVA TIPO I

12Questdo: (1,0pts) Seja f(z,y) = V27— y
a) Determine e esboce o dominio de f;
b) Esboce duas curvas de nivel de f

Solugiio
2) O dominio D de f ¢ dado por D = {(z,y);2> — y = 0} = {(z,y);y < 7}
Portanto D é a regiio abaixo da pardbola, de equagio y = 27, ilustrada pela
parte sombreada na figura abaixo

b) As curvas de nivel de f tem equagio da forma /2 — y = ¢, com ¢ > 0
Ou equivalentemente, y = 2> — ¢, que siio equagdes de pardbolas. Veja figura
abaixo, & direita.

222 + zy + 24°
2¢Questdo: a) (10pts) Mostre que  lim  — /= ="
(zy)—(0,0) T+ Yy

tan[3(z? + 3y
b) (LOpts) Caleule L 2nP (730
(zy)—(0,0) 24 3y°

nao existe;

Solugo

222+ ay +2 {
T4 y?

em questio nio existe.

sex#0ey=0

a) Como Wl

., segue que o limite
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9 2 . tan[3(z? + 3y  tan(3

b) Fazendo u = 2% + 352, obtemos  im LB IOl tanGu)
@y—00) 2+ 3y i

31im(sen(3u) ! ):3><1><1:3

u=0 3u  cos(3u)

3%Questdo: Seja f(r,y,2) = 2+ —— 1+y_

3) (1,0pts) Encontre o gradiente V f(z,y, 2) de f:
b) (05 pts) Calcule o valor da maior derivada direcional de f no ponto (1,0,1);

<) (1.0pts) Encontre uma equacio do plano tangente 3 superficie de equacio
(2,y,2) =2, no ponto (1,0,1)

Solugao: .
) V(02 = (s o ) = (s 7,327,

b) Dof (P) = [VF(P)]-v = IVF(P)| - llvll cos 6 = ||V f(P)|| cos 6, pois v é um
vetor unitiio (¢ o angulo entre V() e ). Logo Do (P) & mixima.quando
H(P)

=0, ou seja quando v = [THpy
Resumindo max{D,f(P);|[v|]| = 1} = [V f(P)||- No caso desta questiio, segue
do item (a) que |V/(1,0,1)|| = [[(1,0,3)|| = VIO, e este é o valor da maior
derivada direcional de f no ponto (1,0,1)

¢) Como V£(1,0,1) = (1,0,3) é normal & superficie no ponto (1,0,1),
[(z,y,2) = (1,0,1)] - (1,0,3) = 0, fornece uma equagio para o plano tangente,
onde efetuando o produto interno obtemos 7 + 3z = 4

49Questdo: (2,0pts) Sejam z = 2% — y?, = = usenv, y = Suv. Calcule 3¢ de duas
formas: (1) usando a regra da cadeia e (2) escrevendo z como fungio de u e v e
derivando depois em relacio a v

Solugiio
py 0z _0z0r
W 5 =5a

(u? sen?

2u”senvcosv — 18u~v
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5%Questdo: Seja f(z,y) = 327 — 2y° + 1.
a) (1,0pts) Encontre os pontos criticos de f e classifique-os;

b) (1.5 pts) Encontre os valores méximo e minimo absolutos de f sobre a regido

1

limitada pela lipse de equeso 5 + 53
Solugio -
a) Os pontos criticos de f sio as solugdes de V f = 0, ou seja de (6, —4y) =
(0,0). Portanto (0,0) é o tinico ponto critico de f. Como D = fufy — f2, =
6 x (—4) — 0= —24 < 0, segue que o ponto critico é um ponto de sela

b) Aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange, comegamos resolvendo

Vf(z,y) =AVg(z,y)
glz.y)=1
Calculando obtemos,

. onde g(x,y)

Uz

Observe que nio existe A satisfazendo as duas primeiras equagdes se « # 0 e
y # 0. Tampouco z = 0 e y = 0 satisfaz o sistema. Restam os casos: z # 0 e
y=0;2=0cy#0. Disto segue que = =+2, y =0 e A = 12, séi0 as solugdes
no primeiro caso e ¢ = 0, y = +3 e A = —18, sio as solugdes no segundo caso
Finalmente, como f(2,0) = f(~2,0) = 13 ¢ f(0,3) = f(0,-3) = —17, con-
cluimos que 13 e —17 siio , respectivamente, os valores mximo e minimo ab-
solutos de f sobre a regido em questio.

PROVA TIPO II
12Questdo: (1,0pts) Seja f(z,y) = V22 + y.

2) Determine € esboce o dominio de f;
b) Esboce duas curvas de nivel de f

Solugao
) O dominio D de f ¢ dado por D = {(z,y);a+y = 0} = {(x.y);y > -z}
Portanto D ¢ a regiao acima da pardbola, de equagio y = —a?, ilustrada pela

parte sombreada na figura abaixo

b) As curvas de nivel de f tem equagao da forma /a2 +y = ¢, com ¢ > 0
— 22, que sio equagoes de pardbolas. Veja figura

Ou equivalentemente, y =
abaixo, i direita.
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GABARITO

1. (2.0 pontos) Seja f(r.y) = ° + o

(a) Caleule a aproximagao linear L(r, y) de f(r,y) em torno do ponto (1,1)

(b) Caleule a aproximagio de Taylor Pa(r, y) de ordem 2 de f(xr.y) em torno do ponto

(1.1)

() Estime o valor de f(1.1; 0,9) nsando a aproximagio linear e usando a aproximagio

de Taylor de segunda ordem. Caleule os erros obtidos nas duas estimativas

(OBS: f(1.1:0,9) =2,141)

Solugdo : Precisamos caleular as derivadas parciais de ordens 1 e 2 no ponto (1,1).

f1) =
Fee(1.1)

(a) A aproximagao linear o

£, =377 |ay=3 F (1) =2y Jany=
05 Jan=0 Loy ) = £ D) = 0 lay=0 (1 1) = 2 |y

torno do ponto (1.1) &

Lir.y) =2+3(r = 1)+ 2(y—1)

(b) O polinémio de Taylor de grau 2

Pax,y) 243(r =D+ 2y— D+ 30 - 1)°+0+2(y - 1))
243 =D+ 2y =D +3E - D7+ (y=1)°

(&) f(1.1:0,9) ~ L(1,1: 0.9) =2.1 ¢
FL1:0.9) = P15 0.0) =214

Na

proximagdo linear o erro 6 2,141 — 2,1
141 - 2,14 = 0,001

041 e

aproximagio quadritic
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2. (2.0 pontos) Suponha que f : B — B & uma fungio tal que Vf(1,1,1) = (5,2,1).

2 s d
Sejay(8) = (#,47°,0). Bncontre (f(7())) parat =1
Solugdo : Pela regra da cadeia:

%(l(w(i))) = Vi) ()

Para t qualquer, 7/(t) = (2¢,~3t™,1). Em t =1,

i ,
SUGON = TN () = VL2, =51 = (5,2,1.2,-3,1) =5

3. (2.0 pontos) A temperatura em um ponto (r,y) do plano é dada por Tz, y) = ry— e

(a) Em que diregio W a temperatura cresce mais rapidamente no ponto P = (1,1)?
Qual a derivada direcional nesta diregio?

(b) Determine a taxa de variagio da temperatura no ponto P = (1,1) na diregio PO
(O ponto 0 & a arigem (0,0)).

Solugdo : Precisamos caleular o vetor VT(1,1). Temes

T,(1,1)
Ty(1.1)

2-c

2y 5
2= [

(a) No ponto (1,1), a temperatura cresce mais rapidamente na dirego do vetor
VT(1,1) = (2= e,1 = ). A derivada direcional nessa diregio &

N7 DI = VE= P+ (1= ) = V22 —Ge+5
(b) A taxa de variagio de T' no ponto (1,1) na diregio PO = (=1,—1) é DT onde

u-(-L-He

DT = VT(1 1) = (2= e1 - o). (=





image22.png
4. (2,5 pontos) Considere a fungio [ : R? — R dada por f(r,y) = T3,
(a) Mostre que £,(0,0)  £,(0,0) existem e calcule-as
(b) A fungio f & diferencidvel em (0,0)? Justifique.

(€) A fungio f é diferencidvel em (1,2)? Justifique.

Solucio
f.0,0) = hmw: hmn;u =0
(@ = i w0k
F(0.8) = F(0.0) [
R S

b) Como f(0,0) =0, £,(0,0) = 0 & £,(0.0) = 0, em torno de (0,0)
&I

aproximagao linear
#,y) = 0. Para saber se f ¢ diferencidvel em (0,0), devemos verificar se

i B e BOLR) = O = LG K) = Ok

8 ] = 001 BUR) = ) = 108 = 10, 8)

Tomando o caminho (h, k) = (£.4) (£ > 0), temos

Fa v

| BB
Gton TR~ o VE

Logo, o limite néio existe e, portanto, f nfo & diferencidvel em (0,0).

(c) Paraz £ 0 e y#0
Jelry) = ylry)”

Jry) = gr(ay)”

& diferencidvel em (1,2).

5. (1.5 pontos) Determine os pontos sobre o hiperbolide de duas folhas 7+
onde o plano tangente & paralelo a0 plano © + y+8z = 0.

Solugdo - Podemos considerar o hiperbolSide como uma superficie de nivel da fungio
Fley.s) =+ 2 — 422

O plano tangente a essa superficie no ponto (2o, g, z0) 6 ortogon

a0 vetar
V(2. e 20) = (20, 20y, ~87) = 2(rg. v, —4z,) que deve ser paralelo ao vetor (1,1,8)
Portanto

o
<
E. como (xo, yo. 2) estd sobre o hiperboldide.

B S P D G S e g

—21

Os pontos pedidos sio: (. J2. =) ¢ (%
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(3.0 pts) Considere a fungio f(x, y) assim definida

o) =] mrE o @0 EO0
Lo s (2.y) =(0.0)

2)(0.5) Qual o dominio de f?
b)(L0) Determine o maior conjunto de pontos para os quais f é continua, Justifique
of of
1.0) Encontre =(0,0) ¢ =-(0.0
©)(10) Encontre 7(0.0) e 77.(0,0),
)(0.5) Mostre que f nio & diferencidvel em (0.0)
(2.0 pts) Sem usar calculadora, estime o valor de (1,01)e ®*~©9% através de
uma paroximagio lincar apropriada.

(3.0 pts) Considere a fungio f(x.y)

2)(1.0) Determine a de
b)(L0) Desenhe
os vetores

— 4y e o ponto P(=2.2)

da de f no ponto P na diregio dada por 0

a curva de nivel de f que passa por P e represente, neste ponto

v

¢)(10) Partindo do ponto P, em que diregio f decresce o mais rapidamente possivel?
(Exiba o vetor unitério). Com que velocidade isso acorre?

(2.0 pts) S fl.y) diferenciivel e considere a curva 5(
Sabendo que f(=2,1) =3, 3(=2,1) = —le ;7;(—1.1) =1

da reta tangente a curva y no ponto (=2,1,3) {lembre que o vetor dirctor da reta
tangente & paralelo ao vetor velocidade}

a

12t 8))

- equagio

BOA PROVA!
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GABARITO — CALCULO 2

Observago : o gabarito contém apenas os passos principais das resolugdes.
As resolugdes em prova devem ser completas e conter todos os calculos

1. (a) B

(1) A fungio f é certamente contia fora da origem, pois fora da origem f é um quocientc
de polinsmios cujo denominador nio se anula, A funo f também ¢ continua em (0,0),
pois como 0 < 2> < Te 0 < 2 < 1, obtemos que

z v
+y +y
Como || + |y] tende a zero quando (2, y) tende a (0.0). o teorema do confronto garante
que 7% tende a zero quando (z, y) tende a (0,0). Ou sej

lim  f(r.y) £(0.0)

@) =00)

u<\ —v
[FEr P

o] < lel + 1ol

a

o

e portanto f é continua em (0.0). Concluimes que o conjunto dos pontos onde f

¢ continua ¢ [B?] (a fungio f ¢ continua em todos os pontos). Observagio: também
& possivel obter 0 mesmo resultado usando coordenadas polares. Em termos de r e 0, a
expressio para. f fora da origem & r(cos’ 0 — sen®6), que tende a zero quando » tende a
zero, mais uma vez usando-se o teorema do confronto.

(c)
ﬂ(n.o): ,“M lim 2
9 (g 0) = pg 10N =100
/ =0 h

Of
Assim, | (0.0) =

of
o|F0.0=-

(d) A fungio serd diferencidvel em (0,0) se
E(h. k)
lm L
()= 00 V2 +
1
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onde E(h. k) = f(h. k) = £(0.0)

hk(h = k)
(02 + k)7

Esta tiltima expressio niio tem limite quando (b, k) tende a (0,0), pois se k = mh ¢
¢ igual a (;’, que depende de m. e portanto o valor do limite d
coeficiente angular da r.

que f nio & diferencis

ende do

10 logo da qual nos aproximamos do ponto (0,0). Isso mostra
em (0.0),

2. Seja f(2.y) = 2" 7. Precisamos estimar o valor de f(1+h.1+ k), onde & = 0,01 ¢

k=002, Usaremos a melhor aproximagio linear de f préximo ao ponto (1, 1), que
) — af of
(k) = £ + (1 DA+ (L DR

Como 2 = (1+222)e" ™ e 2L

= 5

ye*  obtemos que o valor estimado serd

1+43(0.01) — 2(—0,002) = [T.031

3. (a) Queremos caleular a de

= (con(3).5en(3))

da direcional de f no ponto (=2.2) na diregio da vetor
1.%2). Ela é dada por

(h) Como f(
=%+ 1. cujo vértice & o ponto (0, 1).

2.2) = —4, a curva de nivel é dada por 2% — 4y = —4. que

a pardbola
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(¢) A diregio de maior decrescimento ¢ dada pelo vetor unitdrio na diregio de

T 1
—Vi(=2.2). que é |(—=.—=)| A velocidade de decrescimento nessa diregio &

7 VE

V7 Ul

4. Note que '(t)

#(F(20.2))). Sca (a(t). y(1)) = (24,#). Pela regra da cadeia,
d 9, dr 0 di 9, 9,
a([(]t.t")):dﬁ(z(!).y(f)) T +di(r(1).y(t)) df:ai(zz ) 2+a§,(21.f3)-21
Fazendo ¢ = —1 e usando os dados, temos que.

4 e o
e = 5L

Assim, a reta desejada passa por 7(~1) = (=2, 1. f(=2.1))
¥(=1) = (2.=2.~4). Suas equagies paramétricas sio|[z

~2,1)-2+ g%,(*?» 1) (=2

1.3) e tem vetor diretor

e cartesianas [2(r +2) = 2(1—y) =532
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LISTA DE EXERCICIOS No. 2

Determine a equagio do plano tangente i superficie no ponto especificado.
(a) z=rlny. (2.1.0)

(b) z=22 +4. (1,-1.2)

(c) z= e (1L —1.1)

Mastre que as seguintes fungoes nfio sio diferencidveis na origem,

_ # mw#00)

(a) I(z»y)f{ h (1) = (0.0)
= A £ (00)

(v) yu.y)f{ ; (z»j):w.m

0 (ry)=(0.0)
Mastre que a fungio f & diferencidvel em IB? ¢ calcule o plano tangente & superficie
definida pelo grifico de f no ponto (0,0.0)

Seja [(1.y):{ e (5.) £(0.0)

Seja. f : R —+ R definida. por g(z,y) = { éﬂﬁ ti;izggi

E f diferencidvel em (0,0)?

Considere f : R —+ R definida. por g(z.y) { 6‘”7/ tz) # ESS;

Mostre que 2£(0,0) e %(D. 0) existem. mas f nio é diferencidvel em (0,0).

/i + 7 & diferencidvel na

Serd que a fungio f : B? — B definida f(z,y.2)
origem?

Considere f : B2 = I tal que £(0.0)
## 0. Mostre que 5(0,0) = f(1,0) e

e f(te.ty) = tf(x.y) para todo (z.y) e
24(0,0) = £(0.1).

By

Use a regra. da cadeia para determinar as derivadas parciais.

() z=VE A Fa=cly
(b) 2= sen (xy). z = £,

(c) w=In(z? + 4+ ), = cost?, y= sen £, = tan£*
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10

11

13

14

16

(d) z=arctan(z +y). z = 52 + 12,y = 2st,
(¢) 2= tan(u/v), u=s+3tv=s—3t

Use a regra da cadeia para. determinar as derivadas parciais indicadas

—ytrcostis=rbysent 200000 o =1y =
=y =r+y s =ly=

au

kel

-1

—2ue y=u—r, z=utu

Determine 9z/dx ¢ 92/dy.

quando u =

(a) zyz = sen (a2 + 4% + 2)

(b) yz=In(a®+ 4 +1).

(¢) 2+ + 2 = 2ryz + 1

O raio de um cone circular reto aumenta a uma taxa de 4.6 cm/s enquanto sua

altura decresce & taxa de 0.5cm/s Qual a taxa de variagio do volume do cone
quando seu raio é de 300cm e a altura é 350cm?

A voltagem V' em nm circuito elétrico simples decresce lentamente a medida que a
pillia se decarrega. A resisténcia R aumenta lentamente com o aumento de calor do
resistor, Use a lei de Ohm, V = IR, para achar como a corrente I esta variando no
momento em que R = 4000, I = 0,084, dV/dt = —0,01V/s e dR/dt = 0,030/s

Mastre que qualquer fungio da forma

2= f(z +at) +g(z — at)

ésolugio da equagio da onda

S u = f(r,y). onde x = " cost ¢ y = ¢* sen £, mostre que

Fu P Lo

Se z= f(x,y). onde x = r casf, y = r sen 0, mostre que

*z
o=y

+ldz
6= " T or

1

Suponha que z = £(z,y) com z = g(s,t).y = h(s.t)

(a) Verifique que

Pz Pz (or\? Pz Ordy Pz (dy\® K 9zPr 929y
7 +2— + - + + =
oF = o \ 7t Toyoror ' ap\a) Twmor " ayor
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1°. EXERCICIO

4 (a) (1,5) Determine o valor da constante ¢ de modo que

22y

e ={ F 0 # 00
U e =00

scja. continna.

b) (15) Verifique se o scguinte limite existe  lim  —2
(b) (1.5) 1 & (0—(00) 22 + 37

4 a) A fungio é contfnua no ponto (z,y) # (0.0). Para que f scja contima em

0.0) devemos ter ¢ = 0, ji que lim
©0 Jhae o 7

= 0. Para verificar este fato,

consideremos € > 0. Como,

1)l =

tomando § = ¢ verifica-se

Vet <d=yl S yer 4y < 0= [fzy)| <yl <
b) O limite nio existe, pois
Tim

(.9)= (0,0)
(,y) no eixo =

Tim T
(z,y) — (0,0) 2 +3y*
y=r

1
5
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(b) Determine uma férmula similar para

st

17, Scja f B2 — R tal que f(tz, ty) = [t]f(x.y) para todo (x,y) €
que se f & diferencidvel na. origem, entiio f ¢ identicamente nulo.

t € R Mostre

18. Uma funio f : B2 — R é dita homogénea de grau n € A quando f(tr.ty) =
1 f(,y) para todo (z,y) €R*, 1 € ¢ f tem as segundas derivadas continuas

() Verifique que f(z,y) = 2° +

+xy? +y" & homogénea de grau 3.

(b) Mostre que, se f é grau n entio
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Observagao 1- Nio & permitido o uso de calculadora
Observagdo 2- Os fiscais atorizados a dar informagies complementares
Observago 3 Escreva se o de CPF no Ingar indicado desta folha
Observago 4- Respastas sem justificativas nio sexdo consideradas.

[Nome: CPF:

12 Questio Scja f(x.y) = arcsen

/1 +

a) (0.5 ponto) Determine o dominio de f. Justifique sua resposta.

b) (15 pontos) Determine se o limite

lim  flz.y)

=0

existe e, em caso afirmativo, encontre o sen valor,

¢) (1.0 ponto) Considere a fungio g : B? — IR definida. por

oo V):{ ,/([4): v). = j::ﬁim 0).

Maostre que g(z, y) é continua,

Solugio:

a) Lembre que o arco-seno tem por dominio o inte
]. Sendo assim, os pontos (z, y) do dominio de f(z.y) devem satisf

-1<

TVE+

valo [~ 1.1] e por imagem o intervalo

Note que, para. todo (x, y). vale 0 < 2% < 2% + 42, Portanto as desigualdades acima sio

satisfeitas para todo (r.y) € B, ex
menos a origem.

(2.y) = (0,0). O dominio de f(x,y) é o plano

b) A fim de estudar a existéncia do limite, consideremos as retas y = kr passando pela

origem. Substituindo em f(z,y), encontramos





