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Introdução

• Sistemas de controle convencionais são projetados usando
modelos matemáticos
– Equações diferenciais

– Equações de diferenças

• Modelo matemático de umsistema deve ser:
– Suficientemente simples

– Suficientemente precisos

• Modelagememespaço de estados



4

Introdução

• Quase a totalidade dos sistemas físicos são não-lineares.

• Abordagens:
– Linearização

– Técnicas de controle não-linear
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Norma de Sinais

• Denotada por é uma função que associa a umnúmero real:
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Norma de Vetores
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Norma de Matrizes
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Função Definida Positiva
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Matriz Definida Positiva
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Modelagem de Espaço de 
Estados
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Sistema Linear Invariante
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Sistema Linear Variante
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Sistema Não Linear
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Sistema Não Linear de entradas 
afins
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Ponto de Equilíbrio
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Linearização
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Linearização
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Linearização
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Linearização
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Exemplo de Linearização
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Linearização: Pontos de 
Operação Além da Origem 
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Linearização: Pontos de 
Operação Além da Origem 
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Linearização: Pontos de 
Operação Além da Origem 

• Expandindo o lado esquerdo, temos

��� = �� �� + 
��� �� � − �� ≈ ����
onde
� é o gradiente de�� em�
• Substituindo��(��) temos


��� �� � − �� ≈ ���(� − ��)
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Linearização: Pontos de 
Operação Além da Origem 
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Exemplo Linearização em Pontos 
de Operação Além da Origem 

• Considere o sistema

��� = ����� = −�� + � 1 − ��� �� + �

onde�� = 10.5 e� = 1
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Teoria da Estabilidade de 
Lyapunov

• Para o sistema não linear

�� = � �, �
• Seja�� umponto de equilíbrio tal que

� �� = 0
Definição 1.1 – Um ponto de equilíbrio é ditoestável no sentido de
Lyapunovse para todo� ≥ 0 e qualquer�� ≥ 0 existe um� �, �� tal
que �� − �� < � �, �� ⇒ �(�) − �� < �							∀� ≥ ��
onde�(�) é a solução do sistema
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Teoria da Estabilidade de 
Lyapunov

Definição 1.2– Um ponto de equilíbrio�� é assintoticamente estável no
sentido de Lyapunovse�� é estável e

�(�) − �� → 0							� → ∞
• É dito que o ponto de equilíbrio�� é instávelse ele não for estável

• Mas, como determinar a estabilidade ou instabilidade de umponto de
equilíbrio��
– Método indireto

– Método direto
• Função de Lyapunov
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Método Direto
• O método direto é mais robusto

– Analisa a estabilidade de sistemas não lineares

– Aplicável para sistemas variantes no tempo

– Pode determinar a estabilidade assintótica e a estabilidade ordinária

– Pode determinar a região de estabilidade assintótica ou o domínio de
atração de umequilíbrio

– Pode ajudar no projeto de umlei de controle que garante uma
estabilidade assintótica global para sistemas não lineares

• O principal ponto negativo
– Não há uma maneira sistemática para obter a função de Lyapunov
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Estabilidade de Lyapunov de 
Sistema Invariante no Tempo

Teorema 1.2– seja umponto de equilíbrio��
�� = � �

onde �: & → ℝ( é Lipschitz localmente e& ⊂ ℝ( é um domínio que
contéma origem. Seja*: & → ℝ continuamente diferenciável e definida
positiva em&

1. Se *� � = +,
+� � é semidefinida negativa, então�� é um ponto de

equilíbrio estável

2. Se*� � é definida negativa, então�� é assintoticamente estável
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Estabilidade de Lyapunov de 
Sistema Invariante no Tempo

• Emambos casos, chamamosV de função de Lyapunov

• Se a condição é mantida para� ∈ ℝ( e ( � → ∞) ⟶ (* � → ∞),
dizemos que a estabilidade é global
– Caso 1: estável globalmente

– Caso 2: assintoticamente estável
• * � é dita ser não limitada radialmente

• A existência da função de Lyapunov é suficiente para prova da
estabilidade
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Pontos do Teorema 1.2
• A falha de uma função de Lyapunov candidata não significa que o

ponto de equilíbrio é não estável ou não assintoticamente estável

• Esse método permite analisar a estabilidade sema necessidade de
resolver equações diferenciais

• Não há ummétodo geral para encontrar a função de Lyapunov.
Heurísticas e conceitos físicos da dinâmica do sistema são usados
para encontrar uma função candidata
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Exemplos
• Considere o sistema

�� = −�0
• Investigue a estabilidade na origem�� = 0
• Considere o sistema (eq. do pêndulo)

��� = ����� = −1 sin �� − 5��
• Investigue a estabilidade na origem�� = 6
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Teorema da Invariância de 
LaSalle

Conjunto Invariante – Um conjuntoΩ é dito invariante de umsistema
invariante no tempo se uma solução�(�) que pertence aΩ em um
instante de tempo�� tambémpertence aΩ para todo� ∈ ℝ.

• Se for somente para� ≥ ��, entãoΩ é dito umconjunto invariante
positivamente

Teorema 1.3 – Seja Ω um conjunto invariante positivamente e* � :Ω → ℝ8 uma função continuamente diferenciável tal que*� � ≤ 0			∀�: � ∈ ℝ( . Seja : = {� ∈ ℝ(, *� � = 0} e M, o maior
conjunto invariante que contido emD. Então, cada solução limitada�(�)
começando emΩ convergeM para quando� → ∞
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Teorema da Invariância de 
LaSalle

Corolário 1.1 – Seja�� = 0 umponto de equilíbrio e* � :: → ℝ uma
função continuamente diferenciável definida positiva emum domínioD
contendo a origem, tal que*� � ≤ 0 in D. Façamos& = {� ∈:, *� � = 0}. Suponha queS contémsomente a trajetória trivial� = 6
que permanece de forma idêntica emS. Então, �� = 0 é
assintoticamente estável
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Teorema da Invariância de 
LaSalle

Corolário 1.2 – Seja�� = 0 um ponto de equilíbrio e* � :ℝ( → ℝ
uma função continuamente diferenciável,ilimitada radialmente e
definida positiva tal que*� � ≤ 0			∀�: � ∈ ℝ( . Façamos& = {� ∈:, *� � = 0}. Suponha queS contémsomente a trajetória trivial� = 6
que permanece de forma idêntica emS. Então,�� = 0 é globalmente
assintoticamente estável
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Teorema da Instabilidade de 
Cheteav

Teorema 1.4– Seja�� = 0 um ponto de equilíbrio e*: & → ℝ uma
função continuamente diferenciável tal que* 0 = 0 e * �� > 0 para
qualquer�� com �� arbitrariamente pequeno.S é umsubconjunto deℝ( que contéma origem. Definimos umconjuntoU tal que> = {� ∈?@; * � > 0} onde B > 0	e ?@ = {� ∈ ℝ(; � 	≤ B} . Suponha que*� � > 0	emU. Então,�� = 0 é instável
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Estabilidade de Lyapunov de 
Sistema Variante no Tempo

Teorema 1.5– seja umponto de equilíbrio��
�� = � �, �

Seja& ⊂ ℝ( um domínio que contéma origem. Seja* continuamente
diferenciável que satisfaz

1. C� � ≤ * �, � ≤ C�(�)
2. *� �, � = +,

+D + +,+� � �, � ≤ −C0 �
para todo� ≥ �� e � ⊂ &, ondeC�, C� e C0 são funções contínuas
definida positiva emS. Então�� = 0 é uniformemente assintoticamente
estável eV é chamada de função de Lyapunov. SeC0 � = 0, então�� = 0 é uniformemente estável
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Estabilidade de Lyapunov de 
Sistema Variante no Tempo

Corolário 1.3 – Assuma que todas as suposições no Teorema 1.5 se
mantémpara todo� ∈ ℝ( eC� � → ∞ para � → ∞, então�� = 0 é
globalmente uniformemente assintoticamente estável

Corolário 1.4 – Assuma que todas as suposições no Teorema 1.5 são da
seguinte forma

1. E� � F ≤ * �, � ≤ E� � F
2. *� �, � ≤ −E0 � F

onde E� , E� , E0 e G são constantes positivas. Então,�� = 0 é
exponencialmente estável. Se se mantémpara todo� ∈ ℝ( , então�� = 0 é globalmente exponencialmente estável
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Exemplo
• Considere o sistema

�� = −�0 sin(�) − 12 �0
• Investigue a estabilidade
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Método Indireto de Lyapunov
Teorema 1.6– Seja�� um ponto de equilíbrio para o sistema não linear�� = �(�), onde �: : → ℝ( é continuamente diferenciável eD é a
vizinhança da origem. Seja a matriz JacobianaA em�� = 0

I = J�J�K�L
SejaM� , N = 1, 2, … , P os autovalores deA. Então,

1. A origemé assintoticamente estável seℜ M� I < 0 para todosi

2. A origemé instável, se para algumi, ℜ M� I > 0
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Exemplo
• Considere o sistema

��� = −�� + 1�������� = �� − 5�����1 ≠ 5
• Investigue a estabilidade no ponto de equilíbrio
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Simulação - Exemplo
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Estabilidade de Lyapunov para 
Sistemas Lineares

• É possível encontrar uma função de Lyapunov para sistema lineares
da forma �� = I�

• Escolha como uma função de Lyapunov a forma quadrática* � = ��S�
ondeP é uma matriz simétrica definida positiva. Então*� � = �� �S� + ��S��= −��T�
ondeI�S + SI = −T
• SeT for definida positiva, então o sistema é assintoticamente estável
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Estabilidade de Lyapunov para 
Sistemas Lineares

• Podemos escolherT = U e encontrarP que resolve a equação

I�S + SI = −U
• E verificar seP é definida positiva

• Podemos usar o comandolyapdo MATLAB para encontrarP
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Sistema de Tempo Discreto
• Sistema de tempo discreto LTI

� V + 1 = I� V + ?W(V)X V = Y� V + :W(V)
onde� 0 é a condição inicial.� V , X V eW V são o estado, a saída e
a entrada do sistema

• Sistema de tempo discreto não linear

� V + 1 = �(V, � V , W V )X V = Z(V, � V , W V )
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Sistema de Tempo Discreto
• Modelagemsistema de tempo discreto não linear comentrada afim

� V + 1 = � � V + [ � V W V
X V = Z(� V )
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Modelos ARMAX e NARMAX
• ARMAX – Modelo autorregressivo de médias móveis comentrada

exógenas

• NARMAX – Não linear ARMAX

• Modelo ARMAX

\ V =]1�\(V − N)
(

�^�
+]5��(V − N)

_

�^�
• Modelo NARMAX

\ V = �(\ V − 1 ,… , \ V − P , � V − ` ,… , � V − ` −a + 1 )



48

Estabilidade de Lyapunov para 
Sistema de Tempo Discreto

Teorema 1.2– seja umponto de equilíbrio�� = 0
�(V + 1) = � �(V)

onde �: & → ℝ( é Lipschitz localmente e& ⊂ ℝ( é um domínio que
contéma origem. Seja*: & → ℝ continuamente diferenciável e definida
positiva em&

1. Seb* �(V) = * �(V + 1) − * �(V) é semidefinida negativa,
então�� = 0 é umponto de equilíbrio estável

2. Se b* �(V) é definida negativa, então�� = 0 é assintoticamente
estável
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Estabilidade de Lyapunov para 
Sistemas Lineares

• É possível encontrar uma função deLyapunovpara sistema lineares
da forma �(V + 1) = I�(V)

• Escolha como uma função deLyapunova forma quadrática

* �(V) = ��(V)S�(V)
ondeP é uma matriz simétrica definida positiva. EntãoΔ* �(V) = �� V + 1 S� V + 1 − ��(V)S�(V)= −��T�
ondeI�SI − S = −T
• SeT for definida positiva, então o sistema é assintoticamente estável
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Estabilidade de Lyapunov para 
Sistemas Lineares

• Podemos escolherT = U e encontrarP que resolve a equação

I�SI − S = −U
• E verificar seP é definida positiva

• Podemos usar o comandodlyapdo MATLAB para encontrarP
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Estratégias de Controles Não 
Lineares

• Problema de controle
– Regulação

• O objetivo do controle é manter o sistema emum estado específico;

• Ex.: Altura de umSatélite, Controle de temperatura de umsala.

– Rastreamento
• O objetivo do controle é fazer que o sistema siga uma trajetória

específica (umvalor que varia ao longo do tempo);

• Ex.: Controlar o efetuador para seguir uma trajetória pré-
estabelecida.
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Estratégias de Controles Não 
Lineares

• Sistema não linear �� = � �, W, �
• Regulação

– Objetivo é encontrar umlei de controleW tal que comece emuma região
S e faça o estado do sistema� convirja para�d, o estado desejada do
sistema que é umvetor de constantes

• Rastreamento
– Objetivo é encontrar umlei de controleW tal que comece emuma região

S e faça o estado do sistema� convirja para�d, o estado desejada do
sistema que é umvetor comvalores variando ao longo do tempo
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Controle em Feedback 
Linearization

• A ideia é tonar sistema não linear emlinear a partir da realimentação
e de uma lei de controle adequada

• Existe uma classe de sistemas não lineares que isso é possível

• Considere a classe de sistema não lineares de única entrada afim

`
`�

����…�(e��(
=

���0…�(� � + f � �
assuma quef � ≠ 0.
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Controle em Feedback 
Linearization

• Se escolher � = �
g � [−� � + ViB + j�k (e� +⋯+ j(e�k � +⋯+ ��(d] onde

– k = \d − \
– B = k (e� + j�k (e� +⋯+ j(e�k (potência denota derivadas)

• O erro emmalha fechada se tornaB� = −ViB• Vi ej� são parâmetros de projeto positivos
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Exemplo
• Considere ao�Gp + 5G� + afo sin G = q

ondea = 1, o = 1, f = 1 e5 = 0,1
• Proponha uma lei de controle que linearize o sistema ao coloca-lo em

malhar fechada
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Abordagem Backstepping
• Considere umsistema não linear de segunda ordemcom seguinte

forma ��� = �� �� + f� �� ��								(1)��� = �� ��, �� + �																(2)
• Conhecido como forma de realimentação estrita (strict feedback form)

• A variável�� em (1) é considerada umcontrole virtual e é calculada
para fazer o subsistema (2) estável
– Lei de controle��d
– Ação de controle� vai ser calculado para que o subsistema (2) seja

estável e�� siga��d
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Exemplo
• Considere umsistema não linear��� = ����� = −10 sin �� + �
• Projete umcontroladorbackstepping
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Abordagem Backstepping
Generalizada

• Considere umsistema não linear��� = �� �� + f� �� ��								��� = �� ��, �� + f� ��, �� �0��0 = �0 ��, ��, �0 + f0 ��, ��, �0 �r⋯ = ⋯��_ = �_ ��, ��, … , �_ + f_ ��, ��, … , �_ �
– �� ∈ ℝ(, N = 1, 2, … ,a denota o estado do sistema

– � ∈ ℝ( é o vetor de comandos de controle

– �� , f� ∈ ℝ(×( são funções não lineares

– f� são conhecidas e invertível
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Abordagem Backstepping
Generalizada

• Método
– Escolhemos umvalor desejado��d para �� tal que o subsistema
��� = ��(��, ��d) faça seguir estavelmente�� para��d

– Então, agora, selecionamos�0d para�0, para que�� rastre��d
– Esse procedimento é repetido

– Por fim, escolhemos�(�) tal que�_ para�_d
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Integrador Backstepping
• Caso especial quando a entrada de controle é conectada ao sistema

através de umintegrador ou uma cadeia de integradores

• Considere o sistema�� = � � + f � t, � 0 = 0				(1)
t� = �																																																							(2)

ondet é conhecido como umcontrole virtual.

• Suponha que a lei de controle� = u(�) estabiliza o sistema (1)

• Definimosv coma variável de errov = t − u(�)
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Integrador Backstepping
• Façamos*(�) a função de Lyapunov aumentada do subsistema (1)

*w �, v = * � + 12 v�
• Derivando

*�w �, v = *� � + vv�
= J*J� � + fu + fv + v � −

Ju
J� � + fu + fv

= J*J� � + fu + v � −
Ju
J� � + fu + fv +

J*
J� f

≤ −C � + v � − JuJ� � + fu + fv +
J*
J� f
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Integrador Backstepping -
Exemplo

• Onde� pode ser escolhida tal que a função deLyapunovaumentada é
definida negativa

• Exemplo: ��� = −��0 + ��				(1)��� = ��� + �									(2)
• Projete umcontroladorbackstepping.
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Integrador Backstepping -
Exemplo

1. Aqui �� pode ser tratada como entrada de controle do subsistema
(1). Definimos umcontrole virtualu para (1) e umvariável do errov = �� − u. Então, a eq. (1) fica

��� = −��0 + v + u
2. Função deLyapunov*(��) = �

� ���
*� (��) = �� −��0 + v + u

3. Selecionandou = −V��, ondeV� ≥ 0
*� (��) = −��r + ��v + −V���u� = −V�(−��0 + ��)
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Integrador Backstepping -
Exemplo

4. A equação de estado virtualv� = ��� − u� = ��� + � + V�(−��0 + ��)
5. Função deLyapunovaumentada*w �, v = * + �� v�*�w = *� + vv�

= −��r − V���� + ��v + v ��� + � + V� −��0 + ��
= −��r − V���� + v �� + ��� + � + V� −��0 + ��

6. Selecionando� que estabilize o sistema� = −V�v − �� + ��� + V� −��0 + ��� = −V�(�� + V���) − �� + ��� + V� −��0 + ��
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Sistemas de Estado 
Realimentado Linearizável

• State Feedback Linearizable Systems

• Considere o sistema não-linear�� = I� + ?(� � + [ � W)
onde� ∈ ℝ(, W ∈ ℝ_ e (I, ?) formamum par controlável.

�:ℝ( → ℝ_ e[:ℝ( → ℝ_×_ sejaLipschitze[ é invertível

• Definimosx = � − �d, onde�d é constante (prob. de regulação)

W = 1
[ � (−� � + yx)

ondey é escolhido tal queIz = I + ?y é umaHurwitz.
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Sistemas de Estado 
Realimentado Linearizável

• Isso reduz o termo� � + [ � W ayx
x� = �� = I� + ? � � + [ � W , �� d = 0= Ix + I�d + ?yx= Izx + I�d

• O erro emmalha fechada é linear, e converge a zero seI�d = 0 ou�d = 0
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Exemplo
• Considere ��� = ����� = −1 sin �� + �
Implemente umcontrole onde

��d��d =
{
r0
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