Redes de Funcao de Base Radial

Aluizio Fausto Ribeiro Araujo
Universidade Federal de Pernambuco
Centro de Informatica

.............



e Introducao

e Histdrico

 Teoria gue Fundamenta Redes RBF
 Redes de Funcao de Base Radial
 Aprendizagem em Redes RBF

« Desempenho das Redes RBF

e Comparando MLHBP e RBF

_g ‘
148. ~ Centro de Informatica 5
e o e e e e e o o UFPE
U F P E [ ] [ ] o L] [ ] [ ] [ ] [ J



Introducao

 Este capitulo trata de redes neurais comltiplas camadas que
nao sao treinadas por retropropagacBackpropagatioh e que
nao témunidades de processamento cfumcao de ativacao do
tipo sigmoidal.

o Estas redes utilizamnidades contampos receptivos locai®¢al
receptive fieldg nos quais as unidades que receldirtamente
estimulos de entrada podenesponder apenas a parte destas
entradas.

« Esta abordagenemprega, na maioria dos casos, treinamento
supervisionado e nao-supervisionado.

 As redes sao muito usadas como interpoladores/ aproximadores €
emtarefas de classificacao.
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Introducao

e Arquitetura tipica de uma rede RBF

« Camada de entrada: Realiza
propagacao da entrada.

« Camada escondida: Realiza
transformacao nao-linear, consi-
derando campos receptivos
locais.

e Camada de saida: Realiza
combinacao linear
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Introducao

« Emuma rede MLP-RP, a regra de ativacao de cada unidade da
camada escondida é definida pelo produto interno do vetor de
entrada pelo vetor de pesos.

« Em redes RBF, a regra de ativacao das unidades da camada
escondida é definida por uma funcdo de base radial para a
distancia entre o vetor de entrada e wetor de prototipo.

 Redes RBF poderser caracterizadas por:

— Proposicao que €& associada coootras disciplinas tais como
aproximacao de funcoes, teoria da regularizacao, estonalE
densidade e interpolacao na presenca de ruidos (Bishadp).199

— Permitireminterpretacao clara das representacoes internas da camada
escondida.

e — lreinamento, ergegﬂ, muito mais rapido que as MLP-BP.
| 9 Centro de Informatica 5

......... UFPE

U F P E . . . ° ° ° ° °



ntroducao

» Construtores de
complexas a p
fungdes simples:

e Série de Fourier

» Transformada
Fourier

e Transformada
 Redes RBF
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Introducao

Redes RBF aproximam funcoes empregando funcoes de base radial
como blocos construtores.

"'1‘*11 il l* 'l-"
)
s
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Introducao

« Redes RBF ténsuas origens entécnicas para realizar
Interpolacao exata de funcoes (Bishop, 1995).

 AbordagenmRBF (Powell, 1987):

— Empregue untonjunto deN funcoes de base, nao-lineares, para
calcular a funcao:

h(X) = Zw; O([[X-Aj]]).

f(x) o | (X o | X
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Historico

« Esta abordagen® inspirada na propriedade de alguns
neuronios biologicos chamada de resposta localmente
sintonizada lpcally tuned respongeTais células nervosas
respondenseletivamente a urmtervalo finito do espaco
de sinais de entrada.

* Aprendizagemenvolve encontrar uma superficie am
espaco de dimensao qualquer que produza o melhor ajuste
(represente da melhor maneira) os dados de treinamento.
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Historico

* O primeiro trabalho lidando coruncoes de base radial
fol Introduzido por Medgassy (1961) cujos resultados
foram posteriormente usados para Iinterpolacao
(Micchelli, 1986; Powell, 1987), para estimacao de
densidade (Parzen, 1962; Duda e Hart, 1973; Specht,
1990) e para aproximacao de funcOes multivariadas
suaves gmooth multivariate functions(Poggio and
Girosi, 1989).

P
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Historico

Atualmente, os modelos de RBF se diferencidos primeiros
pois sao de natureza adaptativa que permite a utilizacao, em
muitas situacdes, de ummumero relativamente menor de
unidades de processamento localmente sintonizadas.

Redes RBF forammdependentemente propostas por Broomhead
e Lowe (1988), Lee e Kil (1988), Niranjan e Fallside (1988) e
Moody e Darken (1989a, 1989b). Outros esquemas similares
foram introduzidos por Hanson e Burr (1987), Lapedes e Faber
(1987), Casdagli (1989), Poggio e Girosi (1990b), entreosut
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Teoria gue Fundamenta as Redes Rl

« Teorema de Cover (1965) sobre a separabilidade de
padroes: Umproblema complexo de classificacao de
padroes tratado nao-linearmente eum espaco de
dimensao alta é mais provavel de ser linearmente
separavel que enmm espaco de dimensao baixa:

— Problemas dicotomicos, coapenas duas classes €C,).

— A dicotomia € separavel se existir wetor mdimensional tal
que:w,®(X)>0,X0OC, ou W,d(X)<0, X0OC,

« Superficies de separacao: Hiperplanos, hiperesferas, ..

P
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Teoria gue Fundamenta as Redes Rl

- Problema de Interpolacao cdrede RBF:
» Considere uma rede coatimentacao direta de 3 camadas (entrada,
escondida, saida);
* A rede realiza mapeamento nao-linear do espaco de entrada para c
espaco escondido seguido por mapeamento linear do espaco
escondido para o de saida;
A fase de treinamento consiste na otimizacao depumecedimento
de ajuste fitting) para uma superficie contruida cobase nas
amostras de treinamento;
A fase de generalizacao corresponde a interpolacao de novos
pontos nao empregados durante o treinamento.

......... UFPE
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Teoria gue Fundamenta as Redes Rl

- Teorema de Michelli (1986): Sejax{, 1=1, ..., N um conjunto de
pontos distintos umespaco d-dimensional. Entdo a matriz de
Interpolacaad, comdimensad\xN, cujos elementos sé&o obtidos de uma
fungdo de base radiap; =¢( | x-x;||) é ndo-singular, logo é inversivel.
* O teorema ¢ valido para qualquer valorMedo tipo de funcéao de
base radial empregada e da natureza dos pontos.
* O procedimento de interpolacéo estrito ndo € uma boa estratégia de
treinamento pois resulta ebaixa capacidade de generalizacio.
* Aprendizagem é vista como umproblema de reconstrucdo de
hiperespaco, dado uoonjunto de pontos gue pode ser esparso.
 Dois problemas relacionados sao ditos seimrarsos se a formacao de
cada undeles requer conhecimento parcial ou total do outro.
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Teoria gue Fundamenta as Redes Rl

) Consider the nonlinear functions to map the input vector x to the ¢ - ¢, space
|4+ e 0
|-t F T
-t
X)=¢ t =11
x=[x, x,] PrX) = S =
0+ © L] (ﬂz{xj_ta_“"‘_tjl_ t, =0 DI?'
1 i * X
0 | 4
Input x @,(x) ®,(x)
(1.1) I 0.1353
(0.1) 0.3678 0.3678
(1.0) 0.3678 0.3678
(0.0) 0.1353 ]
o (0

0 02 04 06 08 1.0 1.2
The nonlinear ¢ function transtormed a nonlinearly separable problem into a linearly separable one !!!
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Rede de Funcao de Base Radial - RI

« As redes RBF sao redes de alimentacao direta
(feedforward consistindo tipicamente de trés camadas:
entrada, escondida e saida.

« Camada de entrada: propaga os estimulos.

e Camada escondida: unidades de processamento localment:
sintonizaveis .

« Camada de saida: unidades de processamento lineares.

.‘ Centro de Informatica 16
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Redes RBF: Arquitetura e Funcoe




Redes RBF: Processamento

e Unidades escondidas recebemetor de entrada

 Camada de entrada: propaga os estimulos.
« Camada escondida: unidades de processamento localmente

sintonizaveis .
y;(X,) = F;Xpm.0))
ondeF, (Jéumafuncéodebaseradial,

u, €0 | -esimocentroe

o, éalarguradocamporeceptivoparao centro.

Centro de Informatica 18
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Redes RBF: Processamento

« Camada de saida: unidades de processamento lineares.

4 (Xp) = Z\Nlj Yi (Xp)

ondew; €opescentreaunidadesscondidg eadesaidd.

e Redes RBF realizamaproximacao de uma funcao por
superposicao de funcoes de base radial nao-ortogonaigigue t
forma de sino. O grau de precisao pode ser controlado por trés
parametros: o numero de funcbes de base usadas, sus

localizacao e sua largura do campo receptivo.

Centro de Informatica 19
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Redes RBF: Funcoes de Base

 Funcao Gaussiana

y;(X,) =exp{—(xp _”j) j,ondc

2
20j

u; €0 | -esimocentroe

o, ealarguradocamporeceptiv.
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Redes RBF: Funcoes de Base

 Funcao Multiguadratica Funcao multiquadeainversa

yj (Xlo):((XID_uj)z-l_o-jz)y2 yJ(Xp):eXF{ ]; 21/2}
((Xp _"j) to, )

ondep. €0 j - ésimocentroe R
: ondep; €o | -ésimocentroe

O ealarguradocampo. o, €éalarguradocampareceptivo.

« Redes RBF sao adequadas para aproximar mapeamentos d
valores reais continuos, ou continuos por partes, para
suficientemente pequeno. Problemas de classificacao se

_ constituememum caso particular daguela classe de problemas.
| - .
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Redes RBF: FuncoOes de Saida

* Funcao Linear nas Unidades de Saida

H H
z.(x,) = f(net) = f(Zij yjj = wyy;,onde
=1 =1

H éonumeodeunidadesscondidas
W, €0 pescentraasunidades] ek.

.‘ Centro de Informatica 29

UFPE



Aprendizagem em Redes RBF

O meétodo de treinamento deve reduzir o erro na saida a galore
aceitaveis por adaptacdo dos parametros livres na rede RBF:
centros, larguras dos campos receptivos e pesos entre &amad
escondida e de saida. A aprendizagerde ser supervisionada,
nao-supervisionada ou combinada.

O treinamento que combina aprendizage&o-supervisionada
(ANS) comaprendizagemsupervisionada (AS) € o mais comum
pois N&o se sabe as saidas desejadas para a camada escondida.
— ANS determina centros e campos receptivos da camada esaond

— AS determina os valores dos pesos entre as camadas escendel
saida, considerando constantes os parametros ja definidos

......... UFPE
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Aprendizagem em Redes RBF

* Treinamento Nao-supervisionado

— Os centros sao selecionados para se casar aadstribuicao dos
exemplos de treinamento no espaco de caracteristicasrdeant

— Os valores dos centros podeser determinados por (a) selecao
aleatoria; (b) distribuicao sobre uma grade regular; (chita de
agrupamento qlustering; (d) estimacao da densidade; ou (e) outro
algoritmo.

— As larguras dos campos receptivos sao determinadas esnpieeda)
distancia euclidiana média entre centros; (b) distanatdickana entre
centro e vetor de entrada; (c) distancia euclidiana entnéag ou (d)
distancia euclidiana entre os centros determinados pelimdmek-
medias.

......... UFPE
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Treinamento Nao-supervisionado

* Determinacao do centro por selecao aleatoria :

— Os centros sao vetores de entrada aleatoriamente sadosnEles
devem representar todo o espaco de solucdoes do problema. Este
metodo é simples e direto, no entanto pode exigir grande rioe
unidades intermediarias, escolher centros muito proximes dos
outros e podemcarretar funcionamento inadequado da rede.

e Determinacao do centro por grade regular:

— Os centros sao fixados emma grade regular, cobrindo todo o espaco
de entrada. Engeral, método exige muitas unidades intermediarias
para vetores de entrada codimensao alta causando crescimento
exponencial do numero das unidades escondidas).

.‘ Centro de Informatica o5
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Treinamento Nao-supervisionado

« Determinacao do centro por agrupamento:
— Algoritmo das k-médias: Divide os padrdoes de treinamento em
grupos encontrando o ponto central de cadalalas:
il ZX
X, 1S
ondenvj eonumeradevetoresontidonoagrupamertS; .

— Mapas Auto-organizaveis (SOMs) agruppadroes espacialmente
proximos que compartilhemmicro-caracteristicas. No inicio, 0s
centros sao aleatoriamente atribuidos. O centro que resultar maior
produto escalar conum vetor de entrada adiciona uma versao

ponderada deste vetor de entrada ao seu grupo .

Centro de Informatica 26
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Treinamento Nao-supervisionado

e Determinacao do centro por estimacao de diversidade:

— A posicao dos centros poderser determinadas através de
modelagemda densidade do espaco de caracteristicas wom
modelo de misturas de gaussianas empregando o algoritmo de
maximizacao da expectativa.

— Os parametros de espalhamento para cada centro sao
automaticamente obtidos das matrizes de covariancia dos
componentes gaussianos correspondentes.

......... UFPE
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Treinamento Nao-supervisionadp

 Determinacao da largura do campo receptivo por distancia euclidiana
media entre centros:

1 &
g :n—g;HH, _”j(mprox)

ondep ; ...n €0 centrocommenordistanciaeuclideangarap ;.

ng éo numerodegruposgueseradormados.
 Determinacao da largura do campo receptivo por distancia euclidiana
entre centro e vetor de entrada:

1
=1y
NV, ow,

- 0ndeW, éoconjuntodosnv vetoresnaisproximosap;.
. 3 P o
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Treinamento Nao-supervisionadp

 Determinacao da largura do campo receptivo por distancia
euclidiana entre centros:

o = O’HHJ- _uj(mprox)
ondel<a <15.
 Determinacao da largura do campo receptivo por distancia

euclidiana entre os centros determinados pelo meétodo k-
medias:

RED)

2
na, % ‘"j _XpH

j

ondeS; eéoagrupamertcontendona vetoresieentrade
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Aprendizagem em Redes RBF

e Treinamento Supervisionado

— Os pesos entre a camada escondida e a de saida sa
calculados de modo a minimizar o erro entre a saida
desejada e a saida obtida.

— Os pesos sao determinados por grmatodo que resolva o
problema de minimizacéo do erro: (a) método dos minimos
guadrados; (b) método da regra delta; ou (c) matriz pseudo-
Inversa.

......... UFPE
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Treinamento Supervisionado

« Esta etapa compreende a determinacao dos pesos entredacama
escondida e a de saida. Inicia-se pelo calculo do erro que é
funcao da resposta dada pela rede comparadaaa@sposta que
se deseja dela. Ha algumas maneiras de calcular o erro.

— Soma dos erros quadraticos (SSE — sdisguared error)
(12

npad
SSE= )|z} - zY
j=1

— Erro quadratico médio (MSE - mean squared error)

npad

ZHZ
Centro de Informatica 31
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Treinamento Supervisionado

— Erro relativo médio (MRE — mean relative error)
S0) _ S0)]%
d 0

npad4;| zY

— Ralz do erro quadrético medio (RMSE - root mean squared error)
npad

RMSE= \/npa ZHz

ondez!) ez!") sdooi - ésimopadraaesejad@o obtidoe

1 npad

MRE =

npad éo numerototaldepadroes.
* Depois de calculado o erro, este € minimizado por procedimentos tais
como a regra delta, o método dos minimos quadrados, e a matriz
pseudo-inversa (os dois ultimos, metodos lineares).

......... UFPE
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Estratégias de Treinamento

Busca-se 0 compromisso entre precisao e generalizacém. Pa

tal, duas estrategias de treinamento podsgn empregadas:

hold-oute validacao cruzada&iossvalidation.

— Hold-out O conjunto de padrées € dividido ertrés grupos:
treinamento, validacao e teste. Cada topologia seus centros teiseu
desempenho testado cagspeito aos trés conjuntos.

— Crossvalidation Todos os padrdes (egeral poucos) sdo considerados
para treinamento. Assim, divide-se 0s padroesngrmgrupos, seleciona-
se aleatoriamenteg-1 conjuntos para treinamento e testa-se a rede com
0 conjunto nao selecionado. Repete-se 0 processo ate tedosjpintos
seremusados para testes. A partir dai, calcula-se o &0 (

LyE
n —
g J=1 < Centro de Informatica 33
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Desempenho das Redes RBF

As redes RBF foramaplicadas consucesso na aproximacao de
funcbes (Broomhead e Lowe, 1988; Lee e Kil, 1988; Casdagli,
1989; Moody e Darken, 1989a, 1989b) e gmnoblemas de
classificacao (Nirajan e Fallside, 1988; Nowlan, 1990; Lee, 1991,
Wettschereck e Dieterich, 1992; Vogt, 1993).

Em tarefas dificeis de aproximacao/interpolacao (por exemplo,
predicdo da serie caodtica de Mackey-Glass T instantes de tempo no
futuro, T>50), redes RBF que empregantécnica de agrupamento

no posicionamento dos campos receptivos podatnancar
desempenho comparavel ao das redes MLP-BP, enquanto requerem
tempo de treinamento algumas ordens de grandeza menor.

......... UFPE
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Desempenho das Redes RBF

 Redes RBF geralmente precisa® ao menos dez vezes mais dados
de treinamento para atingir a acuracidade das redes MLP-BP. Em
tarefas dificeis de classificacéo, redes RBF ecamero suficiente de
padroes de treinamento e de unidades escondidas padéen
melhores taxas de classificacao e menores erros de classificacoes
positivas falsas que redes MLP-BP.

* Asredes RBF téntempo de treinamento muito menor porque:

— Apenas uma pequena fracao de unidades escondidas respante
dado padrao de entrada, pois sao unidades localmente izaueis,
sensiveis apenas a padrdes proximos de seus campos reseptiv

— Todas as unidades de uma rede MLP-BP s&o avaliadas seté&1pesos
ajustados para cada vetor de entrada.

= o Empregantreinamggto separado na camada escondida e na de saida.

1 & Ay, Ciro de Informitica =
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Desempenho das Redes RBF

Quando utilizadas emaproximacao de funcdes as redes MLP-BP
tendema obter maior capacidade de generalizacao (ou extrapolacao)
gue as RBF pois ajustanglobalmente os padroes de entrada
enguanto estas ultimas fazem ajuste local.

Pelo mesmo motivo, enproblemas de classificacao, redes RBF
tendema cometer menos erros de falsa classificacao positiva do gue
as redes MLP-BP.

Pode-se dizer que, emeral, € melhor o uso de redes MLP-BP
guando os padroes de entrada sao custosos (ou dificeis de se gerar
e/ou quando a velocidade de recuperacao e critica. No entanto, se 0s
dados sédo baratos e abundantes, e se € necessario treinamento
._‘_/Iine, entao as redes RBF sao superiores.

......... UFPE
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Exemplo de Emprego de Redes RBF

« Rede RBF para aproximar uma funcao e verificar papel dos
parametros livres (0s campos receptivos) afetamdesempenho.

* A funcéo:y = f(x) = sen(x) — sen(5xjFigura 1). Apresentarse a
rede 21 pares X-Y (circulos) onde X é a entrada e Y € sua saida
desejada. @ .




Exemplo de Emprego de Redes RBF

* A rede utilizada é composta por uma unidade de entrada, que recebe
o valor de X, 21 unidades escondidas fixas (cmntros localizados
sobre os valores de entrada, que estao igualmente espacados, ou seje
0S centros estao fixados eama “grade” regular) e uma unidade
linear de saida, que produz o valor de Y. Os pesos da primeira
camada sao unitarios e fixos e 0s pesos da segunda camada serac
ajustados no treinamento. O erro sera calculado pela funcao SSE.

* Depois de treinada, a rede aproxima a funcao dadabmaprecisao
e poderia ser utilizada para interpolacao. O resultado esta no grafico
da Figura 2, onde a linha cheia representa a saida da rede para 201
valores de entrada e as cruzes represen@sn 21 pontos
apresentados a rede durante o treinamento.

......... UFPE
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Exemplo de Emprego de Redes RBF

I ! I I 1 1 1 1 1
-1 -0.8 06 -0.4 0.2 0 0.z 0.4 0.6 0.8 1
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Exemplo de Emprego de Redes RBF

 Considere mesma rede anterior mas 0S campos receptivos SA0 muito
menores. Na Figura abaixo a linha cheia representa a saida da rede
para 201 pontos de entrada e as cruzes represevdaPl pontos
utilizados durante o treinamento da rede.

2

1.5

1+

0.5 -

o +

-0.5

-1

1.5

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 ] 0.z 0.4 0.6 0.s 1 40
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Exemplo de Emprego de Redes RBF

Considere a mesma rede caampos receptivos muito grandes. O
resultado visto na Figura abaixo onde linha cheia representa a saida
da rede para 201 pontos de entrada e as cruzes representain
pontos utilizados de treinamento.

25

2

151

1+

0.5+

O

0.5

1 1 1 | 1 1 1 | 1
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Comparando RBF e MLP-BP

 RBF soO tenuma camada escondida e a MLP-BP pode ter mais.
 RBF usualmente temnais unidades escondidas que a MLP-BP.

 RBF temativacdo na camada escondida e de saidafoogéo
de base e linear e a MLP-BP tefancdes sigmoidais de
ativacao.

 RBF é usualmente menos sensivel a desaprendizagem, devido
dados novos, que a MLP-BP.

 RBF pode necessitar de maior numero de parametros ajisstave
que a MLP-BP para realizar mapeamento entrada-saida néao-
linear.

+ RBF pode ser afetgda pela maldicao da dimensionalidade.
:i;‘ ~ f:entro de Informatica 42
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Comparando MLP-BP e RBF

« RBF separa classes por hiperelipsoides e a MLP-BP por
hiperplanos.

Feature 2
Feature 2

Feature 1 Feature 1

« RBF e MLP-BP sao aproximadores universais local e global.

« MLP-BP gera regioes globais de decisao, logo ela tende a
extrapolar melhor que a RBF. Cabe salientar que estrajmlaca
pode significar lidar conoutliers

[ —4
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