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Introducao

« Analise de Componentes Principais € oretodo de identificar
padroes nos dados, para expressa-los de modo a salientar a
similaridades e dlferengas existentes entre eles.

* Alem de se encontrar os padroes nos dados, RGAe ser
usado para comprimir ou reduzir sua dimensionalidade.

 Portanto, PCApode ser entendido como umetodo estatistico
para selecao de caracteristicas e reducao de dimensauelid

— Selecao de caracteristicas envolveprnocesso no qual ugspago
de dados e transformado am espaco de caracteristicas. Os dois
espagos mencionados tenmesma dimensao.

— A transformacao diminui o numero de caracteristicas tomadas,
reduzindo dimensionalidade do conjunto de dados mas
preservando a maior parte da informacao intrinseca a ele.
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Introducao

e RazoOes para reduzir dimensionalidade:

— A maioria das técnicas de aprendizagdm maguinas nao sao
efetivas para dados de alta dimensionalidade:

« Maldicéo da dimensionalidade;
« Métricas de distancia perderapacidade discriminante;

— A dimensao relevante pode ser muito menor;

— Permite visualizacao: Projeta dados 2hou 3D;

— Possibilita compressao de dados;

— Reduz tempo de processamento e niumero de parametros;
— Viabiliza remocéo de ruido.
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Revisdo de Estatistica e Algebra

e A seguir sao expostos 0s conceitos basicos de
estatistica e algebra necessarios a compreensao do

processo de Analise de Componentes Principais.
— Conceitos de estatistica:
 Média, desvio padrao, variancia, covariancia, matriz de
covariancia.

— Conceitos de algebra matricial:
e Autovalores e autovetores.
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Conceitos de Estatistica: Média

e Seja umconjuntoX de dados retirados aleatoriamente de uma
amostra de dados qualquer. Neld, denota o primeiro
elemento da amostra; o i-esimo, e assinpor diante atéX,
gue representa o ultimo elemento da amostra contando
elementos.

* A meédiado conjunto de dadas pode ser calculada por:

X = Zinzl Xi
N

(1)

 ondex indica o valor médio do conjunto de daXos
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Conceltos de Estatistica: Desvio Padrao

O desvio padraode uma amostra de dados define o quao
espalhada enorno da meédia essa amostra esta. Calcula-se o
desvio padrao atraves da equacao abaixo.

= &

— ondes é o simbolo utilizado comumente para representar o
desvio padrao de uma amostra
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Conceltos de Estatistica: Variancia

 Variancia é outra medida do espalhamento do conjunto de dados. O
calculo da variancia é apresentado a seguir:

2 = Zinzl(xi B X)2 (3)
(-

« & denota a variancia de uma amostra. A equacéo (3) pode ser
reescrita de forma mais clara:

1(Xi - X)(Xi - X)
= (4)

ondevar(X) caracteriza a variancia do conjurXo

n

var(X) = Ziz

......... UFPE
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Conceltos de Estatistica: Variancia

« O desvio padrao e a variancia operapenas sobre uma
dimensao.

— Em uma amostra conmais de uma dimensao seria necessario
calcula-los para cada dimenséao independentemente das outras.

« Contudo, emalguns casos € interessante ter uma medida de
como os dados emada dimensao variaemfuncao da media
e como estas variagoes, ehimensoes distintas, se relacionam
entre si.

— A covariancia € responsavel por essa medida e € sempre
calculada entre duas dimensoes.
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Conceitos de Estatistica: Covariancia

A covariancia entre duas variaveis aleatérias redie Y, com

valores esperados E(X) = X, E(Y) =Y é definida como uma
medida de como as duas variaveis se modificamuntamente:
" (X =X)(Y =Y
cov(X,Y):Zizl( XN -Y) (5)

(n-1)
— A covariancia entre uma dimensao e ela mesma e a variancia.
— O sinal da covariancia € importante pois
» Se positivo, indica que ambas as dimens0es cregaoatias.
e Se negativo, indica que se uma dimensao cresce a outradecre

 Quando a covariancia €& zero, indica que as dimensdes sao
Independentes entre si.
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Conceitos de Estatistica: Covariancia

* A expressao geralmente usada para calculo da covariancia é
cov(X,Y) = E(XY) - E(X).E(X) = E(XY)- XY
 SeXeYsaoindependentes, entdo a sua covariancia é zero.

 E possivel queX e Y ndo sejamindependentes e tenhatovariancia zero,
sao as chamadas variaveis descorrelacionadas.

e SeXeYsao variaveis aleatorias de valor rea &, c e d constantes,entao:

cov(X,Y) =cov(Y, X); cov(@X +h,cY+d)=accov(Y, X)

CO\{Z X, ,Zj:vjj = ZJZCOV(Xi Y5)
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Conceltos de Estatistica: Matriz de

Covariancia

* Matriz de covariancia € uma matriz simétrica que apresenta a
covariancia entra variaveis.

E[(Xl - X1)(x1 - Xl)] E[(X Xl)(xz Yz)] E[(Xl - Xl)(xn - Xn)]
M = E[(Xz - Xz.)(xl - Xl)] E[(Xz - Xz.)(xz - X2)] E[(Xz - Xz.)(xn - Xn)] (6)
B¢, - X, =X LG =X )K= %] ELX, = X, )0, = X,)
— onde M., é a matriz comm linhas en colunas.

 Assim, a celula da linha 2 e coluna 3, apresenta a covaaanci
entre o0 2 e 3 elementos.

P
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Conceitos de Algebra Matricial

e SejaT :V -V umoperador linear. Umetorv € V,v#0, , é dito
serautovetor, vetor proprio ou vetor caracteristico do operador
T, se existih € Rtal queT(v) =A - v.

A escalark € chamada deautovalor, valor proprio ou valor
caracteristico do operador lineaassociado ao autovetor

e Porexemplo:[ x| [x+y+z
T:0°-0°% |y|-| 2y+z |, entdo

z| | 2y+3z

41=4)1|=Av, autovetol associadaumautovalorA.
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Conceitos de Algebra Matricial

« Autovetores de uma transformacao sao vetores cuja direcao nao ¢
alterada por essa transformacao.

e SejaA uma matriz gque representa uma transformacao linear entre dois
vetores.

 Se existir unvetorvR" #0, tal que

Av=Jlv, ondev=[vv,..v.]', |:matrizdiagonalunitéria

entdol; € uma grandeza escalar chamada de autoveigerivalug de
A cujo autovetorgigenvectagrassociado ..
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Conceitos de Algebra Matricial

* Propriedades dos autovetores:
— S0 ha autovetores para matrizes quadradas;
« Nemtoda matriz quadrada os apresenta.
— Uma matrimxn temno maximon autovalores;

— Se umautovetor for multiplicado por uma escalar, ele ainda sera
um autovetor relacionado ao mesmo autovalor;

2 (3)- (%)
(2 0)(5)=Cie ) =+ (%)

— Autovetores sao linearmente independentes entre si formando base

de umespaco. Autovetores de matrizes simétricas sao ortogonais.
* Centro de Informatica 15
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Conceitos de Algebra Matricial

 Essa ultima caracteristica torna os autovetores de umazmat
iInteressante para representa-la e®u espaco, isto €, 0S
autovetores sao usados como 0s eixos do espago de

* Nesse caso para facilitar os calculos usa-se autovetorgsios
(magnitude igual a 1) correspondentes aos autovetores.

 Por fim, da-se 0 nome dautoespacdeigenspaceao conjunto
de autovetores que estao relacionados ao mesmo autovalor. C
vetor nulo faz parte desse espaco, apesar de nao ser un
autovetor.
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Conceitos de Algebra Matricial

o EXistemvarios processos usados para encontrar os autovalores
e autovetores de uma matriz quadrada:

— Resolucao direta do sistema linear;
— PolinGbmio caracteristico;
— Diagonalizacéo de matriz oeigendecompositidn
— Algoritmos iterativos.
 SeA for a matriz canonica que representa o operador lihear
— Calculo de autovalores de det(A —Al) =0;

— Calculo de autovetores d&: para cada\, sdo as solucbes da
equaca®dv =Av ou (A—-Al)v=0.
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Analise de Componentes Principais - PCA

« PCA é uma transformacao linear dos dados para nowio
sistema de coordenadas, onde a maior variancia de todas as
projecOes dos dados, serd posicionada como primeira
coordenada (chamada componente principal), a segunda maio
variancia sera a segunda coordenada e gssimdiante.

« PCAé tambénthamada de:
— Transformada (discreta) de Karhunen-Loeve - KLT (Kari
Karhunen e Michel Loeve);
— Transformada de Hotelling (Harold Hotelling).

« PCA é a transformacao linear otima no intuito de preservar o
subespaco que temmaior variancia.
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Analise de Componentes Principais - PCA

o Existemdiferentes métodos para se realizar PCA

— Estatisticos e Algébricos
« Méetodo da Covariancia
 Método da Correlacao
— Redes Auto-Organizadas
 Algoritmo Hebbiano Generalizado — AHG
« Adaptive Principal Components Extraction — APEX

— Kernel PCA

.‘ Centro de Informatica 19
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PCA- Método de Covariancia

e Descricao:

— O objetivo desse metodo é transformar comjunto de
dadosx de dimensao qualquer uoonjunto alternativo
de dadoy de menor que o anterior.

— Portanto, procura-se a matrix, onde Y é a
transformada de Karhunen-Loeve (KLT) da maifiz

Y=KLT{ X}

[ =4
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PCA- Método de Covariancia

Organizacao dos dados

e Suponha que se tenm conjunto de dados correspondendo a
um conjunto de observacoes Nevariaveis.
— E que se queria reduzir os dados dakeariaveisL < M.

e Suponha, também, que os dados estemmmados enum
conjunto deN vetores de dados,, X,, ..., Xy
— Cada vetor representa uma uUnica observacéo dariaveis.

1. Escrevay, X,, ..., Xy COMO vetores dispostos etnlunas, cada
umcomM linhas.

2. Arrume os vetores dispostos emlunas enuma unica matriz
X de dimensad x N.

......... UFPE
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PCA- Método de Covariancia

Calculo da média empirica

3. Ache a média empirica para cada componente da mfriz
param=1,...,M.

4. Coloque as médias calculadas em vetor de médiasl de
dimensadM x 1.

N
T Zn=1 an
" N
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PCA- Método de Covariancia

Calculo dos desvios a partir da média

5. Subtraia o vetor de médiasde cada coluna da matrk

6. Armazene os dados commeédia subtraida na matiz M x N.
B=X-u.h!

ondeh é umvetorN x 1, formado apenas de 1s:

h=[111..11]
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PCA- Método de Covariancia

Determinacao da matriz de covariancia

7. Ache a matriz de covariancia empiriCaM x M, a partir do
produto externo da matriB comela mesma:

C=E[BOB]= E[BBT]_

onde
E €ovaloresperadc

[1 éoprodutoexterno;
' denotaumamatriztransposd.

......... UFPE
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PCA- Método de Covariancia

Determinacao dos autovetores e autovalores da matriz de
covariancia

8. Compute a matrip de autovalores e a matiz de autovetores
a partir da matriz de covariandi

CV =DV
9. A matrizD sera uma matriz diagoni&l x M, onde

A —ad=m
5 [ p=a=m
]9 O, piq
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PCA- Método de Covariancia

Determinacao dos autovetores e autovalores da matriz de
covariancia

10. A matrizV, de dimensad x M, contémM vetores dispostos
emcolunas, cada uroomcomprimentaM, que representaims
M autovetores da matriz de covarian€ia

11. Os autovalores e autovetores estao ordenados e paréados
m-ésimoautovalor corresponde aw-ésimoautovetor.

......... UFPE
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PCA- Método de Covariancia

Reordenacao dos autovetores e autovalores

12. Arrume as colunas da matriz de autovetdres a matriz de
autovalore® emordemdecrescente de autovalor.

13. Mantenha a mesma relacao entre as colunas das dua
matrizes.
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PCA- Método de Covariancia

Calculo do indice de energia acumulada para cada autovetor

14. Os autovalores representaandistribuicao de energia do
conjunto de dados original emelacao a cada autovetor,
componentes da base dos dados.

15. O indice de energia acumulaglpara cadam-esimaautovetor
é a soma do indice de energia de todos os autovetores de 1 at
m:

gn=2.D., parap=q em=L1..,M.
q=1
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PCA- Método de Covariancia

Selecao de subconjunto dos autovetores como vetores base
16. Salve as primeirdscolunas dé&/ como a matrizM x L, W:

W, =V e pare p=1.....M; qg=1...,L; ¢ 1<sL<M.

17. Use o vetog como umguia de escolha do valor apropriado
paral. A idéia é escolher umalor paral tao pegueno quanto
possivel, desde que se tenhawaidor percentual alto pa

Porexemplo g[m=L]=90%

.‘ Centro de Informatica 29
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PCA- Método de Covariancia

Conversao dos dados originais para z-scores

18. Crie umvetor do desvio padrao empiricy) x 1, s a partir da raiz
guadrada de cada elemento ao longo da diagonal principalatizzirde
covariancia.

s=|/C,} P=q=m=1...M

19. Calcule a matriay x N, z-scores

......... UFPE
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PCA- Método de Covariancia

Projecao dos z-scores na nova base
20. Os vetores projetados sao as colunas da matriz

Y =W'.Z =KLT{X}

21.A coluna da matrizY representama transformacao de
Karhunen-Loeve (KLT) dos vetores de dados das colunas da

matriz X.

Centro de Informatica 31
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PCA- Método de Covariancia

Dados en? dimensoes: -

X ¥y
25|24
0.5 ] 0.7
22129
1.9 | 2.2
3.1 |1 3.0
23 | 2.7
2 | 1.6

1.1
151 1.6

0.9

Exemplo

-
e

Qriginal PCA data

T I
" /JPCAdata. dat” +
3 — " +
_|_
+
+
2 |
+ +
+
T | +
| +
0 e
-1 | | 1 |
Centr -1 0 1 2 3
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PCA- Método de Covariancia

Exemplo

? I ! PCAd"ﬂta??:]uaLd'it | + , ~
:6?‘%%%%‘%“; 80852400 + Dados apos remocéo da
T 1 média estao plotados.
L L A | * Autovetores computados:
A — Diagonais na imagem
05 4 -
05 F | | \\ B
1 - 4+ i
1.9 F =
-2_—2 —1I_5 I1 —Cll_ﬁ Ell Dfﬁ II 1 lﬁ 2 natica 33



PCA- Método de Covariancia

Exemplo

Data transformed with 2 eigenvectors

T T T dolblevectmalaar |  Dados transformados
i | para as bases dos
autovetores calculados.
" 15 1 05 0 05 : 5 2 prmatica 34
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PCA- Método de Covariancia

Exemplo

l I
" Nlossyplusmean dat” +

1 o Houve

« Dados apos calculo do
PCA usando undos dois
autovetores transformados
de volta para a base
original.

reducao de
dimensionalidade dos
dados para apenas 1
dimensao.

2 3_ __ ____4rmatica
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PCA

Aprendizagem Auto-Organizada

« Auto-organizacao de umsistema aparece sgmessao explicita
ou imposicao do mundo exterior ao sistema. Portanto, as
restricOes estruturais Importantes sao internas ao wstem
decorrentes de interacbes entre seus componentes
iIndependentemente de sua natureza fisica. A organizacko po
se modificar no tempo ou no espaco, tendo comportamento
estavel ou untransitorio.

— A auto-organizacao busca regras gerais de crescimentolécae de
estruturas de sistemas, sua forma e predicado de organifaitda
devido a mudancas eseus componentes. Resultados @msistema
devemser aplicaveis a outros cooaracteristicas similares de rede.
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PCA

Aprendizagem Auto-Organizada

e Quatro principios sao fundamentais para a auto-orgaizac
segundo von der Malsburg (Haykin, 2001):
1. ModificacOes nos pesos sinapticos tendese auto-amplificar.

2. A limitacao de recursos leva as sinapses a compegrdm si, causando
fortalecimento de umas edetrimento de outras.

3. As modificacOes erpesos sinapticos tendesrcooperar entre si.

4. Os padroes de entrada apresentaformacdes redundantes que é
assimilada pela rede neural na forma de conhecimento.

......... UFPE
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PCA

Aprendizagem Auto-Organizada

A auto-organizacao de uma rede neural acontecedem
niveis gue interagemomo umlaco derealimentacao
— Atividade Padroes de atividade sao gerados pela redeesposta a

sinais de entrada.
— ConectividadePesos sinapticos da rede sao alteradogemposta aos

padroes de atividades.
 Redes neurais auto-organizadas se compodaalogamente
ao metodo estatistico de analise de componentes principais

* A seguir é apresentado uma técnica de PCA bassadana
rede com aprendizado Hebbiano.

.‘ Centro de Informatica 38
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PCA

Algoritmo Hebbiano Generalizado - AHG

e Solucao para o PCA, empregando redes neurais, que peeence
classe dos algoritmos de re-estimacao dos métodos de PCA

e SejJa uma rede alimentada para frente e caprendizado
Hebbiano, possuindo 0s seguintes parametros estruturais:
X, WV
1

1. Cada neurbnio na camada de saida
de rede é linear.

2. A rede temm entradas en saidas,
sendo ambas pre-especificadas. A rede
apresenta menos saidas que entradas,

._' Yn  n<m.

<V

t,,..-! t,..d
I\Ji _1
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PCA

Algoritmo Hebbiano Generalizado - AHG

e Os nodos de saida deverdeterminar as componentes
principais se consideradas as duas hipoteses mencionadas u
tipo particular de aprendizagemebbiana.

« O aprendizado consiste na adaptacao do conjunto de pesos
sinapticos, {v;}, propagando os valores de entrada ate o0s
nodos da camada de saida, orelk 2, ... me|=1, 2, ...,n.

* A funcao de saiday(k), de cada neuronio de saidg,no
tempo,k, produz uma resposta a partir dos valores de entrada
{x(K)|I=1, 2,..., }, e caracteriza-se por:

yj(k):ZWji(k)Xi(k) , ]1=12,...n

......... UFPE
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PCA

Algoritmo Hebbiano Generalizado - AHG

* O peso sinapticow; e adaptado via regra generalizada de
aprendizagerhebbiana, conforme equacao abaixo:

Aw; (k) :,7|:yj (K)x (k) = Yi (k)i w; (K)y, (k)} , j =

— Esta modificacao aplicada ao peso sinapig(k) no tempadk, tem
» como sua taxa de aprendizagem

 Para melhor entendimento do GHA
1 Aw; (k) =717y, (K)| % (K) = Z w; (K); (K)) = w; (K) Y, (k)}

0 Aw, (k) =y, (KX (k) - w (k)y,(k)]

P
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PCA

Algoritmo Hebbiano Generalizado - AHG

O termc y, (k)% (k) correspone a autc-amplifica@c decorrent do
principioldaauto- organizaca.

O termo negativo;-w; (k)y; (k), € responsavepelaestabilizgao
decorrentedo principio 2, competicaoentre sinapseslos neurdnios.

o Existemduas formas de realimentacao que atunmeuronio:
— Realimentacéo positiva para auto-amplificacao, I.e., causa
crescimento de peso sinaptico devido a entrada externa;

— Realimentagao negativa devido ao termo(k} que controla o
crescimento, i.e., causa estabilizacao do peso sinaptico.

......... UFPE
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PCA

AHG - Algoritmo
e (S calculos do AH(#Stao e PaSS0S dados a Segulr.

— Passo 1: Inicialize os pesos sinapticos da reglg, com valores
pequenos, e atribua valor positivo pequeno a taxa de apeaiaii.

— Passo 2: Park=1, i=1, 2, ...me =1, 2, ...,n, calcule os valores de
saida de cada nodg,(k), e os valores de ajuste dos pesasy;(k),
usando as equacoes anteriores.

— Passo 3: Incrementeem 1, va para 0 passo 2 e continue até os pesos
sinapticosw;, alcancarenseus valores de equilibrio. Pdarande, o
peso sinapticav; do neurdnig) converge para &esimacomponente
do autovetor associado com j-ésimo autovalor da matriz de
correlacéao do vetor de entragld).

* Os pesos dos nodos sao as componentes de cada autovetor associad

_-_f@eu autovalor relagionado casaiday; do nodo.
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PCA

Algoritmo Extracao de Componentes Principais Adaptativa - APEX

« O Algoritmo Extracao de Componentes Principais Adaptativa
(Adaptive Principal Components Extraction - APEX) emprega
rede neural comealimentacao e pertence a classe dos algoritmos
de descorrelacao dos métodos de PCA

e Sua estrutura é definida como:
1 1. Neurdnio lineares na camada de saida.

2. A rede temconexdes excitatorias entre
cada nodo de entrada para todos os nodos
de saida.

3. A rede temconexodes, de realimentacéao,
inibitorias dos nodos 1l para o nodg.
Essas conexdes empregaaprendizagem
anti-Hebbiana.
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PCA

Algoritmo Extracdo de Componentes Principais Adaptativa
- APEX

e Algoritmo APEX

— Passo 1: Inicialize os pesog, e g com valores pequenos, e
atribua valor positivo pequeno a taxa de aprendizado

— Passo 2: Pargel, k=1, 2, ... ei=1, 2, ...,m, calcule as saidas de
cada nodoy,(k), e os ajustes dos pesaday,;(K):

y,(K) =W, (K)x(K)
Aw, (k +1) = 7]y, (K)x(K) - v, (K)w, (K)]

onde para valores altos de o vetor de pesosv, tende para o
autovetorv, associado ao maior autovalqr
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PCA

Algoritmo Extracdo de Componentes Principais Adaptativa
- APEX

« Algoritmo APEX (continuacao):
— Passo 3: Pana2, k=1, 2, ... é=1, 2, ...,m, calcule:
Y (k) = [y209) Yo () ... y s (K) |
y, () =w, " (k)x(k) +a," (K)y 4 (K)
aw (k+1) = ly, (x(K) - y, 2 (K)w, (K)|
pa, (k+1) =y, (Y L (K) - y,2(K)a, (K)]

— Passo 4: Incremenjede 1 e va para o passo 3. Repita 0 processo
até atingir o numero pre-determinado de componentes principais.
Para k grande, os vetores de pesos excitatorios tendsm
autovetores e os inibitorias tendenzero.
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