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Sistemas de equacdes lineares

Sistemas de equacoes lineares

Equacoes lineares

Este estudo de dlgebra linear comegara com a andlise dos sistemas de equacdes lineares. Tais sistemas aparecem
frequentemente em matemadtica aplicada, economia e engenharia ao modelar certos fendmenos. Por exemplo, em
programacio linear, geralmente é discutido como maximizar o lucro quando existem certas restri¢cdes relacionadas a
dificuldade, disponibilidade de tempo, ou outras condi¢Ges. Estas restricoes podem ser colocadas na forma de um

sistema de equacdes lineares.

Equacoes lineares

Uma equacio linear é uma equagdo composta exclusivamente de adi¢cdes e subtracdes de termos que sdo constantes

ou o produto de uma constante pela primeira poténcia de uma varidvel.

Conforme a natureza do problema que da origem a equaco, as constantes e as varidveis podem ser nimeros inteiros,
reais, complexos ou ter uma estrutura ainda mais geral (veja, por exemplo, um artigo sobre "corpos" na Wikipédia).
No caso dos niimeros inteiros, chama-se a equacdo de "equacdo linear diofantina", e seu estudo € feito na teoria de
ndmeros.

Neste Wikilivro, serd considerado que as constantes e as varidveis de uma equagdo linear sdo elementos de um
subcorpo F'do corpo dos niimeros complexos. Os elementos de F'serdo chamados de escalares. Para a maior parte
do texto, o leitor ndo familiarizado com corpos e outras estruturas algébricas pode admitir que os escalares sdo os

nimeros complexos.

z

Uma caracteriza¢ido mais formal do que se entende por "equagdo linear" € a seguinte:

Definicao

Uma equaciio linear em 7 variaveis sobre o corpo ['é uma equacdo que pode ser colocada na forma
a1T, + asxe +as3xs + ... +a,x, = b, sendo que os escalares @1,82,...,8ns30 denominados
coeficientes, ¢  é chamado de termo independente, ou termo constante.

Cada equacdo linear pode ser vista como uma igualdade entre zero e um polindmio do primeiro grau em vdrias
varidveis, uma vez que:

a1+ asxe+azxrs+ ...+ anx, =b S a1z +asxe tazzrs+...+apr, — b = 0

Como foi ressaltado no exemplo, para uma equagéo ser chamada de "linear", ela nfo precisa necessariamente estar
com todas as varidveis no membro esquerdo da equacdo, embora seja usual escrevé-la assim. Como serd visto

posteriormente, usando essa convencdo é possivel simplificar a resolucdo de sistemas de equagédes lineares (veja

adiante), introduzindo o conceito de matriz.

Soluc¢des de uma equacao linear

Definicdo

Uma solucdo da equagdo linear aizi + aszg + aszxs~+ ...+ a,r, =b¢é uma mn-upla (um vetor)
s = (s1, 82, ... 8y,), cujas entradas Sjpodem ser colocadas no lugar de cada Zj, para 7 =1,...,m, de
modo que a igualdade seja verdadeira. O conjunto solugdo de uma equacio linear € aquele formado por fodas as suas
solucdes.

Por exemplo, (—1, —1)é uma solugio da equagdo linear z —+3y = —4, uma vez que
(=) +3x(=1) = -1+ (—3) = —4, mas (1, 5)ndo.

No caso em que a quantidade de varidveis em uma equagéo linear é menor ou igual a trés, pode-se associar ao seu

conjunto solugdo, uma interpretagdo geométrica. Acompanhe os exemplos a seguir:
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Sistemas de equacdes lineares

Pode-se generalizar a relacdo entre equagdes lineares e geometria para

0 caso em se tem um numero arbitrario de varidveis. No entanto, nessa T
situacdo ndo € possivel visualizar a "forma geométrica" que x"»
corresponde as solugdes da equagdo. O termo utilizado para descrever ¥
a forma geométrica correspondente ao conjunto solu¢do de uma
equagdo a 7 varidveis é hiperplano afim, de dimensio 7. Neste

texto, no entanto, serd usado simplesmente a terminologia 7 -plano.

Sistemas de equacoes lineares

Definicéo

Um sistema de equacdes lineares (ou sistema linear) € uma colegido Representagio gréfica de duas equacdes lineares
de equacdes lineares envolvendo o mesmo conjunto de varidveis.

Um sistema geral de m equagdes lineares com 72 incognitas (ou varidveis) pode ser escrito como

a1 + d19T9 SR SEoSE ATy — b1
a91T + a99T9 SR SEoSE QAon Ty — b2

U101 + 29 + U + QrnLn = bm
Aqui, 1, T2, ..., ZTnsd0 as incégnitas, @11, @12, ---; Gmn sd0 0s coeficientes do sistema, e by, b, ..., by, sdo
0s termos constantes.

A "chave" colocada a esquerda das equagdes € uma forma de lembrar que todas as equagcdes devem ser consideradas

em conjunto. A seguir sio apresentados alguns exemplos de equagdes lineares.

Solucoes de sistemas lineares
Definicdo

Uma solugio de um sistema linear é uma 7 -upla de valores s = (s, Sg, ..., 5, }que simultineamente
satisfazem fodas as equagdes do sistema.

A colecdo de todas as possiveis solu¢des de um sistema linear serd
chamada de conjunto solugdo, sendo geralmente denotado por § .
Uma férmula que descreva todos os vetores do conjunto solugdo é
chamada de solucdo geral. Dessa defini¢do, decorre que o conjunto
solucdo de um sistema linear € a interse¢@o entre os conjuntos solugdes

de cada equagdo do sistema (veja a figura).

Um sistema linear € dito consistente se possui alguma solugdo. Caso

contrario, € chamado de inconsistente.

Em geral, para qualquer sistema linear existem trés possibilidades a

respeito das solugdes:

» Uma tnica soluc¢io: Neste caso, existe apenas uma solugdo
Cada equagdo de um sistema linear em trés

especifica (uma certa 72 -upla). O conjunto § tem um tnico elemento. o . -
p ( n -upla) J S varidveis determina um plano. Uma solugio do

Geometricamente, isto implica que os 13 -planos determinados pelas sistema corresponde a um ponto na interse¢iio

equacdes do sistema se intersectam todos em desses planos



http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Ficheiro%3AFuncionLineal02.svg
http://pt.wikipedia.org/wiki/Hiperplano
http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Matem%C3%A1tica_elementar/Sistemas_lineares
http://pt.wikipedia.org/wiki/Plano_(geometria)
http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Ficheiro%3ASecretsharing-3-point.png
http://pt.wikipedia.org/wiki/Interse��o

Sistemas de equacdes lineares

um mesmo ponto do espaco, que é especificado pelas coordenadas da solugdo (as "entradas" da 7 -upla). O sistema
¢ dito possivel (existe alguma solugdo) e determinado (existe uma inica soluc¢do);

* Nenhuma solucio: Nesta situagdo, ndo existe qualquer 7, -upla de valores que verifiquem simultaneamente
todas as equacdes do sistema. O conjunto § € vazio. Geometricamente, os 73 -planos correspondentes as
equacdes ndo se intersectam (sdo paralelos). O sistema é dito impossivel (ndo existe solugio).

« Infinitas soluc¢des: As equagdes especificam 7 -planos cuja intersec¢do é um 7, -plano onde m < 7. Sendo
este o caso, é possivel explicitar um conjunto § com infinitas solugdes. O sistema é dito possivel (existe alguma
solucdo) e indeterminado (sua quantidade ¢ infinita)

As seguintes figuras ilustram os casos acima:

¥y /
(2,3)
4 Ix-2vrF2
g X
W 322
Uma unica solugio Nenhuma solugdo Infinitas solugdes

Sistemas lineares equivalentes
Definicdo
Dois sistemas lineares sdo ditos equivalentes quando possuem o mesmo conjunto solugéo.

Nos exemplos anteriores, pode-se notar que todos os sistemas possuem o0 mesmo conjunto solucdo (sdo

equivalentes), embora no exemplo (V) a solucdo ndo esteja "tdo evidente" como no casode (I).

Isso sugere uma estratégia para resolver sistemas lineares: para determinar o conjunto solu¢cdo de um sistema linear
arbitrario (por exemplo (V) ), basta encontrar um outro sistema linear que lhe seja equivalente, mas cuja solucdo seja
imediata (como o (I), cuja solugdo é 6bvia!).

Resta agora encontrar uma forma de produzir sistemas lineares equivalentes a um sistema dado, e que sejam simples

(sendo imediatos!) de resolver. As técnicas usadas para este fim serdo apresentadas na préxima segao.

Operacoes com equacdes
Para um melhor entendimento das técnicas que podem ser utilizadas na resolucdo de sistemas lineares, serdo

sintetizadas no teorema a seguir as "operagdes" que podem ser feitas com as equagdes de um sistema, sem que seu

conjunto solucdo seja alterado. Como serd visto posteriormente, é possivel determinar o conjunto solucdo de

qualquer sistema linear (resolver o sistema), usando apenas trés "operacdes elementares".
Teorema
Se um sistema linear € obtido a partir de outro, através de uma dessas operacdes

1. Trocar a posi¢do de duas equacdes;
2. Trocar uma equagdo por um multiplo (nfo nulo) de si mesma;

3. Trocar uma equagdo pela soma de si mesma com um muiltiplo de outra equagéo;

entdo ele possui as mesmas solugdes que o sistema original.
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Sistemas de equacdes lineares

Demonstracao

* Deixada a cargo do leitor. Sinta-se a vontade para acrescenta-la ao texto.

Métodos para a resolucao de sistemas lineares

Eliminacao de variaveis
Um método bastante simples para a resolucdo de um sistema linear € eliminar as varidveis, uma apods a outra. Este
método consiste dos seguintes passos:
Na primeira equagdo, isole uma das varidveis em fungdo das outras.
2. Substitua a expressdo acima em cada uma das outras equagdes. Isso produz um outro sistema de equacdes, com
uma equagdo a menos e uma variavel a menos.
3. Repita o passo anterior até que reste apenas uma equacdo linear.
4. Resolva esta equacdo e use a resposta obtida para determinar as demais varidveis nas outras equagoes.
Sabe-se que sistemas lineares em poucas varidveis também podem ser resolvidos usando outros métodos.
Observe, no entanto, que estas técnicas néo sdo muito praticas ao lidar com sistemas grandes, onde exista um grande
nimero de varidveis. Apesar disso, tais procedimentos podem ser generalizados, dando origem a algoritmos como a
eliminagdo de Gauss e a eliminacdo de Gauss-Jordan, que pode ser usado em situagdes bem mais gerais.
O método da eliminagdo gaussiana sera estudado em um capitulo posterior.
Muitas vezes € preciso resolver vdrios sistemas lineares que diferem apenas em seus termos constantes. Os
coeficientes das incognitas permanecem os mesmos. Uma técnica chamada de decomposicdo LU é usada nestes
casos. Em situagdes muito particulares, ela adminte uma variante conhecida como fatoragdo de Cholesky. Tais

técnicas serdo estudadas nos ultimos capitulos.

Exercicios

Este capitulo € apenas uma revisdo. Ndo hd exercicios.

w

Esta pdgina foi eleita pelos colaboradores como uma das melhores do Wikilivros. Para mais informagdes, consulte a

pdgina de votagoes.
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Matrizes

Matrizes

g A distribui¢do do conteddo deste livro estd confusa ou pouco diddtica (discuta).
Pede-se aos editores que reavaliem a distribui¢do do mesmo.

& '/E Este médulo tem a seguinte tarefa pendente: E preciso fixar a notagdo para as entradas das matrizes ao longo do livro, pois ora sdo usadas

Qije ora Aij para as entradas de uma matriz A .

Introducao

O termo matriz pode ser mais conhecido entre programadores e profissionais da informdtica, como sendo uma

estrutura de dados. Em matematica, no entanto, matrizes sdo consideradas de forma bastante diferente.
Definicéo
Intuitivamente, uma matriz é uma lista de niimeros, dispostos em linhas e colunas, ou seja, € um tipo de tabela.

Logo abaixo, apresenta-se uma matriz. A nota¢do utilizada é bastante comum.

2 4 10
1 -3 —7
4=13 ¢ o
5 5 0

A matriz acima tem 4 linhas e 3 colunas, entdo pode ser chamada de matriz 4 x 3 (matriz 4 por 3). Além disso,
pode-se ter matrizes de muitas formas diferentes. A forma de uma matriz € o nome das dimensdes da mesma (m por
n, quando m é o ndimero de linhas e n é o nimero de colunas). A seguir sdo indicados alguns outros exemplos de

matrizes, adotando outras possiveis notacdes.

Este € um exemplo de matriz 3 x 3:

1 2 3
B=|4 5 6
7 89
Esta matriz tem a forma 5 x 4:
a b ¢ d
h g f e
T=1|i j k 1
p o n m
g r s t

Aqui, tem-se uma matriz 1 x 6:

V=(235 7 11 13)

As matrizes sdo objetos matemdticos que além de permitirem uma boa organizacdo espacial de conjuntos de dados
numéricos, podem ser operadas com nimeros (multiplicacdo por escalar) e com outras matrizes (sendo adicionadas,

multiplicadas, etc). Entender as operacdes sobre matrizes é essencial para o aprendizado de Algebra Linear.

Uma matriz é formada por linhas, que sfo conjuntos de dados dispostos horizontalmente e por colunas, conjuntos de
dados dispostos verticalmente. Cada elemento presente em uma matriz € indicado por uma letra mindscula que
possui como indice um par ordenado que representa o nimero da linha e o da coluna. Costuma-se representar total
de linhas de uma matriz pela letra m e o niimero total de colunas por n. Os valores de m e de n sdo as dimensdes da

matriz.
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Matrizes

Exemplos de matrizes

a Matriz m por n
A matriz a seguir € uma matriz de ordem 2x3 com elementos naturais. |,J | j
n colunas
m linhas %
At 23
|4 5 6

Nesse exemplo, o elemento @12¢ 2, o nimero na primeira linha e

segunda coluna do quadro. A1 Az Gz o 8

De forma geral, numa matriz A de ordem m x n, o elemento @i;j¢ o

simbolo na i-ésima linha e j-ésima coluna de A. Assim:. Organizagio de uma matriz
a1l a2 Qin
g1 a2 Qap

A=
Aml Qm2 - Qnpn

As entradas (simbolos) de uma matriz também podem ser definidas de acordo com seus indices i e j. Por exemplo,

2 3
a;; =%+ j,paragdela3e jdela2, defineamatriz3x2 A= |3 4
4 5
Abaixo, vemos o exemplo de uma Matriz Quadrada:
3 5 23
A=13 4 5
_4 1 9
E agora um exemplo de uma Matriz Identidade:
1 00
A=10 10
_0 01

Abaixo seguem informag¢des sobre as principais operagdes definidas para matrizes. Abaixo matrizes serio
representadas por letras maidsculas e seus indices por letras mintisculas. Nimeros escalares serdo representados pela
letra k.

Tipos especiais de matrizes

* Uma Matriz Quadrada ¢ toda aquela na qual 1 = n. Isto é, ela possui o mesmo nimero de linhas e de
colunas.

* Uma Matriz Linha € toda aquela na qual 75; = 1 Isto é, ela possui apenas uma linha.

* Uma Matriz Coluna ¢é toda aquela na qual 5, — ].Isto é, ela possui apenas uma coluna.

* Uma Matriz Diagonal ¢é toda aquela na qual 7n = 7 e cujo elemento Ai7 ji= Ose 2 #£ j.Isto é, possui todos

os valores iguais a zero, exceto os elementos da diagonal principal.
* Uma Matriz Escalar ¢ toda aquela na qual . = n cujo elemento A; ; = Ose ¢ # je A; ; = X.Isto ¢,

todos os valores sdo nulos, exceto os valores da diagonal principal que possuem sempre 0 mesmo valor.
* Uma Matriz Nula ¢é toda aquela cujos elementos Aiyj = (.Isto ¢, se todos os seus elementos forem nulos.

¢ Uma Matriz Identidade ¢ toda aquela na qual m = 7 cujos elementos A, ; = Ose i # je A; ; = 1se

1 = j.Isto é, possui todos os valores nulos, exceto os valores da diagonal principal que valem sempre 1.
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Matrizes

Algebra matricial

Multiplicaciao por um escalar

A multiplicacio por um escalar é uma das opera¢des mais simples que podem ser feitas com matrizes.

Definicdo

Para multiplicar um nimero % qualquer por uma matriz mxn A,basta multiplicar cada entrada @ijde A por k.
Assim, a matriz resultante B serd também mxn e b;; = k - a;;.

Com isso, pode-se pensar também na no¢do de dividir uma matriz por um ndmero: basta multiplicd-la pelo inverso

desse nimero. Mas essa noc¢do pode ser perigosa: enquanto a multiplica¢do entre um nimero e uma matriz pode ser

dita "comutativa", o mesmo ndo vale para a divisdo, pois ndo se pode dividir um niimero por uma matriz.
E impossivel somar ou subtrair escalares de matrizes.

A multiplicacdo por escalar possui as seguintes propriedades:

* Associativa em relag@o ao Escalar: (kq - kg) - A = ky - (kg - A)

* Distributiva em relagdo ao Escalar: (k1 + k) - A =k; - A+ ko - A

* Distributiva em relagio a Matriz: k; - (A+ B) = k1 - A+ k| - B
e Elemento Neutro: 1 - A = A

Adicao de Matrizes

A adicdo de matrizes € outra operacdo bastante simples.

Definicao

Sempre que uma matriz A ¢ somada a uma matriz B, o resultado serd uma matriz C, cujos elementos
Cij = az-j + b‘U

Perceba que a operagdo de soma para matrizes de diferentes dimensdes néo € definida.

A adicdo de matrizes possui as seguintes propriedades:

* Propriedade Associativa: A+ (B +C) = (A+ B)+C

* Elemento Neutro: 4 + 0 = 0 + A = A ( 0é uma Matriz Nula, ndo um escalar)
e Simétrico Aditivo: — A+ A=A—-—A=10

* Comutatividade: A + B =B+ A

Multiplicacao de Matrizes

A multiplicacdo de duas matrizes é bem definida apenas se o niimero de colunas da matriz da esquerda € o mesmo

nimero de linhas da matriz da direita.
Definicdo
Se A € uma matriz m X ne B € uma matriz 11 X p,entdo seu produto A B é a matriz 712 X p (m linhas e p
colunas) dada por:
(AB);; = a;1b1; + a;2ba; + - - - + @; by, jpara cada par (4, 7).
A motivagdo dessa defini¢do é a seguinte: se (3; denota a 4 -ésima linha da matriz B, podemos criar outra matriz

C cujas linhas Y1, - - . , Ym sejam combinagdes lineares das linhas de B :

1 =A1161+ A8+ -+ A8,

Ym = Am,lﬁl + Am,?ﬁ? +-- Am,nﬁn
Em cada linha 7i,a entrada na j -ésima coluna serd uma combinacdo linear de todas as entradas de J nessa

mesma coluna:




Matrizes

()5 = Ain(Br); + Ai2(B2); + - - - + Ain(Bn);,
mas (,()’1) jcorresponde a Bi,j.Entﬁo, se A for a matriz com as entradas Ai7 j definidas como acima, obtemos a

férmula acima.

Da mesma maneira, se @jdenota a j -ésima coluna da matriz A,podemos criar uma matriz (7 cujas colunas
Y1, - - -y Ypsejam combinacdes lineares das colunas de A :
Vi = Bijon + Byjop + -+ - + By jon

E, tomando as entradas na 4 -ésima linha, obtemos

(¥5)i = Bij(au)i + Baj(aa)i + - - -+ Brj(an)i

Mas a (aj)i,a i -6sima entrada a linha @, corresponde ao elemento A; ., de modo que também obtemos a

OV E
férmula acima.
Portanto,

Propriedades
A multiplicag@o de matrizes tem as seguintes propriedades:
* Associativa:

(AB)C = A(BC)

* Distributiva em relacio a Adigéo:

(A+ B)C = AC + BC

* Elemento Neutro: se 4 € uma matriz 1 X 72, entdo

I, A = Al, = A, onde I, representa a matriz identidade de ordem 72.
Note que, em geral, a multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa, ou seja, geralmente tem-se AB 7% BA.Em
muitos dos casos, a multiplicacgdo B A pode ndo estar sequer definida: quando existe a multiplicagdo ADB,a

multiplicagdo B A s6 pode existir no caso em que A e [ sdo quadradas; mesmo assim, ainda pode ocorrer a
nao-comutatividade.

Transposicao

Definicdo

A operacdo de transposi¢do de uma matriz A retorna como resultado sempre um matriz [ tal que, para todo
elementode A e B, a;; = b;;. B ¢ entdo dita a matriz transposta de A, denotada por A?.

* O ndmero de linhas da matriz transposta serd igual ao niimero de colunas da matriz original, assim como o

nimero de colunas da transposta serd igual ao niimero de linhas da original. Ou seja, se A era m X n, Atserd

n X m.

e Cada coluna de A corresponderd a uma linha de Af ,€ vice-versa.

Notas

[1] Para saber mais sobre o surgimento das matrizes, pode ser consultado este site (http://www.ualr.edu/lasmoller/matrices.html).



http://www.ualr.edu/lasmoller/matrices.html

Determinantes

10

Determinantes

E Esta pdgina é um esbogo de matemdtica. Ampliando-a vocé ajudard a melhorar o Wikilivros.

Calcule os determinante usando cofatores:

[1 0 -1 3]
(2 3 4 2 ]
[0 2 51 ]
(4 1 00 ]

Espacos vetoriais

g A distribui¢@o do contetido deste livro esta confusa ou pouco didética (discuta).

Pede-se aos editores que reavaliem a distribui¢do do mesmo.

‘E Esta pdgina é um esbogo de matemdtica. Ampliando-a vocé ajudard a melhorar o Wikilivros.

Definicao
Um espacgo vetorial é formado por:

1. Um conjunto V/ cujos elementos serdo chamados de vetores;

2. Um corpo K, cujos elementos serdo denominados escalares;

3. Uma operagdo + : V' X V' — V, conhecida como adi¢do de vetores;
4

. Uma operagdo * : K X V — V,chamada de multiplicagdo por escalar.
Neste wikilivro, serd escrito simplesmente q: para denotar « * .
Normalmente, o corpo K € o corpo dos nimeros racionais, dos niimeros reais ou dos nimeros complexos.

Definicdo

Dizemos que 1/ € um espaco vetorial sobre K quando as operacdes + e * satisfazem as seguintes propriedades:

Adicdo

1. Paracada u,v € V, u +v = v -+ u(comutatividade)

2. Paracada w,v,w €V, (u+v)+w = u+ (v -+ w)(associatividade)
3. Existe um vetor (), tal que paracada u € V, 0 4+ u = w (neutro aditivo)
4. Paracada u € V, existe —y € Vtal que o + (—u) = ((inverso aditivo)

Multiplicagdo por escalar

1. Paracada o € K ecada u,v € V, a(u + U) = au + aw (distributividade)
2. Paracada v, B € Kecadau € V, (@ + B)u = ou + Bu (distributividade)
3. Paracada v, 3 € Kecadau €V, (aff)u = afu)(associatividade)

4. Paracada u € V, 1y4 = ¢ (neutro multiplicativo)
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Exemplos

* JRZe R3sdo espagos vetoriais reais (ou seja, sobre o corpo R ).

* O conjunto formado pelo tnico nimero real 0, ou seja, {0}, ¢ um espaco vetorial sobre TR .

* TR é um espaco vetorial sobre [R .

+ Os exemplos acima sdo aplicdveis para qualquer corpo K, ou seja, sdo espacos vetoriais sobre K: {0}, K e K"
* Seja N*o conjunto dos nimeros inteiros positivos, € S o conjunto de todas as fun¢des de dominio N* e

contradominio R ,Dadas fe g fungdes e A um niimero real, podemos definir
(f + g) como a fungdo que leva o nimero inteiro positivo n no nimero real f{n) + g(n)
(A f) como a funcdo que leva o nimero inteiro positivo n no niimero real A f{n).

Ou seja, foram definidas as operacdes de soma de vefores e produto de um escalar por um vefor em S. Como
exercicio, podem-se provar os axiomas, mostrando que S € um espacgo vetorial. Este espaco vetorial € tdo importante

que tem um nome: ele é o espago vetorial das sequéncias de nimeros reais.

* O exemplo acima pode ser generalizado. Seja K um corpo qualquer, e / um conjunto qualquer (a letra / € porque
este conjunto serd chamado de conjunto de indices). Entdo o conjunto Kl, das funcdes de dominio 7 e

contra-dominio K, torna-se naturalmente um espago vetorial definindo-se para f g € K I , A€ K :

(f +9)(z) = f(z) + 9(z)
(Af)(z) = Af(z)

Subespacos vetoriais

Definicao

Seja YV 'um espaco vetorial sobre o corpo K Um subespaco vetorial de }/€ um subconjunto W/ que também &

um espago vetorial sobre K,com as mesmas operacdes (adi¢do e multiplicagio por escalar) de 1/,

Equivalentemente, um subespaco vetorial de }/¢é um subconjunto ndo-vazio W/ fechado em relacio as operagdes

de adic@o e multiplicagd@o por escalar, ou seja, um subconjunto tal que

1. Paratodos u,v € Witem-se u +v € W
2. Para qualquer escalar ) € K e paratodo ¢ € W/ tem-se hy € W.

Combinacao linear

Definicoes
Definicao
Seja Vum espago vetorial sobre um corpo K Um vetor 7y € V€ dito combinacido linear dos vetores
U, ..., U, € Vseexistem escalares Ay, ..., A, € K tais que
AL+ A, = U
Note-se que, pela definicdo, nem os A nem os v precisam ser distintos.
Definicdo
Seja S um subconjunto do espago vetorial V. Um vetor ¢4 € 1/¢ dito uma combinacio linear de elementos de S
quando ¢y = (Jou existem:
um nimero inteiro positivo n, n ¢ N*
vetores ¥1,...,U, € Se
escalares Ay,..., A, € K

tais que
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Avi 4+ A, = U
Deve-se notar que a condi¢do u = 0 € importante para o caso em que S seja o conjunto vazio. Equivalentemente,
seria possivel definir a soma de zero vetores como o vetor nulo (isto € semelhante a defini¢do do fatorial de 0, igual

ao produto de zero fatores, ou seja, € o elemento neutro multiplicativo, 1).

Propriedades

* Todo elemento x de S € uma combinagfo linear de elementos de S. Basta escolhern = I,v, =xe A = I, de forma

quex=Av J :
¢ Se x € uma combinagao linear de elementos de S, e A € um escalar, entdo A x também é uma combinacio linear de
elementos de S. Prova: x = 0 (neste caso, A x = 0) ou x = Aqv1 + ... A,v, .Entdo
Az = (AA)vr + ... (Ad)vy) .
* Se x e y sdo combinagdes lineares de elementos de S, entdo x + y também €. A prova € um pouco mais

complicada, e sera feita com cuidado

* Casoxouy sejam 0, é imediato que x + y, sendo igual a x ou y, ¢ uma combinacéo linear de elementos de S.
* Nocasogeral, T = Ayvy + ...+ Ao, Y = (awy + ... + Ly Wy, . Entéo definindo

M=AL T = Any Tl = By -+ - Thtm = Hm €

U1 = U1, .- - Un = Un, Up41 — Wi, . . . Ungpm — Wm ,temos que

T+y= Thi +...+ Tht+mUn+m
* Os dltimos resultados mostram que o conjunto formado por todas as combinagdes lineares de elementos de S € um

espago vetorial - o capitulo seguinte estudara este espago

Dependéncia e Independéncia linear
Definicdo
Seja Sum subconjunto de 1/ Dizemos que S ¢ linearmente dependente se existem vetores distintos

v,...,U, € Veescalares Ay, ..., A, € K, nio todos nulos, tais que
)\1U1+"'+An’0n20
Ou seja, § ¢é linearmente dependente se alguma combinacio linear ndo-trivial de alguns de seus vetores resulta no

vetor nulo. Quando S ndo € linearmente dependente, ou seja, quando a dnica combinacdo linear de vetores de §

que resulta no vetor nulo € a trivial (com todos os coeficientes nulos), dizemos que G ¢ linearmente independente.

Quando temos um niimero finito de vetores V1, - - - ; Un, é comum dizer que os vefores Vi, - - - ; Upsdo linearmente

dependentes (ou independentes), em vez de dizer que o conjunto § = {1)1, e Un} ¢ linearmente dependente (ou

independente).

Propriedades

* Pela definicdo, o conjunto vazio é linearmente independente.

* Todo conjunto que contém o vetor nulo € linearmente dependente.

* Todo conjunto que tem um subconjunto linearmente dependente € linearmente dependente.

* Todo subconjunto de um conjunto linearmente independente é linearmente independente.

e Se um vetor de um conjunto é combinagdo linear de outros vetores desse conjunto, entdo o conjunto € linearmente
dependente.

* A intersecdo de dois conjuntos linearmente independentes € linearmente independente - podendo ser o conjunto
vazio.

* A interse¢do de um nimero qualquer de conjuntos linearmente independentes é linearmente independente.

* A unido de conjuntos linearmente independentes, normalmente, ndo serd linearmente independente. Porém

quando um conjunto é subconjunto de outro, a sua unido (sendo igual ao maior conjunto) € linearmente
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independente. Uma extensdo ndo-trivial desta propriedade € a seguinte: seja K um conjunto formado por
conjuntos linearmente independentes, de modo que dados quaisquer dois elementos de K, um deles € subconjunto

do outro. Entdo a unifio de todos os elementos de K também ¢ linearmente independente.

Espaco gerado

Definicao

Definicao

Seja S um subconjunto de um espago vetorial 1/, O conjunto de todas as combinagdes lineares finitas de elementos
de Sé um subespaco W de V,e é dito o subespaco gerado por S Quando ,§é um conjunto finito

{Ul; ey 'un}, dizemos que T4/ € o subespaco gerado pelos vetores U1, - « « 3 Un.

Exemplos

wa//f Este modulo tem a seguinte tarefa pendente: Elaborar e incluir uma imagem para ilustrar este conceito.

* Em qualquer espaco vetorial V, o espago vetorial gerado pelo conjunto vazio é o subespago vetorial { 0 /.

Analogamente, o espago vetorial gerado pelo conjunto V é o préprio V

« Em R? , 0 espago vetorial gerado por um vetor néo-nulo € uma reta que passa pela origem

+ Em [R3 , 0 espago vetorial gerado por um vetor ndo-nulo também € uma reta que passa pela origem

« Em R? , 0 espago vetorial gerado por dois vetores ndo-nulos, em que um deles néo € miiltiplo do outro, € todo o
R2

« Em R3 , 0 espago vetorial gerado por dois vetores ndo-nulos, em que um deles néo € miiltiplo do outro, ¢ um

plano que passa pela origem

Definicio através de conjuntos

Seja S um conjunto de vetores de V. Pode-se perguntar qual € o menor subespago vetorial de V que contém S. Para

Ser mais preciso, temos o seguinte:

* V& um subespaco vetorial de V que contém S
* A interse¢@o de subespacos vetoriais de V que contém S também é um subespaco vetorial de V

Ou seja, seja K o conjunto (ndo vazio, porque V' ¢ K ) definido por:

« K={W CV | (W subespaco vetorial de V) A S C W}

e seja & definido por:

. S5=NX
XeK
Teorema

Nas condi¢des definidas acima, § € o subespaco vetorial gerado por S.

Bases
Definicdo
Seja ,§ um subconjunto de um espago vetorial |/, § € uma base do espago vetorial 1/ quando o subespaco de 1/

gerado por S ¢é o préprio Ve S ¢é um conjunto linearmente independente. Quando uma base § é um conjunto

finito {vy,...,v,} de nelementos, dizemos que Y tem dimenséio m .
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Seja V um espago vetorial e B uma base de V. Suponha que um vetor ¢ & 1/ seja escrito como combinag@o linear de
vetores de B de duas formas diferentes: v = Aquy + ...+ Aty = 1w + ... + HmWe, . O que pode ser
dito a respeito dos A e u? O que pode ser dito a respeito dos u e wj? A resposta € que, de certa maneira, eles sdo

anicos.

Coordenadas
Definicdo
Seja B uma base de um espago vetorial V. Se existe b € B , entdo para todo vetor v € V/ se expressarmos v como

uma combinagdo linear de elementos de B que inclua b, o coeficiente do termo b serd constante. Em outras palavras,

para toda base B do espago vetorial V existe uma fungdo que associa a cada par (fu, b) € V x DB um escalar. Esta

fungdo é chamada de a coordenada de v na base B

Transformacoées lineares

E A distribui¢do do contetdo deste livro esta confusa ou pouco didética (discuta).

Pede-se aos editores que reavaliem a distribui¢do do mesmo.

‘J? Esta pdgina é um esbogo de matemdtica. Ampliando-a vocé ajudard a melhorar o Wikilivros.

Transformacoes Lineares

Definicao
Definicdo
Uma fungdo T : V' — W,onde Ve W sdo espacos vetoriais sobre um corpo K, é dita uma rransformagdo
linear se, para todos u, v € Ve paratodo A € K, tem-se
T(u+v)=T(u) +T(v)
T(Au) = AT(u)

Existéncia de uma transformacao

Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo K, onde a dimn V' < 0o . Seja {ﬂuh Vg, ... vn} uma base de Ve

3
wy, Wy, ..., Wy vetores quaisquer de W. Entdo existe uma transformacao linear

T:V—WTy,=w,i=1,..,n.

Prova
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¢ T existe e estd bem definida

n n
Dado v € V, 3z = (%1, ..., ), %; € K,1=1,...,ntalque v = Z.'Ewi . Podemos definir T em v como T'v = szwz
i=1 i=1
Sendo {1}1, V2, .uny vn} uma base, tem-se a unicidade de (zl, ey In) e, consequentemente, T estd bem definida por meio da regra que

associa o vetor p € V'ao vetor Ty € W . Vemos através da defini¢cdo que
kO n
Tv = ZziTvi = Eziwi =Ty,=w,t=1,..,n.

. i=1 i=1
e T¢ linear

n n n n
Tome w € V,w = E Y;v;, ¢ € K Assim cv +w = CE x;v; + E YU = Z(czi + yi)vi . Pela defini¢do

i=1 =1 =1 =1
n n n n
T(cv + w) = E(c.'ci + yi)wi . De outro modo ¢I'v +Tw = CZ T;w; + E Yyw; = Z(Czi =+ yi)wi . Portanto
i=1 =1 =1 =1

T(cv+w)=cTv+Tw.
e T ¢ unica
n
Suponha que exista U : V = W, Uv; = w;, 2 =1,...,n,entio se v = Z.'Ewi , entdo
i=1

=1

Uv = Xn:invi = iziwi =Tv,YoeV,
i =1

Imagem de uma transformacao linear
A seguir serd discutido um exemplo de como achar a imagem de uma transformagdo linear. Considere
T : R? — R2, definida por T'(z,y) = {2z + 3y, 4z — 3y). O valor de T"em um ponto (z,y)pode ser
reescrito da seguinte forma:

T(z,y) = 2z + 3y, 4z — 3y) = z(2,4) + y(3, -3).
Consequentemente, todo ponto da imagem é uma combinagio linear dos vetores (2,4)e (3, —3), isto ¢, tais

[1]

vetores formam um conjunto de geradores para a imagem de 7". Como poderd ser verificado pelo leitor -, estes

vetores também sdo linearmente independentes, constituindo portanto uma base para a imagem de 7.

Niicleo
Definicdo
Seja T+ ¥V — V¥ uma transformacfo linear entre os espagos vetoriais V e W. O niicleo da transformacio linear,

Ker(T), € a imagem inversa do vetor nulo em W:

Ker(T) ={v € V|T(v) =0}

Teorema do nicleo
O nticleo de uma transformacéo linear € um subespaco vetorial do seu dominio
A demonstracdo é simples:
* Ker(T) ndo é vazio, pois OV € um elemento de Ker(T), ja que T(OV) = OW
* Se v,w € Ker(T) entio T(v) = T(w) = 0, logo, pela linearidade de 7, T(v + w) = Oe v + w € Ker(T)
* Sedec Kewve Ker(T),temos T'(v) = Ologo T'(Av) = XT'(v) = AO = 0, ou seja,

Av € Ker(T)
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Posto e nulidade
Se dimV <oco.eT:V i W

* O posto(T) = dim Im(T),isto é, a dimensdo da imagem de T(V), isto €, a quantidade de vetores L.I. que geram

toda a imagem de T(V).
e

* A Nulidade(T) = dim Ker(T), isto é, € a dimensao do niicleo de T(V), isto €, a quantidade de vetores L.I. que

geram todo o nicleo de T(V).

Teorema do posto e da nulidade

Sejam V e W espago vetoriais sobre o corpo Ke T - V s W . Se dimV < ¢, entdo posto(T) + Nulidade(T)
=dim V

Prova

* Definindo a base do ntcleo e a base do espago:

Seja {wy,vq,...,vp} uma base do Ker(T). Existem vetores Uj;com j=k+I,..n  onde

{’Ul, V9, vny Uky Ukt 1, ...Un} ¢ uma base de V.
¢ Definindo a base da imagem:

Como {Ulz Vg, ... fun} é a base de V, T aplicada nessa base gera um conjunto que gera a imagem de T por V.

H
Aplicando T sobre os vetores da base de V, temos T4, Ty, ..., Tv,, mas Tv; = Tvg = ... = Tv, = 0,

pela defini¢do de nicleo. Assim os vetores 7wy 1, ..., 1, geram a imagem de T(V).
* Provando que os vetores sdo independentes:

Como queremos uma base, eles devem ser independentes, isto ¢, devem dec; € K ,tal que

n
chi =0ec=0:=1,..,n.

i=1
Tomemos Z C»,;(T’Ui) =0& T( Z C»,;'Uz') =0. Logo w= Z CU; € KBT(T). Como
i=k+1 i=k+1 i=k+1
k
w e Ker(T),w=> _ buv;, b, c K.
i=1

n k 7 k

Portanto w = Z C;U; = Z biU,’: =4 Z C;V; — Z bivi = 0 Como V1,V2, ..., Vg sdo LI, entao
i=k+1 i=1 i=k+1 =1

bi = C; — O,V’L = 1,...,7’.’,.

* Definindo posto e nulidade:

O Posto(T) = dim Im(T). Como T'vg41, ..., 10, geram a imagem de T(V), logo o posto(T)=n - (k+1) +1 =n-k.

A nulidade (T) = dim Ker(T). Como {1, g, ..., Ug } € uma base do Ker(T), logo a Nulidade (T)=k - 1 + 1=k

Como n = dim V, Nulidade(T)=k e Posto(T)=n-k, portanto Posto(T) + Nulidade(T) = dim(V).
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Funcionais lineares

Definicao
Definicdo
Uma fun¢do f : V' — K, onde V é um espaco vetorial sobre K, é chamada de funcional linear se, Yu,v € Ve
VA€ K:
flutv) = fu) + f(v)
f(dw) = Af(v)

Teorema (existéncia e unicidade)

Se V é um espago vetorial de dimensdo n e ow = {1, vg,...,V,} € uma base de V, entdo existe um tnico

funcional f, tal que f(2;) = A;,2=1,2,...,ne A, € K
Teorema (base dual)

Se V € um espaco vetorial, dimV =ne 8 = {Ul: Vg, ..., ’Un} € uma base de V, entdo existe uma Unica base
B ={f1, far- -, fu} de V*talque fi(v;) = dy;
Definicdo

B é chamada de base dual de (3
17* é chamado de espaco dual de V

Corolarios:
F=>"Flw)fi
v=>_ fi(v)v

Teoremas

Teorema (representagdo dos funcionais lineares)

Sejam V um espaco vetorial sobre K, dimV = n, com produto interno, ¢ f : V' — K um funcional linear.
Entdo existe um tnico vetor v, € V talque f(v) = (v, v,), Yo € V.

Demonstra-se ainda que v, = Z f (ei)ez—

Operador linear

Dizemos que T uma tranformacdo linear, 7" : I/ s /€ chamada operador linear de T sobre V.

Adjunto de um operador linear

Definicao
Definicdo
Seja V um espago vetorial. O operador adjunto, 7" : V' — V,de um determinado operador linear 7" : I/ — V¢
definido pela igualdade:
(T(u),v) = {u, T*(v)), Vu,veV
Demonstra-se que todo operador linear possui um e apenas um operador adjunto correspondente.
A partir da defini¢do, podemos obter as seguintes conseqiiéncias (prove!):
(S+T)y=8"+1"
(AT)* = XT*
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(SoT)y* =T*0S"

Proposigdo

Seja V um espago vetorial sobre K, dimV = n, com produto interno. Seja o@ = {617 €3,..., en} uma base
ortonormal de V. Entdo [17],, = (a;;),onde a;; = (T'(e;), €;)

Corolario

Seja V. um espago vetorial sobre K, dimV = m,com produto interno. Entdio, para qualquer base

o = {317 eg,y..., en} ortonormal de V, temos que a matriz [T*]a = ([T]a)t_

Operadores especiais
* Auto-adjunto ( T* = T")

*  Unitdrio ( 7* — 1)

e Normal ( T*7T = TT%*)

Operador auto-adjunto

Definicdo

T : V — Vé chamado de auto-adjunto se T* = T,
Uma matriz A € auto-adjunta se Zt = A.

* Se K = R, [T), ¢ chamada simétrica.

* Se K = C, [T, ¢ chamada hermitiana.

Os seguintes enunciados sio tteis na prova de teoremas do operador auto-adjunto:
Se (T'(u),v) = 0,Vu,v € V,entio T = (.
Se V é complexo e {T'(u),u) = 0,Vu € V,entio 7" = 0.

Prove:

* Se T =Te (T(u),u) =0,Yu € V,entio 7" = (.

* SejaT : V — V,com V complexo. Entdo T = T' <= (T'(v),v) € R.

Operador unitario

Definicdo

T : V — Vé chamado de unitdrio se 7* — 71

Uma matriz A ¢ unitdria se A% _ g-1

Prove:

¢ Téunitirio <> (T'(u), T'(v)) = {(u,v) (T preserva o produto interno)

* Téunitirio <= |T(u)| = |u| (T preserva a norma)
* T ¢ unitdrio . 77—1¢€ unitdrio
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Operador normal

Definicdo

T - VV — V€ chamado de normal se T[™* —= T*T.
Uma matriz A é normal se AA* = A*A

Prove:

* Todo operador auto-adjunto é normal

* Todo operador unitdrio € normal

E importante ressaltar, ainda, que existem operadores normais que ndo s@o unitdrios nem auto-adjuntos.

Subespaco invariante

Definicao
Definicdo
W, subespagco vetorial de V, € dito invariante sob o operador T : V' — V,se T(W) C W.

Dizemos também que W é T-invariante.

Exercicios

Prove:

* Se W ¢ T-invariante, entdo }7/-1 é T™*-invariante.

e Se W ¢ T-invariante e T € auto-adjunto, entdo W é T -invariante.

e Se W ¢ T-invariante e T € inversivel, entdo T(W) =W

¢ Se W é T-invariante e T € inversivel, entio W é T—l -invariante e J"~1 (W) = W.
» Se W ¢ T-invariante e T ¢ unitdrio, entdo W é "—1-invariante (ou 7J™*-invariante).

* Se W ¢é T-invariante e T ¢ unitario, entdo }/-L é T-invariante.

Notas

[1] Ver por exemplo no Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/input/?i=vectors+(2,4)+and+(3,+a003))



http://www.wolframalpha.com/input/?i=vectors+%282%2C4%29+and+%283%2C+%E2%88%923%29
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Polinomios

Algebra linear

Seja A, uma dlgebra linear sobre o corpo K, entdo A é um espaco vetorial com uma operagdo extra, que €
multiplicagcdo de vetores, que onde dois vetores u, v de A sdo levados ao vetor uv de A, que € o produto dos vetores u

e v. As propriedades desse produto so:
* multiplicacdo € associativa: u(vw) = (uv)w.
* multiplicagdo € distributiva em relac¢do a adi¢do: u(v + w) = uv + uw(a esquerda) e (u + v)w = uw + vw(a direita).

* multiplicacdo por escalar: k(uv) = (ku)v = u(kv).

Extensdes de uma algebra linear

e com elemento unidade: se existir um elemento i em A, tal que iu = ui = u, para todo u em A

e comutativa: se uv = vu para todo u,v em A

Algebra dos polinémios
Seja P[x] o espago dos polindomios finitos, gerados pelos vetores 1, x, 127 - ™, pata algum n inteiro qualquer.
P[x] é um polindmio sobre o corpo K.
* Definicédo da elemento de P[x].
© plz) =’ + et + .+ H 02" H 022 L =g+ T+ ...+ cpx™,onde

c, =0,k >n.
e grau de p(x) em P[x]:

* gr(p) = n.usando o p definido acima.
* coeficientes de p(x):

* Cp,C1, ..., €y 530 chamados os coeficientes do polindmio p(x).
e polinémio nulo:

* p(z) =0.

* polindmio nio-nulo:
* p(z) #0.

* polindmio unitdrio:

* Se gr(p) = n,e, = 1, entdo p(x) é unitrio.

Teoremas

Propriedade do Grau do produto de polindomios
Sejam p, q em P[x]-{0} sobre K. Entdo:

* pq é um polindmio néo-nulo.

* gr(pg)=gr(p)+er(q).

* se p,q sdo unitdrios, entdo pq € unitario.

* pq € polindmio constante <= pq s@o polindmios constantes.
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Ideais de polinomios

Lema

Sejam p,q em P[x]-{0} sobre K, onde gr(q) < gr(p). Logo existe r em P[x] tal que p-qr=0 ou gr(p-qr)<gr(p).

Formas canonicas elementares

Autovetores e autovalores

Definicdo

Seja V um espago vetorial sobre K, e seja T um operador linear sobre V. Um vetor ndo nulo wde V € dito um
autovetor (ou vector proprio) de T se existir um )\ € K tal que T(v) = dwv. Neste caso, ) é dito autovalor
(ou valor préprio) de T.

Um significado pratico:

* Os autovetores sdo vetores que, sob a agdo de um operador linear, resultam num vetor de mesma diregéo. Os

autovetores estdo sempre ligados ao operador linear, ou seja, cada operador linear admite um conjunto especifico

de autovetores.
* Para cada autovalor ) , podem existir varios autovetores w tais que T('u) = Av. Dizemos que esses sdo

autovetores associados ao autovalor ), . Havera infinitos autovetores associados a cada autovalor, exceto no
caso do corpo K ser um corpo finito.
Prove:

e Se v é um autovetor de T associado ao autovalor ) ,e g € K é um escalar ndo-nulo, entdo av também € um
autovetor associado a ), .

*+ Oconjunto Vy = {v € V|T'(v) = Av} é um subespaco vetorial de V (ele é chamado de autoespago). Note

que V), é o conjunto de todos os autovetores associados a ) unido ao vetor nulo.

T — X\ : um operador importante

O operador (T — M ) : V' — V, leva os autovetores no vetor nulo

Como (T'— AI)(v) = 0,Yv € V. Logo V), é o nicleo da transformagdo de 1" — X[ .

Teorema do operador 7" — \J

Seja T° — XJ um operador linear sobre V de dimensao finita e ), um valor caracteristico do operador T sobre V. O
operador 7 — )] € singular, se e somente se, det( 7° — X\J )=0.

Prova:

* Definindo uma matriz associada ao operador

O operador T" — )] € singular, ou seja, ndio € injetor. Existe uma matriz A = [T]ﬁ, (3 ¢é a base do operador T
sobre V. Assim tome Yo € V(T — AI)(v) = T(v) — M (v) = Av — M(v) = (A — A)(v). ou seja,
Yo € V,(T — M)(v) = (A — AT)(v).

* calculando a determinante sobre o polindmio
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Autovetores de uma matriz quadrada

Definicao

Um autovalor de uma matriz A,,,, é um escalar \ ¢ K tal que existe um vetor nio nulo v, com Ay = \u,
onde v € chamado de autovetor de A associado a ) .

251
Vg

Un

Polinémio caracteristico

Definicao

Seja A uma matriz quadrada de ordem m. O polinémio p(A} = det(A — AI)é chamado de polindmio
caracteristico de A.

Prove:

* Sejaa = {vy,...,U,} umabase de V, e vum autovetor de T associado ao autovalor ) . Entdo [v], é um

autovetor da matriz [T’],, associado ao autovalor ) de [1],,
* Se cve 3 sdo duas bases quaisquer de V, entdo o polindmio caracteristico de [T] o € 1gual ao polind6mio

caracteristico de [T] 4
Exemplo:

Operador diagonalizavel

Definicdo

Um operador T € dito diagonalizdvel se existir uma base ax = {w1,...,v,} de V tal que [T, ¢ uma matriz
diagonal.

Definicdo

Duas matrizes quadradas de mesma ordem, A e B, sdo ditas semelhantes se existir uma matriz P, de mesma ordem,
inversivel, talque B — p~1A4pP.

Definicdo

Uma matriz A,, é dita diagonalizdvel se A,, for semelhante a uma matriz diagonal D (ou seja, existe uma matriz P,

inversivel, talque [) — P~1 AP).

Prove:

e Seqx = {'Ul, e vn} sdo autovetores de T associados, respectivamente, aos autovetores 1, - . - ; Gn tais que
Ai # Ajse i # j,entdo awé LL

* Sejaa = {vq,...,V,} umabasede V. A matriz [T"],, é diagonal <= « ¢ uma base de V formada por

autovetores de T
e SeT é auto-adjunto e } é um autovalor de T, entdo \ € .

e SeT é auto-adjunto e V1, . . . , Unsdo autovetores de T associados aos autovalores €1, - . . ; On (distintos),
respectivamente, entdo v; L v;,se i # 7.

e Se T é unitdrio e ), é um autovalor de T, entio |)\| =1.

* Se ) é um autovalor de T e T é normal, entdo ), é autovalor de T™*.

* V), é T-invariante.

. V}‘J— é T* -invariante.

* SeTénormale ) é autovalor de T, entdo {71 é 7™*-invariante.
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¢ Se T é normal, entdo VAJ- ¢ T-invariante.

Produto interno

Em Algebra linear, chamamos de produto interno uma funcio de dois vetores que satisfaz determinados axiomas.

O produto escalar, comumente usado na geometria euclidiana, € um caso especial de produto interno.

Definicao
Seja 'V um espago vetorial sobre um corpo K. Em V, pode-se definir a func¢do binaria (-, ) VxV oK
(denominada produto interno), que satisfaz os seguintes axiomas:

(u,v) = (v, )

(u + v,w) = (u,w) + (v,w)

(A, v) = AMu, v)

Se v # 0, entdo {v,v) >0

em que u, v e w sio vetores de V, e A é um elemento de K.

A partir desses axiomas, é possivel provar as seguintes consequéncias:

(u,v —|-w) s (u, U) + (u,w)
(u, W) = Au,v)
Se y = 0. entdo (v, v) =0

Se (v,v) =0, entdo y =0

Exemplos

O produto escalar sobre o espago vetorial [R3satisfaz os axiomas do produto interno e € definido por:

{(z1,91,21), (T2, 92, 22)) = T1T2 + Y192 + 2122

Se fe g sdo duas fungdes continuas em um intervalo fechado, é possivel definir o produto interno:

(f.9) = [ F@)g() do

Vetores ortogonais
Diz-se que dois vetores u, v € V'sio ortogonais se (u,v) = 0.
Consequéncias (prove!):

Se (u,v) =0,Vv € V,entio ¢ = Q

Se (T'(u),v) = 0,Yu,v € V,entio T' = 0



http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=%C3%81lgebra_linear
http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Especial:Busca/produto_escalar
http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Especial:Busca/geometria_euclidiana
http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Especial:Busca/espa%C3%A7o_vetorial
http://pt.wikipedia.org/wiki/Special:Search/Corpo_(matem�tica)
http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Especial:Busca/fun%C3%A7%C3%A3o
http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Especial:Busca/produto_escalar
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Complemento ortogonal
Sejav € V,v # 0
Define-se o complemento ortogonal de v, 41 , como:
vt = {v}*+ = {u c V|{u,v) = 0}.
Consequéncias (prove!):
L € um subespaco vetorial de V
Seja Wum subespago vetorial de V, e a={vi,ve,...,v,} uma base de V.
vEWT «—= vevli=1...,n
(WJ‘)J‘ — W, W é subespaco de V.

Norma
Seja V um espago vetorial sobre o corpo K, com produto interno. Define-se a norma ou comprimento de um vetor
v € 1/ como sendo o niimero (,U’ ’U) , que indicamos por |fu| .
Consequéncias (prove!):
| =0<=v=0
Se v # 0, entdo |v| > 0
|Av| = |Al[v[,YA e Ko eV

Se {u,v) = 0, entdo |y + v|? = |u|?® + |v|*(Teorema de Pitigoras)

Projecao ortogonal

Projecao de um vetor v na direcao de um vetor u, em que u z 0
Define-se essa projecdo como sendo o vetor
(v, u)

{u, u)

proj,v =

Projecao de um vetor v sobre um subespaco vetorial W de V
Seja W = [uq, ug]. em que {u;, ug} é uma base ortogonal de W.

Projyv = proj,, v + proj,,v

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Dados u,v € V', entdo |{u,v)| < |u| - |v|

Desigualdade triangular
lu+v| < |u| + |v|,Vu,v eV

Base ortogonal e ortonormal

Uma base {vy, vy, ...,v,} deV éditaortonormal se (v;,v;) = 64 , em que
dif = 1,sei=j
i =0,sei#j
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A base € ortogonal se os vetores sdo ortogonais dois a dois.
v1.v2=0

Propriedade: n vetores ndo-nulos e ortogonais dois a dois, em um espaco de dimensdo n, sdo linearmente
independentes.

Processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Dada uma base {U17U2,---,Un} de V, podemos encontrar, a partir desta base, uma base ortogonal

{ul,u2, ceey ’U,n} de V.
i—1 4,
B i

k=1 (Uk, uk>

Distancia entre dois vetores

Define-se a distincia entre dois vetores quaisquer, u € v, como sendo d(fu,, 'u) = |'u, — 'U|

Uma fung¢do distancia tem as seguintes propriedades:
d(u,v) >0
du,v) =0 u=v
d(u,v) = d(v,u)
d(u,v) < d(u,w) + d(w,v)

Tais propriedades podem ser facilmente verificadas pela defini¢do de norma.

Melhor aproximacao de um vetor v de V por um vetor de W, subespaco
vetorial de V

Se d('u, u) < d(’u, u'),Vu’ € W, entdo u é o vetor de W que dd a aproximagdo mais adequada de v por um
vetor de W.
Demonstra-se que % = projwv
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Formas bilineares e quadraticas

Formas bilineares
Definicdo
Uma funcéo g do produto cartesiano IV x V' — K (onde V é um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo

K) é dita bilinear se, Vu,v,w € VA € K:

© glut+v,w) = gu,w) + gv,w)
« g(Au,v) = Ag(u,v)
© glu,v+w) = g(u,v)+ glv, w)
« gl(u, W) = Ag(u,v)

Matriz associada a uma forma bilinear

Sejam g : V X V' — K uma forma bilinear, e o« = {vy, vg, ..., v, } umabase de V. Sejam X e Y dois vetores

de V, sob a forma de matriz coluna:

1 N

Zg i
X = Y =17

Iy Yn
Entdo:

¢(X,Y) = XTAY.
onde A é a matriz associada a forma bilinear g.

A matriz A é dada por:

aj; -+ Qip

Qpn1 - Gnn

onde U,z-j = f(U,;, 'Uj)

Formas bilineares simétricas

Definicdo

Uma forma bilinear g : V' x V' — K ¢é dita simétrica se g(u,v) = g(v, u)

Proposicio: g : V x V — K é uma forma bilinear simétrica se, e somente se, a matriz associada a forma

bilinear € simétrica em qualquer base de V.

Formas quadraticas
Definicdo
Dada uma forma bilinear simétrica g : V' X V — K, dizemos que a fungdo f:V — K, definida por

f (v) = g(fu, u), ¢ a forma quadratica associada a forma bilinear g.

Note que:

© fluto) = fu) +29(u,v) + f(v)
© fOw) =M f(v)
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Férmulas de polarizacao

As férmulas de polarizacio permitem que, dada a forma quadrdtica f, se descubra a forma bilinear g que a originou.

Eis duas dessas férmulas:
 ge,v) = 3 (fluto) — flu—v)
 gu0) = 5 (Fluto) - ) — o)

Autovetores

Autovetores e autovalores

Definicdo

Seja V um espaco vetorial sobre K, e seja T um operador linear sobre V. Um vetor ndo nulo vde V é dito um
autovetor (ou vector proprio) de T se existir um )\ ¢ K tal que T('u) = Av. Neste caso, ) é dito autovalor
(ou valor proéprio) de T.

Um significado prético:

* Os autovetores sdo vetores que, sob a acdo de um operador linear, resultam num vetor de mesma direcdo. Os

autovetores estdo sempre ligados ao operador linear, ou seja, cada operador linear admite um conjunto especifico

de autovetores.
* Para cada autovalor ), , podem existir varios autovetores ¥ tais que T(y) = Awv . Dizemos que esses sdo

autovetores associados ao autovalor ), . Haverd infinitos autovetores associados a cada autovalor, exceto no
caso do corpo K ser um corpo finito.
Prove:

e Se v é um autovetor de T associado ao autovalor ) ,e g € K € um escalar ndo-nulo, entdo avtambém é um
autovetor associado a ) .

* Oconjunto V), = {y c V|T(’U) = )\v} € um subespaco vetorial de V (ele é chamado de autoespago). Note

que V), € o conjunto de todos os autovetores associados a ) unido ao vetor nulo.

Autovetores de uma matriz quadrada

Definicao

Um autovalor de uma matriz A,, ., é um escalar ) ¢ K tal que existe um vetor X, com AX = )X , onde X é
chamado de autovetor de A associado a ) .

x
Ty

T,
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Polindmio caracteristico
Definicao
Seja A uma matriz quadrada de ordem m. O polinomio p(A} = det(A — AI)é chamado de polindmio

caracteristico de A.
Prove:

* Sejay = {1)1, e Un} uma base de V, e v um autovetor de T associado ao autovalor ) . Entdo [U]a ¢ um

autovetor da matriz [7"], associado ao autovalor ) de [T,
* Se e [ sdo duas bases quaisquer de V, entdo o polindmio caracteristico de [T]a ¢é igual ao polindmio

caracteristico de [T 5.

Operador diagonalizavel

Definicao

Um operador T ¢ dito diagonalizdvel se existir uma base o = {w1,...,v,} de V tal que [T7], ¢ uma matriz
diagonal.

Definicdo

Duas matrizes quadradas de mesma ordem, A e B, sdo ditas semelhantes se existir uma matriz P, de mesma ordem,
inversivel, talque B — p~1AP.

Definicao

Uma matriz A,, € dita diagonalizdvel se A,, for semelhante a uma matriz diagonal D (ou seja, existe uma matriz P,

inversivel, talque [) — P~1 AP).

Prove:

e Seqyx = {'Ul, e vn} sdo autovetores de T associados, respectivamente, aos autovetores @1, . - . , Xn tais que
Ai # Xjse i # j,entdo v é LL

* Sejaa = {vy,...,V,} umabasede V. A matriz [T"],, é diagonal <=> « ¢ uma base de V formada por

autovetores de T
e SeT ¢ auto-adjunto e ) é um autovalorde T, entdo } € R .

e Se T é auto-adjunto e VU1, . . ., Unsio autovetores de T associados aos autovalores &1, . . . , Cy (distintos),
respectivamente, entdo v; L v;,se 7 # 7.

e Se T é unitério e )\ é um autovalor de T, entdo |)\| =1.

* Se ) é um autovalor de T e T é normal, entdo ), ¢ autovalor de T*.

V) é T-invariante.

. VAJ- é T* -invariante.

* SeTénormale ) é autovalor de T, entdo {71 é T™*-invariante.

¢ Se T é normal, entdo VAJ- ¢ T-invariante.
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Teoremas espectrais

E Esta pdgina é um esbogo de matemdtica. Ampliando-a vocé ajudard a melhorar o Wikilivros.

Os teoremas espectrais sio muito importantes na dlgebra Linear, pois garantem a existéncia de uma base
ortonormal de autovetores para alguns tipos de operadores. Como visto, isto implica que o operador € diagonalizavel,

o que facilita bastante os célculos.

Teorema espectral para operadores auto-adjuntos

Seja T : ¥V — V/um operador auto-adjunto e V um espaco vetorial complexo ou real de dimensdo n. Entdo existe

uma base ortonormal de V formada por autovetores de T.
Teorema espectral para operadores unitarios

Seja T+ V — Vum operador unitdrio ¢ V um espago vetorial complexo de dimensdo n. Entdo existe uma base

ortonormal de V formada por autovetores de T.

Estilo

Nesta pagina estardo indicadas as convencgdes adotadas neste wikilivro, no que diz respeito a sua formatacéo.

Recomenda-se a leitura do mesmo, por todos que pretendem contribuir com a melhoria desde texto.

Dicas
Observagdes

* Sempre que for dar uma dica ao leitor, utiliza a faixa acima. Isso oferece um destaque a sugestio que estiver
sendo dada.

» Esta faixa € criada usando a predefinicdo { {CaixaMsg} }.

Definicoes

Definicéo

Uma definicao pode ser entendida como o texto que explica de forma precisa o significado de um conceito.
Observagdes

¢ Geralmente um termo importante aparece pela primeira vez em uma definigfo.

* Devido a sua importancia, € bom destacar a defini¢do do restante do texto.

* No momento, a forma de destacar uma defini¢do neste wikilivro é a inclusdo da mesma dentro de uma regido com
bordas duplas, como no exemplo acima. Para isso, utiliza-se a predefini¢do { {Definic¢é&o}}.

* O conceito que estd sendo definido tem sido colocado em negrito, sendo que o texto da explicacéo tem sido

alinhado a esquerda.



http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Ficheiro:Nuvola_apps_edu_mathematics-p.svg
http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Wikilivros:Esbo%C3%A7o
http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Wikilivro
http://en.wikibooks.org/wiki/Predefini��es
http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Predefini%C3%A7%C3%A3o:CaixaMsg
http://pt.wikibooks.org/w/index.php?title=Predefini%C3%A7%C3%A3o:Defini%C3%A7%C3%A3o
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Exemplos
Observagoes

* Novamente, utiliza-se a predefini¢do { {CaixaMsg}} para posicionar uma faixa azul e uma imagem no lado
esquerdo do exemplo.

* Note que néo hd bordas em torno dos exemplos.

Propriedades
Teorema

Sempre que uma propriedade importante dos objetos tratados no texto precisa ser destacada, isto deve ser feito em

uma caixa como essa.
Observagdes

* Os principais tipos de propriedades a ser destacados sdo: teoremas, coroldrios e pequenos lemas.

» Para conseguir a formatagdo acima, utiliza-se a predefinicdo { {Teorema}}.

Indice remissivo

Nesta pagina estdo listados os conceitos abordados neste livro em ordem alfabética.

O nome de cada conceito possui um /ink para a pagina onde o mesmo ¢ definido. Outras ocorréncias importantes do
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