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PREFACIO i
A TERCEIRA EDICAO

Este livro teve como origem o texto de um curso de Algebra Linear,
oferecido para alunos de Engenharia, Fisica, Matemitica, Estatistica e Computagio
da Universidade Estadual de Campinas. O programa foi estabelecido tendo em vista
que seria o tinico curso de Algebra Linear que a maioria dos alunos receberia.

Por isso, procuramos englobar os assuntos que seriam indispensdveis aos cursos que
estes alunos seguissem posteriormente. Ele foi ministrado numa disciplina de
segundo semestre que € seqiiéncia de um curso, também semestral, de Geometria
Analitica.

Os pré-requisitos para a leitura deste texto sio os tpicos de Matemitica,
normalmente vistos até o curso Colegial. A partir destes, introduzimos e
desenvolvemos razoavelmente os conceitos basicos de Algebra Linear, procurando
sempre indicar aos alunos as fontes s quais eles podem recorrer para aprofundar
seus conhecimentos.

Alunos que cursam pela primeira vez esta disciplina, freqiientemente
julgam-na muito abstrata e nio véem como podem utilizar os conceitos basicos.

E, normalmente, muitos cursos terminam sem que se mostre aos alunos uma
aplicagdo concreta de tudo o que aprenderam.

Procuramos, entdo, dar aos topicos uma abordagem com dois objetivos:

1. Conseguir uma exposi¢io da matéria, de tal forma que a énfase seja
colocada no uso dos conceitos. Neste sentido, optamos por uma exposi¢do em
que estes sejam introduzidos, na medida do possivel, dentro de um contexto
onde surja a necessidade de sua apresentagio. Algumas demonstragdes sdo propostas
na forma de exercicios, o que permite uma maior fluéncia do texto e possibilita
ao aluno desenvolvé-las dentro do seu raciocinio légico.

<. Encaminhar os conceitos para a solugdo de problemas nos quais os alunos
ja tenham sentido dificuldade. Desta forma, ¢ conveniente fixar qualquer um dos
capitulos (Cap. 11: Classificagio de Cénicas e Quddricas; Cap. 12: Resolugio de
Sistemas de Equagdes Diferenciais; Cap. 13: Processos Iterativos, Cap. 14: Conjuntos
Convexos e Programagio Linear), como chave, ou seja, um capitulo que englobe
os diversos conceitos apresentados no livro. Na busca das solugGes para os
problemas que colocamos nestes capitulos recorremos 4 maioria dos conceitos
incorporados em um curso tradicional de Algebra Linear (nocdes de espago
vetorial, autovalores e autovetores, diagonalizago de operadores), de modo que
os alunos possam perceber a inter-relagdo entre eles e a aplicagdo conjunta
dos mesmos.



Dentro desta perspectiva, poderiamos sugerir algumas seqliéncias para
o desenvolvimento de um curso de Algebra Linear:

1. Capitulos 1a11;

2. Capitulos 1 a 8¢ 12;

3. Capitulos 1 a 8e 13;

4. Capitulos 12 8e 14.

Uma outra sugestio é a de que o conteddo deste livro seja desenvolvido,
como ja vem sendo feito, em disciplinas que integrem os tradicionais cursos de
Cilculo, Algebra Linear e Equagdes Diferenciais.

Quanto aos aspectos diddticos, gostariamos de ressaltar que os exercicios
sdo importantes inclusive como extensdo de cada capitulo. O conteudo foi
elaborado de modo a se enquadrar em diversos programas, podendo-se deixar
de estudar as seqOes assinaladas com asterisco sem prejuizo do entendimento dos
topicos abordados. Por exemplo, se¢es como Cadeia de Markov (se¢do 1.5)

e Ajuste de Curvas (8.8), que sdo topicos especiais, podem ou nao ser incluidas
de acordo com o interesse de cada aluno, grupo ou classe.

Nesta terceira edigdo, a antiga seqdo 4.9 foi ampliada e transformada no
atual Capitulo 14: Conjuntos Convexos e Programagao Linear. A relativa
simplicidade deste assunto e seu grande nimero de aplicagbes praticas sao
responsdveis por sua difusdo e interesse nos iltimos anos. Anexamos a este novo
capitulo uma se¢do de autoria do Prof. Antonio Carlos Moretti, que descreve
o algoritmo do método simplex para programagao linear ¢ indica as etapas para
a programagdo por microcomputadores deste método.

A nossa experiéncia, assim como a de outros professores, tem mostrado
que o nicleo de um curso introdutdrio de Algebra Linear e, portanto, o deste
livro, corresponde i matéria exposta nos Capitulos de 1 a 8, podendo ser
excluidas as se¢des 7.2 a 7.4, dependendo dos objetivos a atingir.
Recomendamos especial atengdo aos capitulos introdutérios, principalmente
a0 que trata de Sistemnas Lineares, e que fomecero a base técnica indispensavel
para a boa compreensdo dos demais capitulos, além de conterem em si métodos
fundamentais aplicéveis a muitas situagBes. Acreditamos que as se¢Oes e capitulos
alternativos permitam op¢Ges para trabathar com os conceitos de Algebra Linear
em diferentes dreas.

Queremos agradecer a todas as pessoas que leram e utilizaram o livro,
enviando sugestdes, € de modo especial aos professores Antonio Carlos Gilli Martins
e Jodo Frederico C. A. Meyer.

Os Autores

MATRIZES

1.1 INTRODUGAO

Nesta segdo, apresentamos os conceitos bésicos sobre matrizes. Estes conceitos
aparecem naturalmente na resolu¢do de muitos tipos de problemas e sio essen-
ciais, ndo apenas porque eles “ordenam e simplificam” o problema, mas tam-
bém porque fornecem novos métodos de resolugfo.

Chamames de marriz uma tabela de elementos dispostos em linhas e co-
lunas. Por exemplo, ao recolhermos os dados referentes a altura, peso e idade
de um grupo de quatro pessoas, podemos dispd-los na tabela:

Altura {m) Peso (kg) Idade {anos)
Pessoa 1 1,70 70 23
Pessca 2 1,75 60 45
Pessoa 3 1,60 52 25
Pessoa 4 1,81 72 30
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Ao abstrairmos os significados das linhas e colunas, temos a matriz:

1,70 70 23

1,75 60 45
1,60 52 25
181 72 30

Observe que em um problema em que o nimero de varidveis e de observagdes é
muito grande, essa disposigo ordenada dos dados em forma de matriz torna-se abso-
lutamente indispensdvel.

Outros exemplos de matrizes sdo:

2x -1
2 3 3 0o 1] (1]
o X

Os elementos de uma matriz podem ser ntmeros (reais ou complexos), fun¢bes,
ou ainda outras matrizes.
Representaremos uma matriz de m linhas ¢ n colunas por:

dn a2 - dyp
a2 22 w 2p

Amxn = : : : = [afj]mxn
Imr dm2 - 9mn

Usaremos sempre letras maidsculas para denotar matrizes, e quando quisermos
especificar a ordem de uma matriz A (isto é, o nimero de linhas e colunas),

escreveremos A, x,. Também sdo utilizadas outras notagdes para matriz, além
de colchetes, como parénteses ou duas barras. Por exemplo:

2 -1 2 -1
0 4 0 4
Nao obstante, neste livro as matrizes aparecerdo sempre entre colchetes.

Para localizar um elemento de uma matriz, dizemos a linha e a coluna
(nesta ordem) em que ele estd. Por exemplo, na matriz.

1 0o -4
A2X3=|:4 -3 2:|

o elemento que estd na primeira linha e terceira coluna é -4, isto é, 2,3= -4,
Ainda neste exemplo, temos g, = 1. a2 = 0, a2 = 4. a5 = -3¢ a3 = 2.

Matrizes 3

1.1.1 Definigio: Duas matrizes Apmxpn = [lmxn € Brxs = [bijlrxs sd0
iguais, A = B, se elas tém o mesmo numero de linhas (m = r) e colunas (n =
= 5), e todos os seus elementos correspondentes sdo iguais (¢ = by).

E lo: n
xempio 33 1 logl| _ |9 sn9" O
2 22 5 T2 4 5

1.2 TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES

Ao trabalhar com matrizes, observamos que existem algumas que, seja pela
quantidade de linhas ou colunas, ou ainda, pela natureza de seus elementos,
tém propriedades que as diferenciam de uma matriz qualguer. Além disso, estes
tipos de matrizes aparecemn freqiientemente na prdtica e, por isso, recebem no-
mes especiais.

Consideremos uma matriz com m linhas e n colunas que denotamos por

Amxp:

1.2.1 Matriz Quadrada ¢ aquela cujo nimero de linhas € igual ao namero
de colunas (m = n).

Exemplos:
1 -2 0
3 0 1 e [8]
4 5 6

No caso de matrizes quadradas A, x,,, costumamos dizer que A é uma matriz
de ordem m.

1.2.2 Matriz Nula ¢ aquela em que @y = O, para todo f e J.

0 o
A2X2=[0 OjI e Byxs =

1.2.3 Matriz-Coluna é aquela que possui uma unica coluna (n = 1).

Exemplos:

e

I
[ = e
oo o
cCoOo
o O o
<

Exemplos:

Analogamente, temos:
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1.2.4 Matriz-Linha é aquela onde m = 1,
Exemplos: 3 0 -1] e [0 0]

1.2,6 Matriz Diagonal ¢ uma matriz quadrada (m = 1) onde ay = 0, para
i # j, isto &, os elementos que ndo estdo na “‘diagonal” sio nulos.

Exemplos:
3 0 0 0
7 0 0
o1 olé® 0 3 0 0
0 0 -1 0 0 3 0
0o 0 0 3

Um exemplo importante de matriz diagonal vem a seguir.

1.2.6 Matriz Identidade Quadrada ¢ aquela em quea;; =1 ¢ a; =0, para

it
1 0 0
13=010e12=(‘)‘1’
0 0 1

Exemplos:
1.2.7 Matriz Triangular Superior ¢ uma matriz quadrada onde todos os
elementos abaixo da diagonal sio nulos, isto é, m = n e a; = 0, para i > .

2 1 0
0 -1 4 |e [g bJ
0 0 3 ¢

1.2.8 Matriz Triangular inferior ¢ aquela em que m = n e g;; = 0, para
i <j

Exemplos:

Exemplos:
2 0 0
1 -1 0 0 > 00
1 2 2 ol¢ 7 0 0
1 0 5 4 2 b3

Matrizes

1.2,9 Matriz Simétrica ¢ aquela onde m = n ¢ g = a5

Exemplos:
b ¢ d
4 3 -1 a
3 2 ofe|P ¢ f 8
10 5 ¢ f h i
d g i k

Observe que, no caso de uma matriz simétrica, a parte superior ¢ uma “‘refle-
xd0” da parte inferior, em relagio 4 diagonal.

1.3 OPERAGOES COM MATRIZES

Ao utilizar matrizes, surge naturalmente a necessidade de efetuarmos certas ope-
ragoes, Por exemplo, consideremos as tabelas, que descrevern a produgao de graos
em dois anos consecutivos,

Producio de grios {em milhares de toneladas) durante o primeiro ano

5

soja feijdo arroz milho
Regido A 3000 200 400 600
Regido B 700 350 700 100
Regido C 1000 100 500 800

Produgio de grios {em milhares de toneladas) durante o segundo ano

soja feijao Aoz milho
Regido A 5000 50 200 0
Regiao B 2000 100 300 300
Regido C 2000 100 600 600

Se quisermos montar uma tabela que dé a produgdo por produto e por regido
nos dois anos conjuntamente, teremos que somar os elementos corresponden-

tes das duas tabelas anteriores:
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3000 200 400 600 5000 50 200 0 8000 250 600 600
700 350 700 100 |+}2000 100 300 300|=|2700 450 1000 400
1000 100 500 800 2000 100 600 600 3000 200 1100 1400

Ou seja:

Produciio de grdos (em milhares de toneladas} durante os dois anos

soja feijao arroz milho
Regiao A 8000 250 600 600
Regido B 2700 450 1000 400
Regiao C 3000 200 1100 1400

Podemos considerar agora a seguinte situago. Existem muitos incentivos
para se incrementar a producdo, condigdes clim4ticas favordveis etc., de tal
forma que a previsio para a safra do terceiro ano serd o triplo da produgfo do
primeiro. Assim, a matriz de estimativa de produgdo deste tltimo serd:

soja  feijao arroz milho
3000 200 400 600 9000 600 1200 1800 | Regiio A
3. 700 350 700 100 ] = | 2100 1050 2100 300 { Regido B
1000 100 500 800 3000 300 1500 2400} Regido C

Acabamos de efetuar, neste exemplo, duas operagdes com matrizes: soma e
multiplicagdo por um ndmero, que serdo definidas formalmente, a seguir.

1.3.1 Adigio: A soma de duas matrizes de mesma ordem, Ay x, =
= [ai] € Bpyxp = [byl, é uma matriz m x n, que denotaremos A + B, cujos
elementos sdo somas dos elementos correspondentes de A ¢ B. Isto &,

A+B= [a,v,- + bl'j]mxn

1 -1 0 4 1 3
4 O|+|-2 S5i{=12 35
2 5 1 0 3 5

Observe que, pela forma com que foi definida, a adigdo de matrizes tem as
mesmas propriedades que a adigdo de mimeros reais.

Exemplo:

Matrizes 7

Propriedades: Dadas as matrizes A, B ¢ C de mesma ordem m X n, temos:
i) A+ B=B+ A (comutatividade)
i) A+ (B +C)=(A+ B)+ C (associatividade)
iii) A+ 0= A, onde 0 denota a matriz nula m x n.
Podera ser usada a notag@o 0, x , para a matriz nula, quando houver perigo de
confusio com o nimero zero.
A operagio que definiremos a seguir € a multiplicagio de vma matriz
por um nimero (real ou complexo), também chamada multiplicagdo por esca-
lar.

1.3.2 Multiplicagdo por Escalar: Seja A = [a,-]-]mx,, e k¥ um nimero, entio
definimos uma nova matriz

k- A = [kagilmxn

[ 8]-[3 %

Propriedades: Dadas matrizes A ¢ B de mesma ordem m x n ¢ nimeros k.k e
k4, temos:
i) (A +B)=kA+ kB
i) (ki + kDA = kA + A
iify 0- A = 0, isto é, se multiplicarmos o nimero zero por qualquer matriz
A teremos a matriz nula.
iv) ki(kaA) = (kyka)A
As vezes, é conveniente considerarmos as linhas de uma dada matriz como
colunas de uma nova matriz.

Exemplo:

1.3.3 Transposicdo: Dada uma matriz A = ¢} x5, podemos obter uma
outra matriz A" = [bfly x m, cujas linhas sdo as colunas de A, isto &, by =ay.
A’ é denominada fransposta de A.

1.3.4 Exemplos
Exemplo 1.

2 1
' 2 0 -1
= IX2

1 4
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Exemplo 2:
_ |3 e[ 3
B'[3 2} B‘[3 2}
Exemplo 3:
1 '
[2} = [1 2]
Propriedades:

/) Uma matriz é simétrica se, e somente se ela € igual 4 sua transposta, isto
¢, se, e somente se A = A’ (Observe a matriz B acima.)
iiy A" = A. Isto é, a transposta da transposta de uma matriz é ela mesma.
i) (A + B) = A" + B'. Em palavras, a transposta de uma soma € igual & so-
ma das transpostas.
vy (kA)Y = kA', onde k é qualquer escalar,

Antes de definir uma outra operacdo, a multiplicagio de matrizes, veja-
mos um exemple do que pode ocorrer na pritica.

Suponhamos que a seguinte matriz. fornega as quantidades das vitaminas
A, B ¢ C obtidas em cada unidade dos alimentos I e II.

A B C

Alimento 1 [4 3 0
Alimento II |5 0 1

S¢ ingerirmos 5 unidades do alimento I e 2 unidades do alimento II, quanto
consumiremos de cada tipo de vitarnina?

Podemos representar o consumo dos alimentos I e 1l (nesta ordem) pela
matriz “‘consumo’:

[5 2]

A operagdo que vai nos fornecer a quantidade ingerida de cada vitamina ¢ o

“produto”;
4 3 0
*
CEECEE M

=|5+4+2.5 5.342.0 5.0+2.1]
={30 15 2]

Isto ¢, serfo ingeridas 30 unidades de vitamina A, 15 de B ¢ 2 de C.

Matrizes 9

Outro problema que poderemos considerar em relagio aos dados anteriores é
o seguinte:

Se o custo dos alimentos depender somente do seu contéudo vitaminico e
soubermos que os pregos por unidade de vitamina A, B ¢ C sdo, respectivamente,
1,5,3 e 5 u.c.p., quanto pagariamos pela porgdo de alimentos indicada anterior-

mente?

1,5
*" [30 15 2]-|3
5

=[30(1,5) +15(3) +2(5)]

=100}
Qu seja, pagariamos 100 u.c.p.

Observamos que nos “produtos” de matrizes efetuados em (*) e (**), cada
um dos elementos da matriz-resultado é obtido a partir de uma linha da primeira
inatriz e uma coluna da segunda. Além disso, com relagdo s ordens das matrizes en-

volvidas, temos:
Em (*) [ Jixz « [ laxs =[ lixs

Em (**) [ lixs * [ Lxi =1 lixa

O exemplo anterior esboga uma definigdo de multiplica¢do de matrizes A ¢ B,
quando A é uma matriz linha. Esta nogdo de produto pode ser estendida para o
caso mais geral, e os elementos da matriz-produto serao obtidos pela soma de produ-
tos dos elementos de uma linha da primeira matriz pelos elementos de uma coluna
da segunda matriz. Por exemplo,

Sejam
_| % 2 413
Azxz =
a3 G2 d23
by b
€ Bixz =|bn bn
b bn

A matriz-produto AB ¢ a matriz 2 X 2 definida como:

by b
AB = [311 LE}) ‘713] ) b:: b;

@y d23 23

by by
_ @y by +apby tazba ay by tanba t “13b32:‘
- @y by tanbn tanby ay bz tanbn * ay3b3x

Agora, passemos para a definigdo geral.



10 ALGEBRA LINEAR

1.3.5 Multiplicacdo de Matrizes: Sejam A = laylxn ¢ B = [Brslnxp-
Definimos AB = [cyybmx p

onde

n
Cyp = Z aukbkv = “ulblv + ..+ aunbnv
k=1

Observagdes:

i) S6 podemos efetuar o produto de duas matrizes A, x, ¢ Byxp se o ni-
* mero de colunas da primeira for igual ao nimero de linhas da segunda,
isto é, n = [. Além disso, a matrizresultado C = AB serd de ordem

mxp.

i) O elemento ¢; (i-<sima linha e j¢sima coluna da matriz-produto) ¢ obti-
do, multiplicando os elementos da i-ésima linha da primeira matriz pelos
elementos correspondentes ‘da j<¢sima coluna da segunda matriz, e soman-
do estes produtos.

1.3.6 Exemplos

Exemplo 1:
2 1 — 2:1+1:0 2-1)+1-4
4 2 [0 4] =|4.1+2.0 4-1)+2.4 =
5 3]sx2 X2 1 5.1 43.0 S5(-1)+3-4]3%;
2 2
=14 4
5 7
Exemplo 2:

2 1
[1 -1} i 5
0 4 2 X2 5 3 32

Nio é possivel efetuar esta multiplicagdo, porque o nimero de colunas da primeira
¢ diferente do nimero de linhas da segunda.

Exemplo 3:
1 0 0 6 1
-2 3 1o 6 1 19 12 -8
5 4 3 08 24k |12 62 -3
0 1]axz 38 -2axs

Matrizes 11

Propriedades:
i) Em geral AB % BA (podendo mesmo um dos membros estar definido e o
outro nio).
Exemplo:
(1 1 1 2 3
Sejam A =|-3 2 -1|eB=[2 4 6
| -2 1 0 1 2 3
[0 0 0 a1 6 -l
Entio AB=|0 0 0je BA=|-22 12 -2
(0 0 0 116 -l

Note, ainda, que AB = 0, sem que A=0ou B =0.
Desde que sejam possiveis as operagdes, as seguintes propriedades sdo vilidas:
iiy Al = IA = A (Isto justifica o nome da matriz identidade.)
i) A(B + C) = AB + AC (distributividade a esquerda da multiplica¢do, em re-
lagdo 4 soma)
i) (A + B)C = AC + BC (distributividade 2 direita da multiplicagdo, em
relagio 4 soma)
v} (AB)C = A(BC) (associatividade)
vi) (ABY = B'A’ (Observe a ordem!)
vii) 0-A=0eA-0=0

1.4 EXERCICIOS

1. Sejam

-1
1 2 3 2 0 1
A-[2 , _1},3_[3 0 ]],c_ 2 eD=[2 -1]

Encontre:

atA+B
B)A - C
B -C
4HC-D
e)D - A
)D-B
g -A

h) -D
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o oW

10.

11.

12.

13.

‘-2
2 = - A =
. 8e A = A - A entio 32

2 x2

'SejaA=[2x—l 0].SeA'=A,entiiox-—-

. Se A ¢é uma matriz simétrica, entio A - A’ =
Se A ¢ uma matriz triangular superior, entdo A’ ¢
Se A ¢ uma matriz diagonal, entdo A’ =

. Verdadeiro ou falso?
a) (-AY = -(A)

B)(A+B) =B +A

¢) Se AB = 0, entio A = 0 ou B = 0.

d) (k1 A) (k2B) = (kik2)AB

e) (-A) (-B) = - (AB)

P Se A ¢ B sio matrizes simétricas, entdo AB = BA.

g)Se A-B=0,entioB: A =0

h) Se podemos efetuar o produto A - A, entdo A é uma matriz quadrada.

1]?

_Se A ¢ uma matriz triangular superior, entdo A? ¢

112 3 ' 1 0]
x y _ ]
Ache x, y, z, w se [z w| [3 4] =15 .

—_—

1 -3 2 1 4 1 0_1 2 1 -1 =2
Dadas A =) 2 1 3|,B=|2 1 1leC=]3 2 -1 -1
4 -3 -1 ) 2 2 .5 -1 0

mostre que AB = AC. ,

Suponha que A # O e AB = AC onde A, B, C so matrizes tais que a multiplica-

¢do esteja definida.
a)B=C7
b) Se existir uma matriz Y, tal que YA = I, onde I é a matriz identidade, entdo

B=C?

Explique por que, em geral, (A + BY # A2 +2AB+B*e¢(A+B)(A-B)#
A? - B

2 .3 -5 -1 3 5 2 2 -4
Dadas A=|-1 4 5| B=]1 -3 5|eC=|-1 3 4],
| -3 4 -1 35 1 2 -3

14.

15.

16.
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a) Mostre que AB=BA=0,AC=AeCA=C
b) Use os resultados de (a) para mostrar que ACB = CBA, A? - B* -
= (A-B)(A+B) ¢ (Az By =A” +B,

Se A = [ i -:23], ache B, de modo que B? = A.
Um construtor tem contratos para construir 3 estilos de casa: moderno, medi-
terrineo e colonial. A quantidade de material empregada em cada tipo de casa é
dada pela matriz:

Ferro Madeira Vidro Tinta Tijolo
Moderno 5 20 16 7 17
Mediterraneo 7 i8 12 9 21
Colonial 6 25 8 5 13

(Qualquer semelhanga dos nGmeros com a realidade é mera coincidéncia.)

a) Se ele vai construir 5,7 ¢ 12 casas dos tipos moderno, mediterrineo e colonial,
respectivamente, quantas unidades de cada material serdo empregadas?

b) Suponha agora que os precos por unidade de ferro, madeira, vidro, tinta e ti-
jolo sejam, respectivamente, 15, 8, 5, 1 e 10 u.c.p. Qual é o prego unitirio
de cada tipo de casa?

¢} Qual o custo total do material empregado?

Uma rede de comunicagio tem cinco locais com transmissores de poténcias
distintas. Estabelecemos que g;; = 1, na matriz abaixo, significa que a
esta¢do { pode transmitir diretamente i estagdo j, a;; = O significa que a
transmissio da esta¢do i ndo alcanga a estagdo . Observe que a diagonal
principal & nula significando que uma estagio nfo transmite diretamente
para si mesma.

>

1]
IO o O - O'
Foe T e N S o, QY SN
P B U o S PP

1 1
1 ©
1 0
0 1
1 0]

Qual seria o significado da matriz A? = A « A?
5
Seja A? = [cj;]. Calculemos o elemento ca; = Z Aapdio = 0+0+1+0+0=1.
k=1
Note que a unica parcela ndo nula veio de a43+a3; = 1+ 1. Isto significa
que a estacio 4 transmite para a estagio 2 através de uma retransmissdo
pela estagdo 3, embora ndo exista uma transmissdo direta de 4 para 2.
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@) Calcule A?.

b) Quat o significado de cy3 = 27

¢) Discuta o significado dos termos nulos, iguais a 1 e maiores que 1 de
modo a justificar a afirmagdo: “A matriz A” representa o nimero de
caminhos disponiveis para se ir de uma estag3o a outra com uma (nica
retransmissao’’.

d) Qual o significado das matrizes A + A%, A% e A + A% + A*?

e) Se A fosse simétrica, o que significaria?

17. Existem trés marcas de automdveis disponiveis no mercado: o Jacaré, o
Piranha ¢ o Urubu. O termo a;; da matriz A abaixo € a probabilidade de
que um dono de carro da linha i mude para o carro da coluna /, quando
comprar um carre novo.

Para
J P 4]

Ji07 02 0,1
Pe P|03 05 02
Ulo4 04 0.2

Os termos da diagonal ddo a probabilidade a;; de se comprar um carro
novo da mesma marca.

A’ representa as probabilidades de se mudar de uma marca para outra
depois de duas compras. Vocé pode verificar isto a partir dos conceitos bisicos
de probabilidade (consulte 1.5) e produto de matrizes.

Calcule A? e interprete.

18. Tente descobrir outras situagdes concretas que possam ser analisadas de
modo similar ao de cada um dos problemas 15, 16 ¢ 17.

* 1.5 PROCESSOS ALEATORIOS: CADEIAS DE MARKOV

Muitos dos processos que OcOffem na natureza e na sociedade podem ser estu-
dados (pelo menos em primeira aproximagdo) como se o fenomeno estudado
passasse, a partir de um estado inicial, por uma seqiéncia de estados, onde a
transigio de um determinado estado para o seguinte ocorreria segundo uma
certa probabilidade. (Suporemos nesta secgio um conhecimento minimo sobre
probabilidades.) No caso em que esta probabilidade de transicdio depende ape-
nas do estado em que o fendmeno se encontra e do estado a seguir, o proces-
so serd chamado processo de Markov e uma seqiéncia de estados seguindo
este processo serd denominada uma cadeia de Markov. Evidentemente, ao se
supor tal restrigdo estaremos simplificando, talvez demasiadamente, uma vez
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que as probabilidades podem se modificar com o tempo. Mas, assim mesmo, a
informagdo que obtivermos com este modelo jd nos servird de auxilio para
uma previsio do comportamento de certos fenémenos.

Suponhamos, por exemplo, que, em uma determinada regido, observa-se
que se chover bastante durante um ano, a probabilidade de que chova bastante

no ano seguinte € %, e que a probabilidade de que faga seca ¢ de % . Ainda,
se houver seca em um ano, no ano seguinte a probabilidade de haver seca ou
chuva suficiente serd a mesma, ¢ igual a-lf . Suponhames também, para simplificar

(0 que nioc ocorre na pritica, embora possamos usar como recurso para ter um
indicador da situag¢do), que estas probabilidades ndo mudem com o decorrer do
tempo. Os estados possiveis para este processo sdo: chuva e seca,

Podemos ter, entdo, as seguintes seqiiéncias de acontecimentos (drvore de
probabilidades):

Assim, sabendo que no primeiro ano houve seca, a probabilidade de que

. 1 1.1 1 3
reeito ano € = + — F — + =— = =
chova bastante no terceiro a i T S

anos aumenta, as contas se tornam mais complicadas e, se estivermos interessa-
dos em previsGes a longo prazo sobre o clima da regido, temos que procurar
um outro procedimento. Isto pode ser feito se introduzirmos a nog¢do de matriz
das probabilidades de transicdo, e a de vetor de probabilidades, A matriz T das
probabilidades de transicio € obtida da tabela de probabilidades onde o elemen-
to na j-ésima linha e j-ésima coluna indica a probabilidade de transi¢do do j-ési-
mo para o i-<simo estado.

Conforme o namero de

12 ano 29 ano 32 ano. .,
1
1 3 C—_____,__,__.———'P'
e
4 C< R C — chuva
s § — seca
D
C 3 1
= 3 .
p((:.l) \ /C_.__‘_ﬂ_
s 1
_.__.______.__-——-.—
\L_S____‘_.’

1 e ——
/4/3,-70-____.__

1 c 2
i’ 2 A s T
s 1 S
\ -/?/‘y C —_— .
1 = . Bibliotecp
Figura 1.5.1. 2 Ciéncia &

Pel

\
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O vetor de probabilidades é a matriz

Bt =
B =

pt

p™

cuja primeira linha dd a probabilidade de que haja chuva no #-ésimo ano e a segunda
linha di a probabilidade de que haja seca no n-ésimo ano.
Analisando a drvore de probabilidades vemos que

@_ 1w, o
pL‘ = 4 pC + 2 pS
2y 3,1
by " =4 Pe '+ o Ps
1 1 1 1
0] |7 7| [pw] |7 7
Observamos que T - | "¢ | = ST | =
(1) 3 1 (1) 3 w1l m
ps - = ps =P +=p
4 2 4Pe 7 Ps
e portanto )
2 piV
pgz) pgl)

¢

O mesmo ocorre do segundo para o terceiro ano, deste para o quarto etc. Temos,

entdo, a seqiiéncia:

1 ano 2% ano

p((:l) sz) pgl)
ol =T L

pi) ps Ps

3%ane
pga) sz) . p£1)
P}s) pgz) pél)
n-§simo ano .
o PtV
pi" P

Matrizes 17

Portanto, o comportamento do clima desta regido a longo prazo (isto ¢, quando n
aumenta) poderd ser previsto se soubermos que os elementos das matrizes T",
n=1,2, ...seaproximam dos elementos de uma matriz fixa P pois, neste caso,

P —— p; e p™® — py quandon —— o

coIm

P _p P?)
P2 P;l)

(Tal previsdo é importante, pois se chegarmos, por exemplo, 4 conclusdo que
p{") - 1 quando n -+ oo, a longo prazo a regido se tornard um deserto.)

Se T" njo se aproxima de uma matriz P, entdo nio poderemos fazer ne-
nhuma previsdo a longo prazo, pois o processo se modificard bastante a cada
passo. Assim, um dos problemas que devemos resolver é quais sdo as condigGes
sobre a matriz T das probabilidades de transi¢io, para que suas poténcias s¢
aproximem de uma determinada matriz. Antes de resolver isto, porém, vamos
formalizar a situagdo anterior.

1.5.1 Definigio: Um processo aleatdrio de Markov é um processo que po-
de assumir estados a,, a,, ..., 4, de tal modo que a probabilidade de transi¢io
de I;m estado g; para um estado a; seja py (um ndmero que s6 depende de a;
e a;).

A matriz das probabilidades de transicao {matriz estocdstica) é dada por;

Pu P2 --- Dir

P Prn ... P
T =

Pn Prn .- Prmr

(Observe que py; = 0, e que a soma de cada coluna deve ser 1.)
G vetor de probabilidades é aquele cuja i-6sima linha dé a probabilidade
de ocorréncia do estado 4; ap6s n transaces:

pi"

M
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Seguindo o raciocinio do exemplo anterior vemos que, apOs n passos,

pi” PV
: =T .| :
" pih

1.5.2 Previstes a Longo Prazo: Para podermos fazer previsoes a longo

prazo, a matriz T deve cumprir certas condices. Assim, introduzimos a defini¢do

a seguir.

1.5.3 Defini¢do: Uma matriz das probabilidades de transi¢do € regular se
alguma de suas poténcias tem todos os elementos ndo nulos.
A importincia da matriz regular para as previsdes a longo prazo é dada

pelo teorema abaixo:

1.5.4 Teorema: S¢ a matriz T, x, das probabilidades de transigio ¢ regular,

entio:
i) As poténcias T" aproximam-se de uma matriz P, no sentido de que cada
elemento de T? aproxima-se do elemento correspondente em P.
if) Todas as colunas de P sdo iguais, sendo dadas por um vetor-coluna

T4
Vo=
Pr
comp, > 0,p2 20, .., pr > 0.
iii) Para qualquer vetor de probabilidades inicial

pit
Vl =

i

o vetor de probabilidades TV, aproxima-se de V (dado no item anterior).

i} O vetor V € o unico vetor que satisfaz V = TV.
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O que este teorema nos diz é que se a matriz das probabilidades de tran-
sigio ¢ regular, entdo é possivel fazer previsao a longo prazo e esta ndo depen-
de das probabilidades iniciais V,. Além disso, o item (fv) nos indicard como
achar as probabilidades depois de um longo praze. O processo utilizado para se
encontrar o vetor “final” de probabilidades, usando o item (jv), corresponde &
procura de autovetor associado ao autovalor um da matriz T, segundo as deno-
minagBes que veremos no Capitulo 6. Ndo faremos a prova deste teorema por-
que isto nos desviard demais de nossos objetivos.

1.6.6 Exemplos

Exemplo 1: No problema sobre previsio de clima que estivamos estudan-
do na introdugio,

B jw .':.|.—

é regular pois sua primeira poténcia, isto €, ela mesma, jé tem todos os elemen
tos estritamente positivos; e assim podemos concluir, usando o item (iv), que
quaisquer que sejam as probabilidades iniciais, as probabilidades a longo prazo
sio dadas por:

1 1
[pc] _ |4 2 Pe
Ps 3 1 Ps
4 2
1 1
{Pc=gpc+5ps
ou 3 )
Ps =% Pct3Ps

ou 2ps = 3pc 3
2ps = 3pc Ps =7 P

Como devemos ter p, + pg = 1 {que € a probabilidade total), temos p +%Pc =

=1 ou p, =< e, portanto, pg =% . Assim, a longo prazo a probabilidade de

Al

um ano de chuva é% , enquanto que a probabilidade de um ano de seca €3
(dentro das hip6teses simplificadoras), e portanto a regido tenderd a uma ligeira
aridez.
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) Exemplo 2. Suponhamos que em uma determinada regido, a cada ano
trés por ento da populagdo rural migra para as cidades, enquanto que apenas
um por cento da popula¢do urbana migra para o meio rural. Se todas as de-
mais condigbes permanecerem estdveis, as condigdes politicas ndo mudarem, e
estas porcentagens de migragio continuarem as mesmas, qual deve ser a relacdo
entre as populagdes urbana e rural desta regiso a longo prazo?

Como trés por cento da populagdo rural migra para o meio urbano, a
probabilidade de migra¢do do meio rural para o meio urbano é 0,03, enquanto

que a probabilidade de nio migragdo é 0,97. Como um por cento da populagdo

urbana migra para o meio rural a probabilidade de migragio do meio urbano
para o rural € 0,01 e a de ndo migra¢io ¢ 0,99. Denotando por U o meio ur-
bano ¢ por R o meijo rural, temos a matriz das probabilidades de transigdo:

| R U
R| 097 0,01
U|003 099

Como a matriz ¢ regular, a longo prazo as probabilidades pg, de viver no meio
rural, e pyy, de viver no meio urbano, devem satisfazer

0,97 0,01 PR PR

donde p;; = 3pp e, como devemos ter py; + pp = 1, temos Pr =025 ¢
Py = 0,75, Ou seja, a longo prazo, € se nfo houver modificagBes nas tendénci-

as de migragdo, teremos 25% da populagdo no meio rural ¢ 75% da populagio
no meic urbano.

Exemplo 3: Observa-se experimentalmente que, em condigdes naturais e
sem ser submetida 4 pesca industrial, a quantidade de uma certa espécie de
peixes varia da seguinte forma: se em um determinado ano a populagio dimi-
nuiu, a probabilidade de que diminua ainda mais no ano seguinte é de 0,6 e,
s¢ em um determinado ano a popula¢do aumenta, a probabilidade de que dimi-
nua no ano seguinte ¢ de apenas 0,3. Entretanto, observase que sendo subme-
tida a pesca industrial, quando a populago aumenta num determinado ano, a
probabilidade de que diminua no ano seguinte se altera para 0,5, enquanto que
se a populagdo diminui num ano, a probabilidade de que diminua no ano se-
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guinte continua sendo de 0,6. Deseja-se saber como, a longo prazo, a pesca in-
dustrial estard afetando os peixes dessa espécie, para ver se € necessirio diminuir
a intensidade de pesca ou se, ac contrdrio, é possivel aumentd-la.

Os estados deste processo sdo: diminuigdo da populagdo (D) e aumento
da populagdo (A). Entdo, sem haver pesca industrial, a matriz de probabilidades
de transi¢io é

|D A
D|06 03
A|04 07

Como € uma matriz regular, as probabilidades pp, da populagdo diminuir e py
da populagdo aumentar a longo prazo sdo dadas por
4

06 03], ] _[rp
04 07 P4 PA

que, sendo resolvida (lembrando que pp + pyg = 1), fornece pp :% epq =7 -

Portanto, como a probabilidade de a populagdo aumentar é maior, em condi-
¢Bes naturais, a espécie tem a sobrevivéncia razoavelmente garantida. Com a

pesca industrial, a matriz se altera para

| D A
D |06 05
A |04 05

Como é uma matriz regular, a longo prazo pp ¢ py sdo dadas por
0,6 05 ol _[pp
04 05] |pa| |pa

Assim, temos pp =—; epy = -g- Como a probabilidade de a populagdo dimi-

nuir & maior, se a espécie for submetida 4 pesca industrial, sua sobrevivéncia
serd ameacada e, portanto, a pesca deve ser diminuida.

Exemplo 4: Duas substdncias distintas estdo em contato e trocam fons de
sédio entre si. Sabe-se (por dedugdo tebrica, ou experimentagdo) que um ion
de sodio do meio (1) tem probabilidade 0,7 de passar ao meio (2), enquanto
que um fon de sédio que esteja no meio (2) tem probabilidade 0,1 de passar
ao meio (1). Colocando-se dois moles de sédio no meio (1), quais serdo as con-
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meio {1} meio (2)

\\\\\* _:

a\\\xﬂw

N

Figura 1.5.2

centragoes de sédio em cada um dos meios, apés um longo periodo de tempo?
Os estados deste processo s3o: o ion estd no meio (1) e o fon estd no
meio (2). A matriz de probabilidades de transicio €.
| meio (1) meio (2)
03 0,1
0,7 09

meio (1)

meio (2)

Sejam p, e p, as probabilidades de estar no meio (1) e (2), respectivamente.
Entdo, inicialmente, quando todo o sbdio foi colocado no meio (1), pit A
p( 1) = 0. Como a matriz de probabilidades € regular, a longo prazo as proba-
bilidades ndo dependem das probabilidades iniciais, ¢ devem satisfazer

03 0,1 el [ B
0’7 0!9 [Pz] - P‘z]

Resolvendo (lembrando sempre que p; + py = 1), temos p; === € P, =—;— .

oof—

Logo, as concentragdes finais em cada meio s80 — - 2 = 0,25 moles no meio

o

U)e%-2=l]5md%nomﬂo@)

1.5.6 Previsdes em Genética: Com pequenas modifica¢tes das idéias usadas
nos processos de Markov, podemos estudar vérios problemas genéticos. Sabemos
que o tipo mais simples de transmissio de heranga genética ¢ efetuado através
de pares de genes, os quais podem ser ambos dominantes, recessivos, ou um
dominante e outro recessivo. Chamemos ¢ o gene dominante e g o gene reces-
sivo. Um individuo serd chamado dominante se tiver genes GG, hibrido se tiver
genes Gg, ¢ recessivo, caso os genes sejam gg. Um. individuo herda os genes ao
acaso, um deles de seu pai e 0 outro de sua mde. Assim, nos virios tipos de
cruzamento, temos probabilidades distintas de transmissdo de heranga genética.
No caso de cruzamento de individuos dominantes teremos somente filhos de
gendtipos dominantes.
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GG com probabilidade 1
GG cruzado com GG — Gg com probabilidade 0

gg com probabilidade 0

No caso de cruzamento de individuos recessivos, teremos:

GG com probabilidade 0
gg cruzado com gg — Gg com probabilidade O
gg com probabilidade 1

No caso do cruzamento de um individuo dominante com um recessivo, temos:

GG com probabilidade 0
GG cruzado com gg —=Gg com probabilidade 1
gg¢ com probabilidade ¢

No caso do cruzamento de um individuo dominante com um hibrido, temos;

GG com probabilidade 0,5
GG cruzado com Gg — Gg com probabilidade 0,5
gg com probabilidade 0

No caso recessivo ¢ hibrido, temos:

GG com probabilidade 0
gg cruzado com Gg —= Gg com probabilidade 0,5
gg cam probabilidade 0,5

E finalmente, no caso de dois individuos hibridos, temos:

GG com probabilidade 0,25
Gg cruzado com Gg — Gg com probabilidade 0,5
= gg com probabilidade 0,25

Denotando por d, dominante, r, recessivo ¢ ki, hibrido, e os respectivos cruza-
mentos por d X d, d X r etc., colocando as probabilidades em colunas, pode-
mos montar a seguinte matriz T:

|dXd rXr dXr dXh rXh hXh
d| 1 0 0 0,5 0 0,25
h{ 0 0 1 0.5 0,5 0,5

ri 0 1 0 0 0,5 0,25

Biblioteca de
Ciéncia & Tecnof g
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Além disso, numa populagio numerosa composta por uma porcentagem
py? de individuos de caracteristicas dominantes, piY) de individuos hibridos e

p,(.l) de individuos de caracteristicas recessivas, a probabilidade de cruzamento

de genes de um individuo dominante com outro dominante ¢ p‘(i‘) . pé'). Se

quizermos calcular a probabilidade de um cruzamento onde um dos individuos
¢ dominante e o outro é hibrido, temos que somar pfj) . p},‘) (considerando
que o primeiro é dominante e o segundo € hibrido) a p},l) . pé’). Assim, a
probabilidade ¢ de 2p§') . p,(,'). Os outros casos seguem 0 mesmo raciocinio e
temos entdo:

Cruzamento Probabilidade
d X d pél) ) p‘(il)
rXor pfv . pttt
dxr 2pd” - pM
d X h 2050 pi

2 p1), Hi1)
r Xh D, p
h X h pi - piY

(Estamos supondo que a caracteristica genética analisada seja tal que ndo inter-
fira no cruzamento natural.)

Entdo, podemos ter as porcentagens de individuos dominantes, pg"), de
individuos hibridos, pf¥’, e de individuos recessivos, p¥, da segunda geragdo,
multiplicando as matrizes:

o)
p@] 11 00050 o025 oV - pY
P |=]0 01 05 05 03 2 - o
p®| o1 0 0 05 025 w3 pi?
20 - pp
p;ll) . p;'l)

Supondo que nio haja novo cruzamento de individuos da primeira gera-
¢do (o que, em geral, ocorre com populagdes de insetos etc.), uma vez obtidas
as porcentagens de individuos da segunda geragdo, podemos obter as porcenta-
gens da terceira geragdo, multiplicando novamente a matriz T pelos novos da-
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dos, e assim sucessivamente. Dessa forma, obtemos o perfil genético de qualquer
geragdo. Evidentemente, os cdlculos tornam-se demorados, mas podem ser feitos
facilmente, se usarmos calculadoras. Este tipo de andlise € muito simples (de-
mais talvez), mas é importante em muijtos campos, como em Agricultura, para
se ter uma idéia da propagacio da resisténcia genética a certos tipos de doenga,
da resisténcia de insetos a tipos de inseticidas etc.

Exemplo: Aplica-se um certo tipo de inseticida em uma plantagfo,
para se combater uma determinada espécie de insetos. Apds a aplicagdo verifi-
ca-se que, dos poucos insetos sobreviventes, 60% eram resistentes ac inseticida
e os outros 40% ndo o eram (e haviam sobrevivido por razdes casuais). Sabe-se
que o ciclo de vida desses insetos é de um ano ¢ que eles se cruzam apenas
uma vez em cada geragfo. Além disso, ficou comprovada que a resisténcia ao
inseticida é uma caracteristica dominante e que o inseticida ndo foi aplicado
novamente. Tendo estes dados em mente, perguntamos qual € a porcentagem
de insetos resistentes ao inseticida ap6s dois anos?

Como a resisténcia é uma caracteristica dominante, os insetos resistentes
podem ter gendtipo GG ou Gg na relagdo 1:2, e assim, 20% dos insetos resis-
tentes sdo dominantes e 40% sio hibridos. Temos, portanto, p&]) = 0,2, pﬁ,l) =
=04e pﬁl) = 0,4 e assim, a distribui¢io da porcentagem dos insetos apds um
ano é dada por

[ ©2) - 02 ]
» 04 - (04)
P |10 005 0035 5. (04)
g2 =0 0 1 05 05 05 |-]|202)-(04)
2(0.4) + (0.4)
P o 1 0 0 05 025 | 04) - 04) ]

ou seja, p¥) = 0,16, pf) = 048 e p{¥ = 0,36. Ap6s mais um ano, a distribui-
¢do de insetos serd dada por

[ ©16) (0.16) ]
- (0,36) (0,36)
Py L0 0 05 0 03015016 (036)
pPl=l0 0 1 05 05 05 2(0,16) (048)
o 2(0,36) (0.48)
Py 0 1 0 0 05 0,25 (048) (048) |

ou seja, p‘?) = 0.16, p}f) =048 e p}” = 0,36. Assim, apés dois anas, a por-

centagem dos insetos resistentes ao inseticida serd p§ + p§ = 0.16 + 048 =
= 0,64, ou seja, 64% da populagdo ¢ resistente. Dessa forma, se for necessaria
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uma nova aplicagdo de inseticida, ndo serd conveniente aplicar 0 mesmo tipo,
pois ele matard no médximo 36% do insetos.

Observe que a distribuigdo dos insetos quanto ao gendtipo GG, Gg ou gg
permaneceu a mesma na segunda e terceira geragdes. (py) = p,?) = 0,16
P2 = pf = 048 e p = pi¥ = 036)

Calcule as probabilidades para a quarta geragdo de insetos (depois de trés
anos). O resultado que vocé obteve ndo ¢ uma casualidade. Existe uma “lei ge-
nética” muito conhecida, que estabelece sob condigbes ideais que depois da se-
gunda geragdo, a distribui¢do entre os gendtipos permanece a MeSMA. Assim, se

partirmos de uma populagio onde a formagdo inicial ¢ dada por freqiiéncias
p&') = u, p},‘) =ve pﬁ‘) = w, temos:

Gendtipo | Geragdo iniciel | Gerages seguintes
GG u (u + % ¥
Gg v 2u +—;—)(w +%)
% w w+3)

Vocé pode mostrar esta relagdo através do produto de matrizes.

No “modelo genético” considerado neste pardgrafo, ¢ assumida uma situa-
¢do-padrio: nio existe migraco, os encontros 530 a0 acaso, ndo ocorrem muta-

¢des nem selegdo, os dois sexos aparecem sempre em quantidades iguais.
Esta relagdo de estabilidade genética aqui apresentada foi mostrada inde-
pendentemente, pelo matemdtico G. H. Hardy e o genético W. Weinberg em

1908.

» 1.6 EXERCICIOS

1. Suponha que um corretor da Bolsa de Valores faga um pedido para comprar

acdes na segunda-feira, como segue: 400 quotas de acdo A, 500 gquotas da
agdo B e 600 quotas da agdo C. As agbes A, B e C custam por quota
Cr$ 500,00, Cr$ 400,00 e Cr$ 250,00, respectivamente.

a) Encontre o custo total de agdes, usando multiplicagdo de matrizes.

Matrizes 27

b) Qual serd o ganho ou a perda quando as agBes forem vendidas seis meses
mais tarde se as acdes A, B e C custam Cr¥ 600,00, Cr$ 350,00 e
Cr$ 300,00 por guota, respectivamente?

. E observado que as probabilidades de um time de futebol ganhar, perder e

empatar uma partida depois de conseguir uma vitoria 55.017 Le respec-

5 1o
tivamente; e depois de ser derrotado sdo 13—0 ,13—0 € %, respectivamente; e
depois de empatar séo—;- ,—‘;'- e% , respectivamente. Se o time ndo melhorar

nem piorar, conseguird mais vitorias que derrotas a longo prazo?

. Numa pesquisa procura-se estabelecer uma correlagdo entre os niveis de esco-

laridade de pais e filhos. Estabelecendo as letras P para os que concluiram o
curso primdrio, § para o curso secunddrio e U para o curso universitirio, a
probabilidade de um filho pertencer a um destes grupos, dependendo do gru-
po em que o pai estd ¢ dada pela matriz

P 5 U
2 1
1 1 1
S13 37 3
12
UO33

Qual ¢ a probabilidade de um neto de um individuo que realizou o curso
secunddrio ser um universitdrio?

. Numa cidade industrial, os dados sobre a qualidade do ar sdo classificados

como satisfatério (8) e insatisfatério (I). Assuma que, se num dia € registrado
S, a probabilidade de se ter S no dia seguinte ¢ de %e que, uma vez regis-
trado [, tem—se% de probabilidade de ocorrer S no dia seguinte.

a) Qual é a probabilidade do quarto dia ser S, se o primeiro dia é I?
b} O que se pode dizer a longo prazo sobre a probabilidade de termos dias
Soul?

. Numa ilha maravilhosa verificou-se que a cor azul ocorre em borboletas de

gendtipo aa, e ndo ocorre em Ad ¢ A4, Suponha que a proporgao de bor-
boletas azuis seja% . Depois de algumas geragdes, qual serd a porcentagem

das borboletas ndo azuis, mas capazes de ter filhotes azuis?
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1.7 RESPOSTAS

1.7.1 Respostas de 1.4

2.x =1
4. Triangular inferior
6.9 V; )V, OF, &4V, oF, NF, g F; BV
8. Triangular superior
12. Porque em geral o produto de matrizes nao é comutativo.
15. a) (146 526 260 158 388]
492
b) | 528
465
c) Cr$ 11.736,00
6.a) [1 1 2 3 1]
0 2 2 2 2
1 0 2 1 t
c ¥ 0 2 0
0 0 1 0 1]
17. [059 028 03]
044 039 0,17
048 036 0,16

1.7.2 Respostas de 1.6

2. As probabilidades de ganhar, perder ou empatar, a longo prazo, sdo aproxi-

madamente iguais a 1/3, sendo a probabilidade de ganhar ligeiramente maior.

3. A probabilidade é 1/3.
4. a) 31125 . '
b) A longo prazo, a probabilidade de termos dias satisfatorios € 1/4 e de

termos dias insatisfatorios € 3/4.
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SISTEMAS DE EQUACOES
LINEARES

2.1 INTRODUGAO

Na natuieza, as coisas estfo senmipre mudando, se transformando, e o ser huma-
no, para garantir sua sobrevivéncia e melhorar sua existéncia, precisa conhecer

e dominar estes processos de mudanga. Um dos métodos encontrados para se
descrever estas transformagGes foi o de procurar nestas o0 que permanece cons-
tante durante a mudanga. Por exemplo, sabemos que o hidrogénio (H,) reage
com o oxigénio (O,) para produzir dgua (H,0). Mas, quanto de hidrogénio e
de oxigénio precisamos? Esta é uma mudanga que podemos descrever do seguin-
te modo: x moléculas de H, reagem com y moléculas de O, produzinde z mo-
léculas de H,0, ou esquematicamente:

xH, + yO, — zH,0.

O yue permanece constante nessa mudanga? Como os dtomos nao 20
modificados, o nimero de 4tomos de cada elemento no inicio da reagdo deve
ser igual ao namero de itomos desse mesmo elemento, no fim da reagdo. Assim,
para o hidrogénio devemos ter 2x = 2z, e para o oxigénio, 2y = Z. Portanto, as
as nossas incognitas x, y e z devem satisfazer as equagDes:

2x - 2z
2y - zZ

0
0
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Se conseguirmos descobrir quais $30 0s nimeros x, y, z que satisfazem simul-
taneamente estas relagSes, teremos aprendido um pouco mais sobre como se
comporta a natureza.

Este procedimento que consiste em identificarmos ¢ que permanece cons-
tante na mudanga, leva a um sistema de equagBes que precisa ser resolvido e,
em muitos casos, as equagdes envolvidas s3o lineares (como no exemplo ante-
rior da reagio de H, com O,). Evidentemente, vocé ji sabe um pouco como
resolver este tipo de sistema, mas quando o nimero de equagdes se torna muito
grande, ou temos menos equagdes do que incdgnitas (como no caso anterior),
podem surgir muitas dividas, até mesmo sobre a existéncia ou ndo de solugdo
para o sistema. '

Por outro lado, em sistemas que apresentam mais do que uma solugdo ¢
necessirio ter-se uma forma clara de se expressar todas elas. Por exemplo, no
sisterna anterior vocé pode encontrar duas solugBes distintas para (x, ¥, 2)
(faga isto!), mas s6 o terd resolvido se conseguir expressar o conjunto de todas
as solugdes. Por isso, nosso objetivo neste capitulo é estudar um método para
a resolugio de sistemas lineares em geral. A técnica que serd utilizada pode nio
ser a melhor no caso de sistemas muito simples, mas tem a vantagem de poder

ser aplicada sempre e ser facilmente mecanizada, E particularmente util em sis-
temas com grande nimero de incognitas onde o uso de calculadoras € ineviti-
vel. Em sfntese, este método consiste em substituir o sistema inicial por siste-
mas cada vez mais simples, sempre “equivalentes” ao original.

Comecemos com o seguinte exemplo. (Para efeito de visualizagdo, coloca-
remos a0 lado de cada sistema uma matriz a ele associada.)

X, tdx, 35 =1 (D) 1 4 3
(I) 2x1 + ng + 4X3 =4 (2) 2 5 4 4
-3, -2 =5 (3) 1 3 2 5

19 Passo: Eliminamos x; das equagbes (2) e (3). Para isto, multiplicamos a
equagdo (1) por -2 e somamos a equagao obtida com a equagdo (2), obtendo
uma nova equagdo (2'). Da mesma maneira produziremos a equagdo (3'), obti-
da ao multiplicarmos a equagdo (1) por -1, somando esta nova equagio & equa-
¢2o (3). Isto resulta no seguinte sistema:

X t4x, +3x;=1 (1) 1 4 3 1
(I dox; -3x;, -2x;3=2 (2) 0 -3 -2 2
x, - 7X2 -5x3 =4 (3') 0 -7 -5 4
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20 Passo: Tornamos o coeficiente de x; da equagdo (2') igual a 1. Para isto,
multiplicamos a equagdo (2") por ~1/3. O sistema resultante é:

X, t 4x2 + 3x3 =1 (]”) 1 4 3 1

2 _ 2 " 2 b)

(Ill) Ox, + x4 + 3 X3 = - 3 (2 ) 0 1 3 iy
Ox; ~ 7%y - 5x3 =4 3 0 -7 -5 4

30 Passo: Eliminamos x, das equagdes (1") e (3"). Para isto, multiplicamos a
equagio (2") por -4 e somamos a esta a equagdo (1"), obtendo (1"'). De ma-
neira andloga obtemos (3'), mult]pllcando a equagio (2") por 7 e somando a
esta nova equagio a equagdo (3").

1 11 Hr 1 11

¥t tgx=5 (17 (1 0 5 75

2 2 e 2 2

(IV) Ox; + x, + Tx;; = —"i' (2 ) 0 1 3 T3
1 2 re 1 2
0X1+OXZ—EX3=—? (3 ) 0 0 -? —T

49 Passo: Tornamos o coeficiente de x; na equagdo (3"} igual a 1. Para isto,
multiplicamos a equagdo (3"') por -3. Isto resulta no seguinte sistema:

1 11 j 1 11
x‘+0x2+'3'x:‘=“§‘ (lw) 1 0 '3“ T

2 2 j 2 2

(V) q0x + Xy + 5 X3 = -~ 2" 01 5 -5
Ox, + 0x, + x3=2 (37 0 0 1 2

59 Passo: Eliminamos x; das duas primeiras equagdes do sistema V. Multiplica-
mos a equagio (3") por -1/3 e somamos a esta nova equagdo a equagio (1%).
De modo andlogo, multiplicamos a equagdo (3%) por -2/3 e a esta nova equa-
¢do somamos a equagdo (27). Sistema resultante:

xl + OxI + OX3 = 3 1 O O 3
(IV) {Ox; + x; + 0x3=2-2 o 1 0 -2
Oxl + 0x2 + Xz = 2 0 0 1 2
ou ainda:
X, = 3
= -2 Riblioteca de
X3 = 2 Ciéncia & Tecnoggia

Pel
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Assim, cada sistema foi obtido a partir do sistema anterior, por “opera-
¢hes” que preservaram as igualdades, Por isto, cada terna (x;, X3, x3) que € so-
lugdo do sistema I, também serd solugio dos sistemnas seguintes. Deste modo,
uma vez encontradas as solugtes do sistema VI, as solugGes do sistema I, se
existirem devemn estar entre estas, isto é, toda solucdo do sistema I também é
solucdo do sistema VI

O ponto fundamental deste procedimento é que as etapas sio todas re-
versiveis. Por exemplo, partindo do sistema If podemos obter o sistema I, da
seguinte maneira: ,

(1} = (1}

2)=2--0Y+2)
3y = (1) +3")

(Com esta notagdo estamos querendo indicar que, por exemplo, a segunda linha
(2) do sistema 1 ¢ obtida multiplicando-se por dois a primeira linha (1") do sis-
tema I1 e somando-se a segunda linha (2') do sistema 11, isto &, (2) =2 -
- (1 +(2))

De modo andlogo, vocé pode obter o sistema V a partir de VI, IV a par-
tir de V, LI a partir de 1V e 1l a partir de ill. Usando o mesmo argumento
anterior, podemos dizer que todz solugdo de VI rambém é solugao de f. A par-
tir das duas afirmacgdes destacadas acima concluimos que os sistemas I, II, III,
IV, V e VI tém as mesmas solugdes e, portanto, x; = 3, x; = -2 e X3 = 2,
que & a solugdo de VI, ¢ a nnica solugdo do sistema inicial 1. (Vocé pode ve-
rificar por substitui¢do direta, que esta € uma solugdo, mas apenas como ga-
rantia de que nio erramos nos cdlculos,)

Podemos afirmar que no exemplo anterior os sistemas I, 11, III, IV, V ¢
VI sdo equivalentes segundo a definicdo dada a seguir.

Observe que, no exemplo anterior, as Unicas operagdes que efetuamos
sfo dos seguintes tipos:

i) Multiplicar uma equagfo por um nimero diferente de zero.

if) Adicionar a equagdo a outra.

Existe ainda uma outra opera¢do que as vezes precisaremos efetuar neste

procedimento, e ela também ¢ reversivel.
iif) Permutar duas equagGes,

Por exemplo, no sistema:

x; + 3x3 = 5 (1)
Xy +30, + x3=2 (2)
2x, +dx, - X3 = (3)

|
—
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nosso primeiro passo seria permutar as equagbes (1} e (2), de modo a obter o
coeficiente de x, diferente de zero na primeira equagio.

Estas operaces num sistema produzem Sempre sistemas com rmesmo
conjunto-solugio, como vimos no exemplo anterior. Uma demonstragdo formal
deste fato, usando matrizes elementares, serd vista em 3.8.5. Agora iremos usar
matrizes para apresentar uma maneira organizada de resclver sistemas de equa-
¢oes, seguindo a idéia do exemplo anterior. Antes, porém, vamos formalizar
alguns conceitos.

2.2 SISTEMAS E MATRIZES

2.2.1 Conceitos
Um sistema de equag@es lineares com m equagdes e n incégnitas é um conjunto

de equagdes do tipo:

anXx; tapx, t.ootagxy = b
@y X, +apX, t . tdgXy = by

(+)
Xy T dppaXy + o0 T dgpXy = bm

com ¢jj, 1 £i<m, | <j<n nameros reais {ou complexos).
Uma solugio do sistema (*) é uma n-upla de nimeros (X, X2, «., Xn)
que satisfaga simultaneamente estas m equagdes.

Dois sistemas de equacOes lineares sdo equivalentes se, e somente se toda
solugao de qualquer um dos sistemas também €& solu¢do do outro.

2.2.2 Sistemas e Matrizes

Podemos escrever o sistema (#) numa forma matricial:

an 4 e i X1 by
a1 d; v d2p X2 by
2y Ema vas Amp Xn bm

ou A - X =B onde
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é a matriz dos coeficientes,

X1

Xn

a matriz das incognitas e

a matriz dos termos independentes.
Uma outra matriz que podemos associar ao sistema &

a1 /27 we  @in bl
dm  dm2 . 9mn  bm

que chamamos matriz ampliada do sistema. Cada linha desta matriz é simples-
mente uma representagio abreviada da equagio correspondente no sistema.
Observe que no exemplo dado em 2.1, ao lado de cada sistemna, escrevemos sua

matriz ampliada. Assim, no sistema dado:
Xy +4x; +3x3 =1
2x, + sz + 4)-'3 =4
X - 3x, -2):3:5

temos a forma matricial

th
N

b

[ 5]

I
Lh g —

Em termos de matrizes ampliadas, na resolugdo do sistema, partimos de

1 4 3 1
2 5 4 4
P -3 -2 5
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¢ chegamos a

1 0 0 3
0 1 0 -2
0 0 1 2
que ¢ a matriz ampliada do sistema VI
Xy = 3
x2 X = -‘2
X3 = 2

através de operagOes equivalentes as efetuadas nas equagdes dos sistemas. Estas
que serio definidas a seguir sdo as operagGes elementares sobre as linhas de
uma matriz.

2.3 OPERAGOES ELEMENTARES
Sdo trés as operagDes elementares sobre as linhas de uma matriz.

i) Permuta das i-ésima e j-ésima linhas. (L; «— L))

Exemplo: Ly — L,

10 10
4 <|— |3 4
3 4 4 -1

i) Multiplicagio da i-ésima linha por um escalar ndo nulo k. (£; — kL)

Exemplo: L, —+ -3L,

1 4] 1 0
4 -1|—|-12 3
-3 4 -3 4

iif) Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima li-
nha. (L; — L; + kL;)

Exemplo: Ly — Ly + 2L,

1 0 1 0
4 -1|—1] 4 -1
-3 -1 4
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Se A e B sdo matrizes m X n, dizemos que B é linha equivalente a A e B
for obtida de A através de um numero finito de operagGes elementares sobre
as linhas de A. Notagdes: A—~B ou A ~ B.

Por exemplo,

1 0] 1 0
4 -1| é linha equivalente a } 0 1|, pois
-3 | 0 O
1 0] 1 0
- _ - -——
L_; ‘ll Ly > Ly -4l _g l Ly—>L3+3l,
1 0] 1 0 1 0
0 -1|——m=s|0 1|-—F— |0 1
- -1 [, 4 —
|_0 4 Lz Lz 0 4 L3—>13 4L2 0 0

J4 comentamos em 2.1 que as operagdes com linhas de um sistema pro-
duzem outro sistema equivalente ao inicial. Em termos de matrizes, podemos

enunciar este resultado como:

2.3.1 Teorema: Dois sistemas que possuem matrizes ampliadas equivalentes

30 equivalentes.

(A demonstragio deste teorema, usando-se matrizes elementares, estd em
38.5)

Como vimos, o processo utilizado para se resolver sistemas por “‘elimina-
¢do de incognitas” corresponde a passar a matriz ampliada do sistema inicial
para matrizes-linha equivalentes a esta, até que cheguemos a uma matriz conve-
niente que indique a splugio do sistema original. Vocé pode observar em 2.2
que a matriz final (associada ao sistema VI) tem uma forma especial. Ela ¢ um
exemplo do que chamaremos matriz-linha reduzida a forma escada. O método
que apresentamos aqui consiste em obter por linha-redugio estas matrizes, por
meio das quais chegamos 4 solugdo do sistema de uma forma explicita.

Um outro .método, conhecido como o Método de Gauss, reduz por linha-
-equivaléncia a matriz ampliada do sistema a uma matriz “triangular”. (Vocé te-
14 a oportunidade de resolver sistemas por este método, que é muito usado por
suas vantagens computacionais, no Exercicio 17 de 2.6, Nao perca!)
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2.4 FORMA ESCADA

2.4.1 Definigdo: Uma matriz m X n é linha reduzide d forma escada se

a) O primeiro elemento nio nulo de uma linha ndo nula é 1.

b) Cada coluna que contém o primeiro elemento nio nulo de alguma linha tem
todos os seus outros elementos iguais a zero.

¢) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas ndo nulas (isto ¢, daquelas
que possuem pelo menos um elemento ndo nulo).

d) Se as linhas 1, ..., r sdo as linhas nfo nulas, e se o primeiro elemento nio
nulo da linha i ocorre na coluna k;, entdo ky < ky < ... < k.

Esta dltima condi¢do impde a forma escada & matriz:

[ -

%

Figura 2.4.1
Isto é, o niimero de zeros precedendo o primeiro elementc nao nulo de
uma linha aumenta a cada linha, até que sobrem somente linhas nulas, se hou-

Ver.

2.4.2 Exemplos

L 0 0 0 =
Exemplo 1: o 1 -1 0 Nio ¢ a forma escada pois a segunda
o0 1 0 condi¢gdo ndo é satisfeita,
0 2 1 _
Exemplo 2: 1 o0 - Nio é a forma escada pois ndo satisfaz a
0 0 o primeira e a quarta condigBes.

o

—
L}

W

Nio satisfaz a primeira nem a

0 1
Exemplo 3: ¢ 0 0o 0 0 .
12 terceira condig@o.

6 1 -3 0 2 . .
Exemplo 4: 0o o0 0 1 2 E a forma escada. pois todas as
00 0 0 0 condigbes sdo satisfeitas.
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2.4.3 Teorema: Toda matriz Ay, 6 linha equivalente a uma Gnica ma-
triz-linha reduzida 4 forma escada.

Para a demonstragdo, veja a secgdo 2.7. Este teorema permite-nos definir
o0s conceitos abaixo que serfo telacionados a seguir com © namero real de equa-
¢Ges e 0 nimero de solugdes de um sistema,

2.4.4 Definigio: Dada uma matriz Ay, xp,, seja By xn 8 matriz-linha re-
duzida i forma escada linha equivalente a A. O posto de A, denotado por p, é
o numero de linhas nio nulas de B. A nulidade de A é o nidmero 1 - p.

Observamos que dada uma matriz A qualquer, para achar seu posto neces-
sitamos encontrar primeiro sua matriz-linha reduzida a forma escada, ¢ depois
contar suas linhas ndo nulas. Este numero € o posto de A. A nulidade é a di-
ferenga entre colunas de A e o posto.

2.4.5 Exemplos

Exemplo 1: Desejamos encontrar 0 posto e a nulidade de A, onde

1 2 1 0
A=]-1 0 3 3
i -2 1 1

Assim, efetuamos as seguintes operagBes com matrizes:

1 2 1 0 1 2 1 0 219
1 0 3 $5|—1lo 2 4 5/—J0 1 2 _g. s
2011 0 -4 0 1 o 4 0 1
1 0 0 -1
1 0 -3 -5 1 0 -3 -5 g
5 s 1
01 2 3|—jo 1 2 F|—fo 1 0 -5
0 0 11 1 , .
00 1 3 20 1 &

OpostodeAé3eanulidadedeAé4—3= 1.
Observagdo: Se interpretarmos a matriz A dada acima como sendo a matriz
ampliada de um sistema linear, teremos:
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X+ 2x; + X3 =
-x1+0x2+3x3—

X, - I + X,y

[
—_—n O

A matriz-linha reduzida 4 forma escada é linha equivalente & matriz A. Assim
X :]
o sistema que ela representa:

Xy

|~ 90| =

X2

X3

fl

o= o

¢ equivalente ao sistema inicial, possuindo a mesma solucio que este.

Exemplo 2: Desejamos encontrar o posto e a nulidade de B, onde

2 -t 3

1 4 2
B =

1 -5 1

4 16 8

Assim, efetuamos as seguintes operagOes matriciais:

2 -1 3 1 4 2 1 4
14 2| |2 -1 3| |0 9 -
1 =5 1 1 -5 1 0 9 |~
4 16 8 4 16 8 0 0

1 4 2 10{}

1

0 1 5|10 -;—

0 0 O

0 0 0 ggg

O posto de B é 2, e a nulidade é 1. Repare que a matriz

2 -1 3
Bl_[l 4 2}
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tem o mesmo posto e nulidade que B.
Reinterpretando as matrizes acima como sistemas de equagdes, diremos
que o sistema de quatro equagdes associado 4 matriz inicial:

2x - y=3
xt+ 4y =2
x - 5y=1
4x + 16y = 8

¢ equivalente ao sistema de duas equagdes:

14

+ 0y = —
x+0 B
e et
Y=3

associado 4 matriz-linha reduzida a forma escada. Este ¢ um caso de sistema
com equagles redundantes. A terceira e a quarta equagdes (que se tornam nu-
las no final do processo) podem ser desprezadas. Isto significa que o sistema
inicial é equivalente ao sistemna:

x - y=3
x + 4y

li
o8]

associado 3 matriz By.

Usamos dizer também que, neste caso, as duas primeiras equagdes 530
“independentes” ¢ que as demais 530 “dependentes” destas. Vocé vai se fami-
liarizar com estas denominagdes no Capitulo 4. Ainda segundo esta terminolo-
gia, denominamos posto de uma matriz ao nimero de linhas “independentes”
desta. Vocé pode observar que uma linha serd “dependente” de outras (isto &,
serd igual a zero no final do processo de redugdo) se ela puder ser escrita co-
mo soma de produtos destas outras linhas por constantes, Costumamos dizer
também que esta linha é uma combinagao linear das outras. Por exemplo, na
matriz B podemos dizer que a primeira ¢ a segunda linhas sio independentes,
enquanto que a terceira e a quarta s3o combinagdes lineares das duas primeiras
linhas.

Vocé viu assim que um posto da matriz ampliada de um sistema nos dd o
namero de equagdes independentes deste. Na proxima sec¢do veremos gue 0
posto também estd relacionado com © namero de solugGes de um sistema.
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25 SOLUCOES DE UM SISTEMA DE EQUAGCOES LINEARES

O objetivo desta secgdo ¢ estudar detalhadamente todas as situagSes que po-
dem ocorrer na resolugio de um sistema linear.

25.1 Se tivermos um sistema de uma eguagio € uma incdgnita

- ax =b
existirio trés possibilidades:

i) a # 0. Neste caso a equagio tem uma Unica solugdo
b

X =—
a

ify a=0eb=0. Entdo temos Ox
da equagdo.

0 e qualquer nimero real serd solugdo

ifi) a=0¢b+#0 Temos Ox = b. Nio existe solugdo para esta equagio.

Para analisar sistemas de duas equagBes e duas incognitas, vejamos alguns
exemplos.

2.5.2 Exemplos

Exemplo 1:

[}

2x; + x,
Xy - 3x,

5
6

n

Lembramos que o conjunto de pontos (x;, x;) € R X R, que satisfaz cada
equagio deste sistema, representa uma reta no plano. Para resolver este sistema
devemos ent3o encontrar os pontos comuns a estas duas retas.

\

/ X1
(3, -1)
/K

Figura 2.5.1

Deste modo, (3, -1) é a fnica solugio. A matriz ampliada do sistema ¢é

2 1 5
[1 -3 6:]‘ Transformando-a em matriz-linha reduzida a forma escada,
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obtemos \:[1) (1) :15] que & a matriz ampliada do sistema

Xy = 3
X23-1

. . L. - =3
equivalente a0 sistema inicial. O sistema tem uma fnica solugdo X, ; 3matriz
x, = -1, como foi analisado graficamente. Observamos que o posto da

3

. 1 0 ; iada
dos coeficientes do sistema reduzido |: 0 l:l e o da matriz amplia

1 0 3|,
[0 1 _l:le2.

Exemplo 2:
W+ X= 5

As duas retas que formam este sistema sdo coincidentes.

vz

\ x1

Figurs 2.5.2

Neste caso, vemos geometricamente que qualq1.1er ponto de urpa das r:etas é
solugdo deste sistema. A matriz ampliada do sistema e a matriz reduzida por

linhas A forma escada sdo:

1
2 1 sj\__> 1 5
6 3 15 0 0

Portanto, o sistema acima ¢ equivalente a0 sistema

© B

1 -
X, +?X2-

Oxl + Dx'l

1]

o e
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onde a segunda equagdo pode ser simplesmente “ignorada”, pois nio estabelece
nenhuma condigdo sobre x; ou x,. Ela é verdadeira para quaisquer nimeros x,
e x;. O conjunto de solugdes deste sistema serd dado, atribuindo-se valores

arbitrarios para a incognita x, e tomando x, = -52— - —;xz. Assim, para x; = A
temos:
5 1
Xp = — - —A
T2 772
X, = A

Atribuindo diversos valores para A, obtemos vérias solugdes para o sistema. Por

exemplo, para A = 0, temos x, = % ex;, = 0. Para A=1,temos x; =2 e

x; = 1 etc. Este sistema admite infinitas solugBes.

Observe que a matriz ampliada e também a matriz dos coeficientes do
sistema tém posto 1, pois, uma vez transformadas em matrizeslinha reduzidas
na forma escada, elas possuem uma linha ndo nula. A nulidade da matriz dos
coeficientes é 2 - 1 = 1 que & também chamada o grau de liberdade do siste-
ma, Isto quer dizer que o nossc sistema apresenta uma varidvel livre,

Exemplo 3:

2x, + x,

6x; + 3x, = 10

Geometricamente, temos duas retas no planc que nio possuemn nenhum ponto
em comur, pois sdo paralelas, e portanto este sistema ndo tem solugfo. Isto é
mostrado na Figura 2.5.3,

\*2
ASAY *1
Figura 2.5.3
A niatriz ampliada deste sistermna 2 ; 13 ¢ equivalente i matriz-linha re-
duzida 3 forma escada )
— L)
1 5 0
10 0 1]




44 ALGEBRA LINEAR

Portanto, o sistema inicial ¢ equivalente a

0
1

x, t %xz

Ox; + Ox,

i agdo,
Nio existe nenhum valor de x; ou x, capaz de satisfazer a segunda egue]ga;im
iy . v i
Assim, o sistema inicial ndo tem solugao. Dizemos que ele € incompatl
t

possivel). Vamos comparar a matriz de coeficientes ¢ a ampliada, reduzidas a
forma escada do sistema
i
- = 0
1 2 1€ 1 2
0 0 0 0 1

Observe que o posto da matriz dos coeficientes do sistema inicial é 1 € 0 pos-

to de sua matriz ampliada € 2.

. I "
2.5.3 Caso Geral: Consideremos um sistema de m equagdes lineares com

incognitas xy, ..., ¥n.

Xy tapxy toot dinke = b,

Ay X1 ¥ @paXa t o T @mnXn = bm

ici . §io numeros reais (ou complexos).
cujos coeficientes a; e t€Inios constantes b;

Esle sistema poderd ter

x; = Ky

i) uma tunica solugdo:

Xp = Kn

if) infinitas solugbes
iii) nenhuma solugdo.

imei i o si
No primeiro caso, dizemos que ‘ ' _ . pinad
No segundo caso, dizemos que © sistema € posszt_’el e mde’tepimmado, En
ceiro caso, dizemos que o sistema é zmpGSvael (mcompat;ve ). N

Consideremos a matriz ampliada do sistema anterior e tomemos Sua I

trizlinha reduzida a forma escada:

i
" 1

e

stema é possivel (compativel) e determinado.

iy

T g o e R T S ¢ T

T T
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Ao
00 . 0/lay

0 0o .. O

o o
Mmimx{n+1) | ¢ : Do
le
P _Imx(n+)
Procure entender e demonstrar (veja a secgdo 2.7) cada uma das afirma-

¢Oes do teorema abaixo. Leia com atengfio e volte aos exemplos dados em
2.5.2, se achar conveniente.

2.5.4 Teorema
i) Um sistema de m equagGes e n incognitas admite solugido se, e somente
s¢ 0 posto da matriz ampliada é igual ao posto da matriz dos coeficientes.
ii) Se as duas matrizes tém o mesmo posto p e p = n, a solugdo serd Gnica.

ii} 8e as duas matrizes tém o mesmo posto p e p < n, podemos escolher
n - p incognitas, € as outras p incognitas serdo dadas em fung¢do destas.

Para finalizarmos este assunto, convém ilustré-lo. Dizemos no caso #i que
o grau de liberdade do sistema é n - p.

Em cada exemplo, é dada a matriz-linha reduzida i forma escada da ma-
triz ampliada. Usamos a notagio

Po = posto da matriz dos coeficientes ¢

Ds = posto da matriz ampliada. Se p, = p, denotamos simplesmente por

2.5.5 Exemplos
Exemplo I.

o0 —
far B -
-0 O
1

%]

™

o

|

b'!:s

Il

W

m=3,n=3ep=3 Entdo, a solugio é finica e x; = 3, x, = -2 e X3 =2,

1 o 7 -10
0 1 5 -6

Exemplo 2:

Pc =Pa =
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m=72 n=23ep=2 Temos um grau de liberdade: x; = ~10 - Tx3 € X2 =
= -6 - SX3.

Exemplo 3.
1 0 7 -10
0 1 5 -6
0o 0 O 2

m=3n=3,p.=2c¢ep;=3. 0 sistema ¢ impossivel ¢, portanto, nio existe
solugdo.

Exemplo 4:

1 0 -10 -2 -10
o 1 7 1 4 Pe=Pg = 2
0 0 ¢ O 0

m=23.n=4ep= 2. Temos dois graus de liberdade: x, = -10 + 10x3 + 2x4
ex, =4 -"Tx3 - X4

2.6.6 Agora, depois de termos mostrado como ¢ possivel resolver sistemas

de equagDes lineares através de matrizes, pod_emos voltar_ao probler.na qtﬁle.ha-
viamos proposto no infcio do caprtulo, relativo 4 quantidade de hidrogénio ¢
oxigénio necessiria para se formar a dgua.
Sabemos que
xH; + yO; — zH,O
onde X, y, z devem satisfazer

2x -2z
2y - z

Hou
oo

A matriz ampliada, associada ao sistema é

2 0 -2 0
0o 2 -1 0

que, reduzida a forma escada, da
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ou seja, z é uma varidvel livre e, assimn, se tornarmos z = A, teremos

x- A=0
y-3A=0

z=X

ou X |
y =13

Z 1

Note o significado de termos um grau de liberdade na solugdo deste
sistema. Temos apenas estabelecida a proporgdo com que 0s elementos devem
entrar na reacio, e, para diferentes valores de A, teremos quantidades diferentes
de reagentes produzindo quantidades diferentes de igua. Por exemplo,
se A = 2, teremos 2H,; + O, - 2H,0
se A = 4, teremos 4H, + 20, -+ 4H,0

2.5.7 Exemplos

Exemplo 1. Resolver o sistema

x+2y+z+ t =0
x+3y-z+?;=0

A matriz associada ao sistema é

1 2 1 1 0
1 3 -1 2 0

que reduzida 3 forma escada fornece

1 0 5 -1 0

01 -2 1 0
Reinterpretando o sistema, vemos que 2 e ¢ sdo varidveis livres (grau de liber-
dade 2). Chamando z = A; e ¢ = A, obtemos:

=—5Rl+)\z
= 2R|—A1
:hl

2

_ N e R
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ou, na forma matricial A matriz associada ¢
$]

1
* "; 1 [1 § 1 ; ;:I que reduzida 3 forma escada torna-se
Yo_ -1 -
M [T Mo 1o 5 -1 :
t 0 1 0 P 12 1 2l Reinterpretando, vemos que z e ¢ sdo livres.
Observe que [- 5 2107 e [1 - 10 1Y sdo solugBes do sistema ob- Fazendo z = X, ¢ I = A3, obtemos
tidas da seguinte forma: a primeira, fazendo A, = 1 e A, =0, ¢ 2 segunda, o Skt A+ 3
A; = 0 e A, = 1. Elas sdo chamadas solucoes bdsicas do sistema porque geram P 2}\‘ ) ?\2 +2
todas as outras. Todo sistema homogéneo tem solugdo que pode ser escrita N LI
desta forma. Basta reduzir o sistema, observar as varidveis livres ¢ atribuir ‘- 7\'
valores 1 para uma delas e zero para as outras, obtendo as solugGes biésicas 2
(tantas quanto o grau de liberdade). A solugdo serd uma soma destas solugses x _5 1 3
multiplicadas por constantes. oul? |2 A ? 2 _(1) s ?)
Exemplo 2: Resolver o sistema z
¢ 0 1 0
x+3y+ z=0
2x+6y+22=0 Compare com o exemplo 1. O que vocé nota?
-x-3y- z=0 /
A matriz associada ¢ 1 3 1 0 2.6 EXERCICIOS
2 6 2 0
-1 -3 -1 0 1. Resolva o sistema de equagdes, escrevendo as matrizes ampliadas, associadas
que reduzida tornase (1 3 1 O . 205 NOVOS sistemas.
0 0 0 0 . 2x - y+3z=11
©c 000 4x -3y +2z= 0
Reinterpretando, vemos que y e z s3o varidveis livres. x+ yt+ z= 6
Fazendo y = Ay e 2 = Ay, temos 3x+ y+ z= 4

I
1
w
>
1
>
[ 5]
&

X
y =
¥4

. Descreva todas as possiveis matrizes 2 X 2, que estio na forma escada redu-
zida por linhas.

|
2z

. i i linhas.
As solugBes bdsicas sdo entdo: x = 3,y=1,z=0ex=-1,y=0,z =1 3. Reduza as matrizes 2 forma escada reduzida por linhas

Assim . 3 1 ot 2 3 4 ofo 2 2
_ + 2 -1 2 1 1 3
Y|t h AR I 3 1 2 3 3 -4 2
- N 2 -3 1
Exemplo 3: Resolver o sistema by |0 1 3 -2
- 21 -4 3
=1 12 3 2 -]

x+2y+tzt+ 1=
x+3y-z+t2

1l
w
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4. Calcul lidade d i ~
alcule o posto e a nulidade das matrizes da questio 3. 10. X, + 2%, - X3 + 3x4 = |

- i + =
5. Dado o sistema 3x + 5y 1 1. { x+ y+ z=4
2x +z =3 2x + Sy -2z2=13
5x+ y-z=0 g
escreva a matriz ampliada, associada ao sistemz e reduza-a 3 forma escada 12.f x+ y+ z=4
reduzida por linhas, para resolver o sistema original. It Sy o223

x+7y-Tz=135

6. Determine &, para que o sistema admita solugdo.
lB.{x—2y+32—0

~hx + 3y =2 2x+ Syt 62=0
5x -4y =0
Zx-y=k 14.’_x1+x2+x3+x4:0
x1+X2+X3—x4:4
7. Encontre todas as solugBes do sistema { X, + Xy - X3t Xz = -4
xl+3—t2+2Xg+3x4'—7x5=l4 _xl_x2+.x3+x4=2
2xl+6x2+ X3—ZX4+SXS='-2 r
X + 3x; - X4 + 2xg = -1 15. x+2y+32=0
2x+ p+3z=0
8. Explique por que a nulidade de uma matriz nunca é negativa. 3x+2yt+t z=0
9. Foram estudados trés tipos de alimentos. Fixada a mesma quantidade (1 g) 16, [3x + 2y -4z = 1
determinou-se que: x- y+ z=
i) O alimento I tem I unidade de vitamina A, 3 unidades de vitamina B ¢ § x- y-3=-3
4 unidades de vitamina C, 3x+3y-5z= 0
i} O alimento II tem 2, 3 e 5 unidades respectivamente, das vitaminas A, B Xt oyt o= 1
e C.
i) O alimento 11 tem 3 unidades de vitaminas A, 3 unidades de vitamina C
¢ nio contém vitamina B. 17. O método de Gauss para resolugdo de sistemas é um dos mais adotados
Se s30 necessirias 11 unidades de vitamina A, 9 de vitamina B e 20 de vita- quando se faz uso do computador, devido ao menor nimero de opera¢Ges
mina C, que envolve. Ele consiste em se reduzir a matriz ampliada do sistema por

linha-equivaléncia a uma matriz que s6 ¢ diferente da linha reduzida 4 forma
escada na condi¢gio b) de 2.4.1, que passa a Ser b') Cada coluna que con-
. , tém o primeiro elemento n3o nulo de alguma linha, tem todos os elementos
b) Se o alimento I custa 60 centavos por grama ¢ os outros dois custam 10, abaixo desta linha iguais a zero. As outras condi¢Bes ¢, ¢ e d sdo idénticas.

. - ) : ed :
existe uma solugao custando exatamente Cr$ 1,007 Uma vez reduzida a matriz ampliada a esta forma, a solugdo final do siste-
ma é obtida por substituigdo.

a) Encontre todas as possiveis quantidades dos alimentos I, II ¢ IiI, que for-
necem a quantidade de vitaminas desejada.

Resolva os sistemas seguintes achando as matrizes ampliadas linha reduzidas Exemplo:

4 forma escada e dando também seus postos, os postos das matrizes dos {Zx + x, =
i

wn

coeficientes e, se o sistema for possivel, o grau de liberdade.

I
=2}

Xy - 3):2—
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[2 I silml %%N{l% é{\
1 -3 8 o -7 1 0 1 -l
a Gltima matriz corresponde ao Sistemna:
“*3%=%
X, = -1,
Por substitui¢do, x, - % = 5, 0u seja, x; = 2.

Resolva pelo método de Gauss os Exercicios 14, 15 e 16 e compare as res-
postas.

18. a) Mostre a proposigio 2.4.3 para matrizes 2 X 2 quaisquer,
b) Sinta a dificuldade que vocé terd para formalizar o resultado para matri-
zes n X m, mas convenga-se de que € s6 uma questdo de considerar to-
dos os casos possiveis, ¢ escreva a demonstragdo. Consulte 2.7.

19. Chamamos de sistema homogéneo de n equagdes € incognitas aquele siste-

ma cujos termos independentes, b;, sdo todos nulos.

¢) Um sistema homogéneo admite pelo menos uma solugdo. Qual é ela?
b) Encontre os valores de k € R, tais que o sistema homogéneo

2x -5y t22=0
x+ y+ z=0
2x tkz=0

tenha uma solugdo distinta da solugao trivial (x = y = z = U).

20. Considere o sistema

1
0

x + 6y - 8z
Ix + 6y - 4z

Note que podemos escrevé-lo na forma matricial
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a) Verifique que a matriz X; =

LI

1
=Ll ¢ luca i
=13 uma solugdo para o sistema.
o

b) Resolva o sistema e verifique que toda *“‘matriz-solugio” ¢ da forma

x -4
X=|y|=r| 2]+ %
z 1 0
onde A € R.
¢) Verifique

-4 -4A

Al 2= 22

1 A

é a solugdo do sistema homogéneo, associado ao sistema (*),

16 8% o
* —_—
(*)[2 6 -4} ’ ‘[0‘
z
d) Con‘clua, dos itens 2), b) e c), que o conjunto-solugio do sistema = é o
conjunto-solugdo do sistema *#, somado a uma solugdo particular do sis-

tema *,

21. Dado o sistema

BN O
S I S
LL
T onw X
f
e T SN S R S

1
1
1
3

a) Encontre uma solugio dele sem resolvé-lo. {(Atribua valores para x, y, z
e w)

b) Agora, resolva efetivamente o sistema, isto é, encontre sua matriz-sciugio.

¢) Resolva também o sistema homogéneo, associado.

d) Verifique que toda matriz-solugdo obtida em b) é a soma de uma matriz-
-solugdo encontrada em ¢) com a solugdo particular que vocé encontrou
em a).

22. Altamente motivado pelos Exercicios 20 e 21, mostre que toda matriz-solu-
¢3o de um sistema linear AX = B ¢ a soma de uma solugdo do sistema ho-



54 ALGEBRA LINEAR

mogéneo associado AX = 0 com uma solugdo particular de AX = B. Suges-
t30: siga as etapas seguintes, usando somente propriedades de matrizes.

f) Mostre que se X, é uma solugdo do sistema AX = 0 ¢ X, ¢ uma solugdo de
_ AX =B, entdo X, + X, ¢ solugio de AX = B.
#) Se X, e X, sio solugdes de AX = B, entdo X, - X, & solugio de
AX = 0.
iif) Use i) e ii) para chegar 4 conclusdo desejada.

23. Faca o balanceamento das reagdes:
ﬂ') NgOs -> N02 + O,
b) HF + 8102 - SIF4 + H20
C) (NH4)2C03 - NH3 + I’Izo + CO:

(decomposi¢do térmica do N,O;)
(dissolugao do vidro em HF)

24. Dado o sisterna linear

3x+50+ 12z -w=-3
xt y+ 4z-w=-6
Y+ 22+w= 5

a) Discuta a solugdo do sistema,
b) Acrescente a equagio 2z + kw = 9 a este sistema, encontre um valor de
k que torne o sistema incompativel.

25. Sabe-se que uma alimentagdo didria equilibrada em vitaminas deve constar
de 170 unidades de vitamina A, 180 unidades de vitamina B, 140 unidades
de vitamina C, 180 unidades de vitamina D e 350 unidades de vitamina E.
Com o objetivo de descobrir como devera ser uma refeicdo equilibrada,
foram estudados cinco alimentos. Fixada a mesma quantidade (1g) de cada
alimento, determinou-se que:

i} O alimento I tem 1 unidade de vitamina A, 10 unidades de vitamina B,
1 unidade de vitamina C, 2 unidades de vitamina D e 2 unidades de
vitamina E.

if) O alimento II tem 9 unidades de vitamina A, 1 unidade de vitamina B,
0 unidades de vitamina C, 1 unidade de vitamina D e 1 unidade de
vitamina E.

ifi} O alimento I tem 2 unidades de A, 2 unidades de B, 5 unidades de
C, 1 unidade de D e 2 unidades de E. ‘

iv) O alimento IV tem 1 unidade de A, 1 unidade de B, 1 unidade de C,
2 unidades de D e 13 unidades de E.

v) O alimento V tem 1 unidade de A, 1 unidade de B, 1 unidade de C,
9 unidades de D e 2 unidades de E.

Quantos gramas de cada um dos alimentos I, IT, I, IV ¢ V devemos ingerir

diariamente para que nossa alimentagio seja equilibrada?
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26. Necessita-se adubar um terreno acrescentando a cada 10m?® 140 g de nitrato,
190 g de fosfato e 205 g de potdssio.
Disp@e-se de quatro qualidades de adubo com as seguintes caracteristicas:

) Cada quilograma do adubo I custa 5 u.c.p. e contém 10 g de nitrato,
10 g de fosfato e 100 g de potéssio.
i/} Cada quilograma do adubo II custa 6 u.c.p. ¢ contém 10 g de nitrato,
100 g de fosfato e 30 g de potdssio.
if) Cada quilograma do adubo III custa 5 u.c.p. ¢ contém 50 g de nitrato,
20 g de fosfato e 20 g de potéssio.
) Cada quilograma do adubo 1V custa 15 u.c.p. e contém 20 g de nitra-
to, 40 g de fosfato e 35 g de potassio.
Quanto de cada adubo devemos misturar para conseguir o efeito desejado se
estamos dispostos a gastar 54 u.c.p. a cada 10 m* com a adubagdo?

27. Deseja-se construir um circuito como o mostrado na figura,

onde ¥y = 280V, ¥, = 100V, V3 = 50V, R; = 208, R, = 304,
Ry = 5082, R, = 4082, R; = 100%2.

Dispoe-se de uma tabela de precos de virios tipos de resisténcias; assim
como as correntes mdximas que elas suportam sem queimar.

resisténcias
208 3082 400 500 10082
cm 05A 10,00 10,00 15,00 15,00 20,00
°% "loa | 1500 | 2000 | 1500 | 1500 | 2500
ri 30A 20,00 22,00 20,00 20,00 28,00
I: 50A 30,00 30,00 34,00 34,00 37,00

De que tipo devemos escolher cada resisténcia para que o circuito funcione
com seguran¢a ¢ a sua fabricagdo seja a de menor custo possivel?

Biblicteca de g
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28. Uma placa quadrada de material homogéneo é mantida com os bordos AC
e BD i temperatura de 20°C, o bordo 4B a 40°C e CD a 10°C, com o
uso de isolantes térmicos em 4, B, C e D (vide figura).

y

i

40°C

20°C

A

20°C

10°C

Apos ser atingido o equilibrio térmico, qual é a temperatura aproximada
em cada ponto da placa?

29. Consideremos uma unidade de produgio (muito simplificada) de um proces-

so de producgdo industrial de um determinado composto C a partir de certos
compostos 4 e B (segundo a reagdo quimica 4 + B —— C):

Ao, By, Co Ay By € Aj, By, C3
rrererrr—— o | > ]
alimentagdo
A+B T2 C
resfriador
reator filtro Az
T reciclagem 82 .
C, produto final

Ay = 100 kg/h, By = 100 kg/h, Co = 10 kg/h sdo os fluxos de alimentagdo,
isto é, a quantidade de material jogada dentro da unidade de produgio por
hora, enquanto que A;, B; e (j sdo os fluxos em cada estdgio da produ¢ao.
Sabe-se, ainda que: .
f) No reator a reagdo processa-se em condicGes tais que a quantidade de 4
apds a reagdo & 0,487 da sua quantidade antes da reag@o, enquanto a de
B €0,266 e ade Cé4,675 de suas respectivas quantidades antes da reagdo.
if) Baseado no fato do ponto de ebulicgo de C ser inferior ao de 4 e B,
o filtro constitui-se de um destilador, Dessa forma o vapor dentro do
filtro tem maior concentracio de C do que A e B, e é continuamente
retirado do filtro, sendo levado para um resfriador do gual obtemos o
produto final. Enquanto isso a parte nao vaporizada no destilador ¢
levada de volta ao reator para ser reciclada. Tem-se a informacio de

Wir oo, -

Sistemas de Equagdes Lineares 57

que a quantidade de 4 em forma de vapor dentro do filtro €, em um
determinado instante, 0,5854 da quantidade de A presente naquele
instante na parte nio vaporizada, enquanto que para B e C estas rela-
¢oes sdo 1,50 ¢ 1,07 respectivamente.
Deseja-se saber qual & o grau de concentragio de € no produto final se a
unidade opera em condigdo estacionaria (isto é, os fluxos de A, B e Cnio
mudam com o tempo em cada estigio), sabendo que a concentragao de
C, na mistura que passa do reator para o filtro é de 68%.
2.6.1 Respostas

l.x=—l,y:2, z= 5
a1 0 0 -4 a1t o 2
0o 1 0 -3 0 1 1
10 0 1 -l 0 0 O
_ 0 0 O
b) 7 5
0 -7 7
0 1 3 2
|0 0 0 0
5 x = 7 1 z_i
'x_Es y“ﬁs = g
7.x1=1-3x - x4
x3::2+ x5
X4=3+2x5
9. 2) Sejam x, y e z as quantidades de alimentos 1, II e 1II respectivamente.
Entdo
5 8
x=-5+3z, y=8-3z onde —3_=<,z~<,—3—’—
By Sim x=1, y=2, z=2
17 7 5 4
ll'x:T__:;z’ y=-gt37
Pa=2=p; gl =1
13.p,=2=p; gl=1,x=3,y=0
. 15.p,=3=p,, gl=0x=y=2=0
| 19.4) x; = 0 By k = 2
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27.
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a)x=03 y=2=1, w=10
c)

> oo
e
- -

a) 2N205 -— 4N02 + 02
b) 4 HF + Sl()g—'—? SIF4 + 2 H20
¢) (NHy);CO; — 2NH,; + H,0 + CO,

Sugestdo: Calcule as vérias correntes que circulam no circuito para depois

fazer a escolha dos tipos de resisténcia. Para isto use as Leis de Kirchoff:

I} A soma das correntes que entram em um né de um circuito é igual 4
soma das correntes que saem deste né.

if) A partir de um ponto qualquer de uma malha, se a percorrermos em
um sentido qualquer, ao voltarmos ao mesmo ponto, a soma algébrica
das quedas de potencial é nula,

Leve em conta as observagdes:

i) R
—WWW—————»
A -; 8

Neste caso, ao irmos do ponto A ao ponto B hi uma queda de poten-
cial dada por Ri. Se fossemos do ponto B ao ponto 4 haveria uma
quedz de potencial de -Ri, ou seja, um aumento de potencial de Ri.

. 'l 1 — 5
L . — r

- +
A v 8

Neste caso, a0 irmos do ponto A4 ac ponto B hd um aumento de po-
tencial de ¥, ou seja, uma queda de potencial de -V, Se fossemos de
B até A terfamos uma queda de potencial de V.

Aplique, entdo, as leis de Kirchoff ao circuito, obtendo um sistema Linear.

Generalizagdes do problema podem ser obtidas nas situagGes:

i) Circuitos de Corrente Altemada (obtemos sistemas com coeficientes
complexos).

ii) Projetos de Circuito (calculo das caracteristicas dos componentes para
que o circuito tenha certas especificagdes).
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. Sugestido: Sabe-se que a equagdio que rege o fluxo de calor ¢ dada por:

oF _, T 9T
(I) —a?=c(ax2+ay2)

onde T é a temperatura num ponto (x, y) e no instante de tempo ¢ e
¢ > 0 € uma constante caracterfstica do material de que é feita a placa,

T
No equilibric térmico 7" ndo varia mais com o tempo e, portanto, FTin 0;

a equagdo se torna

FT 9T _
(II) dx? t ay2 =0

e o problema se converte em achar 7(x, y) satisfazendo (II) e tal que T
tem um valor pré-fixado no bordo da placa.

Modelo Aproximado: Substituimos a placa por uma “aproximagio discreta”
que consiste em uma malha {(espera-se que quanto mais fina a malha melhor

seja a aproximagdo — veja a figura abaixo)

4
20°C 20°C
nd (4, 3)
4 - né (3, 2}
h
¢ -
[a— j —=

€ procuramos as temperaturas Ty nos (i, /) da malha que devem satisfazer

a condigdo dada nos bordos e uma equagdo que é uma aproximagio de (II).
Para obter a aproximagdo de (II} temos, num ponto (f, j) do interior da
malha:

3T T - 2T + Ty
Ay n
T Tij+1-2T3 + Ty 5,
2 GQn N b
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substituindo em (II) e simplificando obtemos entdo:

Tinjt Tiajt Tiju t Ti gy
.\

any 7 =

(Observe que a temperatura num ponto do interior da malha deve ser a
média aritmética das temperaturas dos seus vizinhos mais préximos.)
Impondo a condigdo (III) nos pontos do interior da malha na figura acima,
obtemos um sistema linear. Resolva-o!

O que seria modificado se a “abertura” da malha na vertical fosse diferente
da “abertura” na horizontal? Seriam necessdrias mais informacdes sobre a
placa? E se o formato da placa fosse diferente?

Sugestdo: O modelo tebrico é construido baseado no seguinte fato: a massa
que entra em um determinado estigio deve ser igual 3 massa que sai.

Usando este fato em cada estdgio, assim como as informag&es dadas no pro-
blema, obtemos um sistema linear. Resolva-o e interprete os resultados.
Vocé acredita neles? Os dados sdo reais?

2.7 DEMONSTRACOES

Nesta se¢do, faremos com detalhes as provas dos teoremas 2.4.3 e 2.5.4, que
omitimos anteriormente, para ndo prejudicar a seqiéncia de exposigio do assun-
to. Estas demonstragSes sdo apresentadas como matéria adicional, podendo ser
estudadas ou nio, dependendo de seu interesse,

2.7.1 Demonstragio do Teorema 2.4.3: Toda matriz é linha equivalente a
uma Gnica matriz-linha reduzida 4 forma escada.

Demonstracgio

1% Parte: Seja A uma matriz m X n qualquer. Se todo elemento da primeira
linha de A é zero entdo a condigdo (a) estd satisfeita, no que diz respeito a
esta linha. Se a primeira linha tem algum elemento ndo nulo, seja k o menor
inteiro j tal que a; ¥ 0. Multiplicamos a primeira linha por 1 fajje a condigo
{) ficard satisfeita. Agora, para cada i > 2 somemos (-a;;) vezes a primeira
linha & i€sima linha. Como resultado, teremos uma matriz cujo primeiro ele-
mento da primeira linha é 1 e ocorre na coluna k. Além disto, todos os outros
elementos da coluna & sio nulos.

Sistemas de Equages Lineares 61

Consideremos agora 2 matriz B obtida acima. Se a segunda linha desta
matriz for nuia nada fazemos. Se houver elementos nio nulos nesta linha, seja
a coluna k' a primeira a conter um destes, Multiplicamos a segunda linha por
1/by4 e a seguir, somando miltiplos adequados desta nova segunda linha as de-
mais linhas, obtemos uma matriz cujo primeiro elemento nio nulo da segunda
linha ¢ 1 e todos os outros elementos da coluna em que este elemento (1) se
encontra s30 nulos. O importante é que neste processo ndo foram alterados os
elementos by, byx, € nem a k-ésima coluna da matriz B. (Por qué),

Repetindo o procedimento acima em relagao as demais linhas (33, 48,
m-ésima) obteremos no final uma matriz M que ¢ linha equivalente 2 inicial A,
e que satisfaz as condigGes (¢) e (b) da definigio 2.4.1.

As condigbes (¢) e (d) serdo satisfeitas através de um numero finito de
permuta¢des de linhas da matriz M.

2¢ Parte: Assim, mostramos nesta primeira parte que toda matriz A ¢ linha
equivalente a wma matriz-linha reduzida 4 forma escada. Para mostrarmos que
$6 existe uma tnica matriz-linha reduzida 4 forma escada linha equivalente a A,
observamos primeiramente que duas matrizes-linha reduzidas i forma escada
que sac linhas equivalentes 56 podem ser iguais.

De fato, vocé pode observar que nenhuma das trés operagdes com linhas
{exceto a multiplicagio de uma linha pela constante 1) pode ser efetuada numa
matriz-linha reduzida 4 forma escada, sem que ela perca esta condi¢io, (Pense
nisto!)

Agora, suponhamos que por operagBes com linhas, partimos de uma ma-
triz M e podemos chegar a duas matrizes-linha reduzidas 4 forma escada, N e P.
Teremos entio M ~ N e M ~ P. Como as operagbes com linhas s3o reversiveis,
isto significard que N serd linha-equivalente a P, e, portanto, da afirmagdo desta-
cada acima, N = P.

2.7.2 Demonstragio do Teorema 2.5.4

12 Farte: Se o posto da matriz ampliada for maior que o da matriz dos coefi-
cientes (menor ndo pode ser), entdo esta matriz reduzida a forma escada deve-
ter pelo menos uma linha do tipo (00 ... Ocg), com ¢ # 0. Isto significa que
0 sistema associado a esta matriz (que é equivalente ao inicial) tem uma equa-
¢do do tipo:

Ox; + . +0x, =¢ #0

e portanto ndo admite solugio.

29 Parte: Por outro lado, se o posto da matriz ampliada, P, for igual ao da ma-
triz dos coeficientes, temos dois casos a considerar:
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@) se p = n, teremos a matriz-linha reduzida 2 forma escada:

— 1
~_ 0 0 ¢
0 \l\\g . 0 || Cs
\\\\\ !
0.0 . _ 0~L | oy
0 0 0 O
LO . 0 0 0
A solugdo do sistema serd Xy = €y, ..y Xn = Cny portanto o sisterna admi-

te uma {nica solugfo,

b) se p # n entdo p < n (pois p ndo pode ser maior que n, veja o Exer-
cicio 8 de 2.6)
Neste caso, devernos considerar as yarias possibilidades para a matriz-linha
reduzida 4 forma escada. Podemos analisar inicialmente quando esta matriz de

posto p < n tem a forma:

1.
. |
M0 . 0fapa - ¢ |
0 “h_0 0
~. |
. ~a Il
0 0 0 .. >} dppsr - pn Cp
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Teremos, neste caso: | Xy = ¢ = dipr1Xper - ~din¥n
Xp = €p = dpparXp+r ~dpnXn

e o sistema terd portanto infinitas solugdes, sendo Xp.1, ..., Xn varidveis li-

VIEs,
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Uma segunda forma a ser considerada para a matriz reduzida &

— : _
2 0 \L\\O 0 s 0 ; a1p+2 e Qyp (9]
0 0 +_ .. 0
e I :
\\\ |
0 0 - 0 i dppas pn  p
0 0 0 0 0 0
[V 0 g O 0 0
entdo X3 =C1-Qips2Xpsez +..t=a1pXn
X3 = Cy-4ayps2Xpsez t.. t-azp¥n

Xp+1 =Cp-ap xP+ 2 +...+-ap’nx,,
sendo Xy, Xp.g, -, Xp Variaveis livres,

E assim podemos prosseguir de uma maneira sistemdtica e ver que eul to-
das as possibilidades para a matriz-linha reduzida 4 forma escada de posto
p < n, teremos um sistema com infinitas solugBes ¢ n - p varidveis livres.

Observe que na 1% parte mostramos, usando contra-reciproca, que a
igualdade de postos entre as matrizes ampliada e dos coeficientes é uma con-
digao necessiria para a existéncia de solugio do sistema. Na 22 parte mostra-
mos que esta condicdo também é suficiente, considerando as possibilidades a) e
b). Ficou assim demonstrada a afirmagdo (i) de 2.5.4. Note ainda que também
as condigBes (if) e (ifi) foram demonstradas em a) e b) respectivamente.

Leituras Sugeridas e Referéncias

1 Lipschutz, S.; Algebra Linear; McGraw-Hill do Brasil Ltda., Rio de Janeiro, 1971.
z SMSG: Matemdtica: Curso Colegial, vol. 3; Yale University Press, New Haven, 1965.



DETERMINANTE E MATRIZ
INVERSA

3.1 INTRODUGAO

Jd em 250 A.C. havia exemplos da resolugdo de sistemas de equagGes através de
matrizes, no livio chinés Nove Capitulos sobre a Arte Matemdtica, cujo autor €
desconhecido. Também algumas nogdes ligadas a determinantes, o assunto que
serd objeto de estudo neste Capitulo, j4 eram conhecidas na China antiga,

Mas, se por um lado ja se utilizava a nogo de determinantes no mundo
Oriental hd tanto tempo, no Ocidente este assunto comegou a ser tratado espo-
radicamente a partir do século XVII. Nesta época surgem trabalhos de G. W.
Leibniz (1646-1716), de G. Cramer (1704-1752) que desenvolveu um método
de resolucdo de sistemas através de determinantes, conhecido por “Regra de
Cramer” e foi publicado em 1750 (provavelments ji conhecido por C. Maclaurin
(1698-1746) em 1729, e alguns resultados simétricos de J. L. Lagrange (1736-
-1813).

86 no século XIX € que os determinantes passaram a ser estudados mais
sistematicamente, a comegar pelo longo tratado de A, L. Cauchy (1789-1857)
em 1812, tendo sido realizados, em seguida, trabalhos de C. G. Jacobi (1804
-1851).
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A partir de entdo, 0 uso de determinantes difundiu-se muito e este con-
ceito de um nimero associado a uma matriz quadrada mostrou-se extremamen-
te util para caracterizar muitas situagdes, como a de saber se uma fnatriz é
inversivel, se um sistema admite ou ndo solugdo, 0 que veremos nas proximas

secgles.

3.2 CONCEITOS PRELIMINARES

Consideremos o sistema ax = b com ¢ # 0. A solugao deste sistema € x = —-.

Observe que o denominador esta associado 4 matriz dos coeficientes do sistema,

ou seja, lal.
allxl + AL
Gy xy t dyppX;

Num sistema 2 X 2
resolvendo (desde que sejam possiveis as operagd

b,
by

es), encontramos

byayy - biay

biay; - badra '
a1 a3y — d12dn

aydyp - Q12

Xy = e Xy =

Observe que os denominadores 530 iguais e estdo associados 4 matriz dos coe-

ficientes do sistema
a4y

dy Uy

Num sistema 3 X 3

apxy + @pXy taxy = b

@y Xy + @p%y + dp3X3 = by

Gyx, tanx; tanx; =bs
(desde que sejam possiveis as operagles), 20 procurarmos os valores de x;, X;
e X5, vemos que eles t€m 0 mesmo denominador @;;a5;833 — @y1@23d3; ~ .
- @3y 833 T 28938y t 413 dn ~ d1392951, que também estd associado a
matriz dos coeficientes do sistema

a, 4 413
gy d2 @23
2y dn 4

inadores associados as
do que ¢ chamado

Bibiioteca de |
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Vamos rever estes nimeros que aparecem nos denom
matrizes (quadradas). Estes niimeros s30 casos particulares
determinante de uma matriz quadrada.
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3.3 DETERMINANTE

Quando nos referirmos ao determinante, isto €, ao numero associado a uma
matriz quadrada A = [e;] como na secgdo anterior, escreveremos:

detA ou Al ou det [ay]

Entdo
det [2] = &
an  dp an
det = = Ayl - 124
ﬂzl ﬂ'22 021 az 1122 12421
a5y dpp 4p Iy dyy g3
det| @y @3 dp| = @z an 13| = @ndypdy-dydiady - d138y033
a3 di3z d3 4y dxpn dyp Y d12dy3d3y Y @3l 8y ~ 13zt

Talvez seja conveniente avisd-lo de que o conceito de determinante no caso geral
envolve muitos simbolos, o que dificulta a leitura. Para tornar a discussio mais sim-
ples e organizada, vamos introduzir algumas definigGes necessirias. Comecemos
lembrando o que significa uma permuragdo. Dados n objetos distintos ay, ...,a,,
uma permutagao destes objetos consiste em dispd-los em uma determinada
ordem. Por exemplo, (1 2 3) é uma permutagdo dos nimeros 1, 2 e 3,

(2 1 3) é outra permutagio etc. A quantidade de permutagdes de n objetos &
dada por n!, que ¢ lido n fatorial e n! = n(n-1)(n-2)....2.1 (se

n > 0). Por exemplo 3! = 3-2.1 = 6. Define-se ainda 0! = 1,

_3.3.1 Definigdo: Dada uma permutagiio dos inteiros 1, 2, ..., n, existe
uma inversjo quando um inteiro precede outro menor que ele.

Consideremos as permutagdes de 1, 2, 3 ¢ vejamos em cada permutagio
o nimero de inversies.

Permutagio Numero de inversées
(123 0
(132 1
213 1
231D 2
312 2
320 3

T
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Como um outro exemplo, podemos tomar duas das 4! = 24 permutagBes de 1,
2, 3, 4. Assim, (3 2 1 4) tem 3 inversbes e (4 3 2 1) possui 6 inverses.
Voltemos ao determinante:

= ay1822833 — d11d23%32 - d12821833 + 212823431 T 13821035 — 1adardy

Observe que aparecem todos os produtos ay;, 2,5, d37,, onde (f, j; f3) sio as per-
mutagdes de 1, 2 e 3. Além disso, vemos que o sinal do termo € negativo, se a
permutacio tiver um nimero impar de inversdes. (Veja a tabela acima para verificar

0s sinais.)
Como generalizagdo, o determinante de uma matriz quadrada [a;i)nxn ¢
dado pela definicio a seguir.

3.3.2 Definigio: det [ay] = Y (-1Yayay, ... ay, onde J = JGi ....in)

P

¢ 0 nimero de inversdes da permutagdo (j,/; ... ju)} e p indica que a soma é
estendida a todas as n! permutagdes de (1 2 ... n).

Em relagio a esta definigio podemos fazer trés observagdes:

i) Se a permutagdc (j, j; ... jp) tem um nlmero par de inversGes, o coe-
ficiente (—1)’ do termo correspondente na somatdria terd sinal positivo;
caso contririo, terd sinal negativo.

ii) Em cada termo da somatéria, existe um e apenas um elemento de cada
linha, € um e apenas um elemento de cada coluna da matriz.

iii) Através de uma reordena¢do conveniente dos termos, mostra-se que tam-
bém ¢ possivel definir um determinante por

det [a,-,-] = Z (-l)"ajll i3 - djun
p

variando os primeiros e deixando fixos os segundos indices. Verifique isto
no caso 3 X 3.
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Propriedades

i) Se todos os elementos de uma linha (coluna) de uma matriz A s3o nulos,
detA = 0.

A razio disto é que, pela observagio (i), em cada termo que aparece no cdleu-
lo do determinante hd um dos elementos da linha (coluna) nula e, portanto,
todos os termos se anulam, e 0 determinante é zero,

iy detA = det A’
Daf inferimos que as propriedades que sao vdlidas para linhas também o s2o

para colunas.
A prova desta propriedade € a seguinte: se A = la;;], sabemos que A’ = Lby),
onde bj; = gj;. Entdo, pela definigdo de determinante, temos

Z (—1)Jb1]'1b2]'2 b”fn
P

Z (-l)‘]a]‘],a}'zg w Bipn
£

det [bj)

det [ai) pela observagao (iif).

i) Se multiplicarmos uma linha da matriz por uma constante, o determinan-
te fica multiplicado por esta constante.

Para verificarmos isto, chamemos de A a matriz originai e B a matriz obti-

da de A, multiplicando uma linha de A por uma constante k. Entdo, ao calcular-

mos o determinante de B, pela observagdo (i), em cada termo aparece um ele-

mento daquela linha que foi multiplicada por k. Podemos colocar k em evidén-

cia, e 0 que permanece € exatamente o cdlculo do determinante de A. Portanto,
det B = k det A.

iv) Uma vez trocada a posigio de duas linhas, o determinante troca de sinal.

A razio disto é imediata se observarmos que ao trocar duas linhas de uma
matriz, alteramos a paridade do niimero de inversdes dos indices e, portanto
trocamos o sinal dos termos.

¥) O determinante de uma matriz que tem duas linhas {eolunas) iguais € zefo.

Isto é verdade porque se trocarmos as posi¢Ses das linhas que sdo iguais, a
matriz e, portanto, o determinante permanecerdo 0s mesmos. Por outro lado,
pela propriedade anterior, o determinante deve trocar de sinal e, portanto, a
Gnica possibilidade ¢ que o determinante seja nulo.

Determinante ¢ Matriz Inversa 69

VI) apn ey din a . Uy ay, e u]ﬂ
bil + C“ ees b;n + Cm = b” . blﬂ‘ + CJ'] ver C"n
am /3799 (75731 e yn am pn

Para mostrar esta propriedade, usamos a defini¢do de determinante ¢ a
distributividade. Mas cuidado! Observe que aqui temos a soma numa linha, e
ndo uma soma de matrizes. De um modo geral, o determinante de uma soma
de duas matrizes nio & igual 4 soma dos determinantes das matrizes. Ou seja,
det (A + B) # det A + det B. Veja o Exercicio 4 da secgdo 3.10.

vii) O determinante ndo se altera se somarmos a uma linha outra linha mul-
tiplicada por uma constante.

Exemplo: 3 2 1 3 -2 1
2 5 0ofl=(2 5 0
2 4 -2 8 0 O

Aqui, 2 terceira linha, somamos a primeira linha multiplicada por 2. Para pro-
var esta propriedade usamos as propriedades (vi), (ifi) ¢ ().

viti} det{(A - B) = det A - detB

Mostre, inicialmente, esta propriedade para matrizes 2 X 2. Sinta a difi-
culdade que se teria para demonstrd-la j4 em matrizes 3 X 3. A demonstragdo
deste resultado para matrizes n X # ¢ bem mais elaborada, mas vocé terd con-
digdes de fazé-la usando matrizes elementares (veja a secdo 3.8).

A proxima propriedade é tio importante e Gtil no célculo de um deter-
minante que destacamos sua importancia apresentando-a numa se¢io separada.

3.4 DESENVOLVIMENTO DE LAPLACE
Na se¢ao 3.2 vimos que:

a3 diz Q13
IA] = | gy A2 423 |=
dy dyp dmn

= @ lagdsy - G1183385 — d1287d33 T @12823831 T @138 dp — 4139243
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Mas, podemos escrever esta soma como:
a11(822833 — W3383) - @3 (U T33 — d23¢3;) + 833(G0 a5 - d283)

Ou ainda:

dy)  dyp

+day;
g3 A3

- dyn

Observe que o determinante da matriz inicial 3 X 3 pode ser expresso em fun-
¢io dos determinantes de submatrizes 2 X 2, isto &,

det A = a;fAu | - g2l A | + apalAgsl

onde Aj; € a submatriz da inicial, de onde a i-ésima linha e a j-ésima coluna
foram retiradas. Além disso, se chamarmos

Af}' = (—l)h‘j |AUI

obtemos a expressdo
det A = g, 4 + @187 + €ad;

. ) ! . )
Esta propriedade continua sendo vdlida para matrizes de ordem #', e assim po

demos expressar:
det Apxp = @pdp + ... + dinlpy

a;i(-1)*det Ay

M::

—
0]
-

H
= z i A,‘j
J=1

Ao niamero Ay (que é o determinante afetado pelo sinal (-1)'*/ da submatriz
Ajj, obtida de A retirando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna), chan?amos
cofator ou complemento algébrico do elemento aj;;. Observe que na féormula da-
da, o determinante foi “desenvolvido” pela i-ésima linha. Uma forma andloga €
vilida para as colunas.

3.4.1 Exemplos

Exemplo 1: i‘] 3

1; -1 | = (=242 + 145 + (-1}4y
o2

J

Para uma demonstragio, veja por exemplo Lipschutz, S.; Algebra Linear, McGraw-Hill do
Brasil Ltda., Rio de Janeiro, 1971.

onde
A22=(‘1)2+2 _é g
Bu = (D) 3
Portanto

[A] = (-2)(-2) + 1
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2 -l
==l g =72
’=8
=7
B+(-1)7=5

O desenvolvimento de Laplace é uma formula de recorréncia que permite
calcular o determinante de uma matriz de ordem n, a partir dos determinantes
das submatrizes quadradas de ordem n - 1. Em grande parte dos casos ele sim-
plifica muito o cdlculo de determinantes, principalmente se for utilizado um
conjunto com outras propriedades dos determinantes.

Exemplo 2.
1 -2 3 i
2 1 |
-2 -1 2
- yaea |l =2
=1 D 201

O rndice acima da igualdade indica o nimero da propriedade usada. Neste caso

Sormamos a segunda linha 4 terceira.

Exemplo 3:

-1 2 3 -4
4 2 0 0w
-1 2 -3 0

2 5 3 1
-5 3 -4 (i 5
=2-1-s -3 0| s
-8 3 1 8
. ez |10 4
=G

1 2 3
201 - =
0 0 1
=1 -(l+4)=5

.

S5 2 3 -4

0 2 0 o

5 2 3 of°

£ 5 3 1

-3 4 10 0 4
3 0|Wats 3 of-
-3 -l 13 ¢ -l

= -6(-10 - 52) = 372

Biblioteca de
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Note que na primeira passagem usamos a sétima propriedade ao somarmos a se-

gunda coluna multiplicada por 2 & primeira coluna. Nosso intuito foi o de
obter uma segunda linha com apenas um elemento nio nulo, e entdo abaixar a
ordem do determinante, usando menos cdlculos. Seguindo este raciocinio, vocé
pode também obter o determinante inicial, por exemplo, igualando o Gltimo
elemento da primeira linha a zero.

3.5 MATRIZ ADJUNTA — MATRIZ INVERSA

Dada uma matriz A, lembramos que o cofator Ay do elemento 4y da matriz é
(-1)"*/ det A, onde Ay ¢é a submatriz de A, obtida extraindo-se a iésima linha
e j-ésima coluna. Com estes cofatores podemos formar uma nova matriz A, de-
nominada matriz dos cofatores de A,

A = [Aq]
E lo:
vemp 2 1 0
A=[-3 1 4
1 6 5
An =4
5
+ ‘3 4
An = (—l)l 2 1 5 = 19, etc
_ -19 19 -19
Entao, A = -5 10 -11
4 -8 5

3.5.1 Dada uma matriz quadrada A, chamaremos de muatriz adjunta de A
i transposta da matriz dos cofatores de A.
adj A = A’
No exemplo anterior

-19 -5 4

ajA=|19 10 -8
-9 -11 5
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e

Vamos efetuar, neste exemplo, A - A

-19 0 0 1 0 o
0-19 0] =-19 |0 1 0| =-191,
0 0 -19 0 0 1

Além disto, podemos verificar que det A = - 19. Entdo A + A’ = (det A)l;. Este
resultado néo foi obtido por acase, mas ¢ vilido para toda matriz quadrada A
de ordem s '

3.5.2 Teorema: A - A" = A - (adj A) = (det A)l,

Para demonstrarmos esta proposigio, usamos a propriedade (v), segundo a
qual o determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunas) iguais é zero.
¢ o desenvolvimento de Laplace. Vamos fazé-la esquematicamente, para matrizes
3 X 3. A demonstragdo ¢ a mesma para matrizes n X #.

Prova: (n = 3)
ay @y dia Ay By Ay
A-Q@djA)=an ap ayi-|Ap Ay Ay | =ley)
a3 dp dyp Az Ay Ag

Calculando os elementos ¢j, achamos que
Ci = dnlyy tapdyy ta;d = det A
€12 = ddy + @185, 1 dy3d43,

Usando o desenvolvimento de Laplace em relagio 3 segunda linha, temos:

a1y 43
Cya det a1 3% a3 =0
dn a3 dyp
pois duas linhas sio izuais, Analogamente,

cy=detA e ¢; =0 se i+]

Entdo:
det A 0 0
A - (adj A} = 0 det A 0 = {det A)1,
0 0 det A

3.5.3 Definicdo: Dada uma matriz quadrada A de ordem n, chamamos de
inversa de A a uma matriz B tal que A - B=B - A = I,,, onde I,, é a matriz
identidade de ordem #. Escrevemos A™' para a inversa de A.
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3.5.4 Exemplos

Exemplo 1:

2 3 - -1 _
Seja A = \; 4:\. Entio A7 =

pois A-A7 =1, e A~ A = I, (Verifique!)

lo 2.
Exempio - ] 6 3
Seja A = 11 4

Procuremos sua inversa, isto e,

B=E¢I? 2] talque A-B=1L e B-A=h

Impondo a primeira condicdo,

6 2| [a b=E ﬂ
1 4| |c d 0 1

A B I,
oz 10 ]
lla + 4c 11b+ 4d 0 1

1 6b+2d =0
© litp+4d=1

Portanto,

n

6a + 2¢
g +4c=10

Resolvendo os sistemas, temos
a=2

Teremos entdo,

n
1
—

I
mlu ‘-"lw

4
5

-1
5

Determinante e Matriz Inversa 78

ou seja, A - B = I. Também

ou seja, B - A =1 e, portanto,

¢ a inversa da matriz A. (B = A™%).

Observacdes:

f) Se A ¢ B sdo matrizes quadradas de mesma ordem, ambas inversiveis {isto
é, existem A™' ¢ B™'), entdo A - B & inversivel e (AB)™t = B! . A,

De fato, basta observar que (AB)(B™'A™!) = A(BB)A™! = AIA™! =
= AA™! =1 e que, analogamente (B~ A™')(AB) = I.

i) Se A € uma mattiz quadrada e existe uma matriz B tal que BA = I,
entdo A € inversivel, ou seja A™' existe e, além disso, B = AL,

Em outras palavras, basta verificar uma das condigdes para a inversa de
uma matriz, ¢ esta serd Qnica.

A prova da primeira parte, ou sgja, de que Al existe, sera feita em
3.8.6. Por ora, mostraremos apenas que B = A™'. De fato, se A~ existe, temos
a seguinte seqiéncia: B = BI = B(AA™') = (BA)A™' = IA™ = AL

iif} Nem toda matriz tem inversa.

2 & R . -
Por exemplo, para mostrar que I:g 1:| nio tem inversa, é suficiente

mostrar que a equagdo matricial [g f:l l:‘z 3:' = B ?:| nao tem solugdo.

Isto é verdade, pois
2c 2d|_|1 O
e d| 0 1

implica que 2¢ = 1 e ¢ = 0, ¢ n3o podemos ter estas igualdades simultanea-
mente.
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Suponhamos agora que Apxp tenha inversa, isto €, existe A7 tal que
A - A™! = 1,. Usando o determinante temos

det(A + A7) = det A - det A™' e detl, =1

Entéo:
det A « detA™' =1
Desse produto conclurmos que se A tem inversa,
iydetA # 0
1
,e -1
¢ i)detA™ = Tl A

Ou seja, det A # 0 é uma condigdo necessdria para que A tenha uma inversa,
Vamos ver que esta condigio também ¢é suficiente. J4 vimos em 3.5.2 que

- i
A A= (det A)l Se det A # 0., A '—det—A‘
1 <

- -1 _ .
ca, entdo A7 = JelA A.

il - . - .
. A'=1 e como a inversa € uni-

Em resumo:

355 Teorema: Uma matriz quadrada A admite uma inversa se, ¢ somente se

det A # 0.
Neste caso:
1

_l__
A T detA

(adj A)

Este resultado nos fornece um novo método de calcular a inversa de uma
matriz. Consideremos a matriz do Exemplo 2 anterior:

6 2

det A = 24 - 22 = 2 # 0 e, portanto, existe a inversa de A. Calculemos sua

inversa pela relagdo A~ = dei y (adj A).

= 4 -1 _— 4 2
A= I:'Z 6:\ e ad]A—li_ll 6j|

2 -
P TP U R 1
AT = gora @diA) = 2[-11 6] |- 3

Entao
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3.6 REGRA DE CRAMER

Q calculo‘ da inversa de uma matriz fornece um outro método de resolugio de
sisternas lineares de equagOes. Este s6 se aplica a sistemas lineares em que ¢ nu-

mero de equagdes € igual ao numero de incognitas. Suponhamos que desejdsse-
mos resolver o sistema linear de n-equagdes e n-incognitas.

unx; oLt dgpx, = b,

dyy Xy + ...+ AppXy = bn

Podemos escrever este sistema na forma matricial

dyy .. dip X b,
py - dpp Xn by
ou
A.X=B
onde
a1 - dip
A=] : ¢ a matriz dos coeficientes e
Qyy oo dpn
b, X
B = | : | é a matriz dos termos independentes, e X =
by -x:n

a matriz das incOgnitas. Para esta equagdo suponhamos que det A # 0 e por-
tanto, que A tenha a inversa A~'. Entdo

AN(AX) = A'B

(ATA)X =A"'B

I, X=A"B
X=A"'B
Na forma matricial
X1 i) W hp -l bl
Xp @y ... fpn by
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Usando a relagio para matriz inversa dada em 3.5.4, temos
T detA : :
Xn A] n Ann bl‘l

Entao
b1A11 + en + bnAnl

*L= det A

Mas note que o numerador desta fragdo ¢ igual ao determinante da matriz que
obtemos de A, substituindo a primeira coluna pela matriz dos termos indepen-
dentes. De fato, usando o desenvolvimento de Laplace, obtemos:

by, a;; .. n
=bAy ot bnAnl
by am - dnn
Ou seja
b] alz ana al"
by dpa o Ann
xl = -
dy 57} &in
apy 4m - Amn

Fazendo deducBes andlogas, obtemos

gy .. b . am
X apy es b!f . arm
je——
1 .. dn
an dnn

para i =1,2, ., 1

mos o determinante da matriz dos coeficientes

Observe que no denominador te
z obtida de A,

(det A # 0), e no numerador aparece 0 determinante da matri
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;?;t:::,ndf a i-e(;sima coluna pela coluna dos termos independentes. Este méto
solugio de um sistema linear de » e 5 incognitas, -
: quagdes ¢ n incégnitas, que s6 po-
) | , que s6 po
de ser aplicado quando o determinante da matriz dos coeficientes for ndo npl

é chamadc Regra de Cramer. e

3.6.1 Exemplo

Dado o sistema de 3 equagdes e 3 incOgnitas:

2x -3+ 7z =1
x +3z=5
2y - z=10
temos
2 -3 7
det|1 0 3|=-1%#0
o0 2 -l
Portanto, podemos usar a Regra de Cramer.
Entdo:
1 -3 7
5 06 3
. 0o 2 -
. = -49
21 7
I 5 3
) 0 0 -l
- = 9
-1
2 -3 1
1 0 5
o 2 0
z="————=18

- Cflibe aqui um comentério sobre a Regra de Cramer. Embora seja muito

Util, pois dd uma forma explicita das solugbes de um sistema, ela ndo ¢ muito

usada para cédlculos numéricos. Isto porque o nimero de oper‘ac;,ﬁes que ela

envolve ¢ muito grande, quando trabalhamos com muitas equagdes. No cilculo

:: determinante de uma matriz de ordem n, temos que calcular n! produtos

y (:‘ fatorei, e' depois somé—lf)s. (Veja a defini¢io.) Efetuamos entdo n'(n - 1) +
n! ~ 1) = nln - 1 operagdes. Como para resolver um sistema X n pela
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Regra de Cramer precisamos calcular n +  determinantes de ordem n, 0 nime-
ro de operagdes se elevaria a (n + 1)(n!n - 1), Gue ¢ maior que nin!,

Como um exemplo, para resolvermos um sistema de 10 equagBes e 10
incognitas, pela Regra de Cramer terfamos um nimero de operagoes superior a
107 10! = 362.880.000 operagdes, enquanto que pelo método de redugdo de li-
nhas nfo chegarfamos a 14.000.

Muitos dos problemas que aparecem em Engenharia, Economia, Biologia
etc., costumam envolver um grande nimero de incégnitas, de ordem 100 ou
1.000, por exemplo. Nestes casos, mesmo 0s métodos de eliminagio e redugdo
por linhas podem ndo ser adequados. Entdo nos meios computacionais prefere-
se usar métodos numéricos iterativos {como, por exemplo, o de Gauss-Seidel).
Estes processos iterativos serdo nosso objeto de estudo no capitulo 13.

3.7 CALCULO DO POSTO DE UMA MATRIZ
ATRAVES DE DETERMINANTES

Muitas vezes, é suficiente saber apenas se um sistema de equagdes lineares tem
solugdo sem precisar resolvé-lo, isto &, sem explicitar as solugdes. Por exemplo,
a0 estudar a posicdo relativa de duas retas no plano, dadas pelas equagdes
y=2x =3¢y -3x =2 podemos estar interessados em saber apenas se elas
se interceptam ou ndo, sem determinar seu ponto de intersecgdo. Ou seja, que-
remos saber se o sistema
y-x=
{ y-3x
admite ou nio solugio.
Como j4 vimos em 2.5, a existéncia ¢ o namero de soluges estdo relacio-
nados com o posto da matriz dos coeficientes e o posto da matriz ampliada.

Vamos ver agora uma maneira de obter o posto de uma matriz usando deter-
minantes.

LI
[ SR RS

3.7.1 Teorema: O posto (caracteristica) de uma matriz A (quadrada ou
nio) é dado pela maior ordem possivel das submatrizes quadradas de A, com
determinantes diferentes de zero.

{Para uma demonstragdo, deste teorema veja os exercicios 18, 19 20
da sec¢io 3.10))
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3.7.2 Exemplos

Exemplo I: Dada a matriz 4 X 5
1 3 -2 35 3
1 11 -15 19 14
3 1 7 1 -2
7 -3 25 -7 0

podemos verificar que cada submatriz de ordem 4 (hd 5) tem determinante O.
Também o determinante de cada submatriz de ordem 3 (hd 4Q) é zero. Mas

1 3
df:t|:1 11:|=8#O.

Exemplo 2: Dado o sistema linear

Entio, o posto & 2.

x+2y+3z2=1
2x+ yt+t oz= 0
6x - 3y - 3z = -1

vamos dizer se ele é possivel ou ndo, sem resolvé-lo.
A matriz dos coeficientes

1 2 3
A=1-2 1 1
6 -3 -3

tem determinante 0, pois a terceira linha ¢ igual 4 segunda multiplicada por -3.
Portanto, o posto de A é menor que 3. (Se det A # 0, o posto seria 3, pois A

¢ submatriz dela mesma.) Como I:_; f

de ordem 2, com determinante diferente de zero; portanto, seu posto é 2.

j| = 5, A tem uma submatriz quadrada

Tomemos agora a matriz ampliada do sisterna

2
Como | 1

—
o

=1, o posto de B é 3. Conclurmos assim, que 0 sisterma

Biblioteca de
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ndo admite solugdo, pois o posto da matriz dos coeficientes ¢ diferente do pos-
to da matriz ampliada.

Observagdo:

Num sistema de n equagdes e # incognitas, onde o determinante da matriz dos
coeficientes ¢ diferente de 0, existe uma tnica solugio.

* 3.8 MATRIZES ELEMENTARES
Um processo de inversdo de matrizes

O célculo da inversa de uma matrz usando determinante, envolve um nime-
ro muito grande de operagdes. O processo pritico de inversio que vamos
apresentar nesta segio é baseado nas operagbes com as linhas de uma matriz
e, em termos de calculos, é muito vantajoso. O conceito de matrizes elemen-
tares que introduziremos aqui serd utilizado para mostrar 2 validade deste pro-
cesso e ainda para demonstrar varios resultados jd enunciados em segOes ante-

riores.
Observemos, inicialmente, que cada operagdo com as linhas de uma ma-

triz corresponde a uma multiplicagio dessa matriz por uma matriz especial.

3.8.1 Exemplos

Exemplo 1: Ao multiplicarmos a primeira linha da matriz

1 2 4
A=|0 1 3
2 1 -4
por 2, obtemos a matriz
2 4 8
o 1 3
2 1 -4
que é exatamente © produto
2 0 0 1 4
0 1 0]]0 1 3
0o 0 1 2 -4
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Exemplo 2: Ao trocarmos a primeira e & segunda linha da matriz A acima
obtemos ’

0 1 3
1 2 4
2 1 -4

o 1 0 1 4
1 0 0 o 1 3
0 0 1 2 1 -4

Exemplo 3: Ao somarmos & primeira linha da matriz A a segunda linha
multiplicada por 2, obtemos

1 4 10
0 1 3
2 1 -4
que ¢ 0 mesmo que 0 produto
o2 o[t 4
o1 0f(0 1 3
0 ¢ 1f]|2 -4

Observando mais cuidadosamente estes exemplos, vemos que aplicar uma
operagio elementar nas linhas da matriz A é o mesmo que aplicar esta opera-
¢dio elementar na matriz identidade e, em seguida, multiplicar esta nova matriz
por A, Vejamos isto em outros exemplos.

Exemplo 4: Se tomarmos a matriz identidade I e trocarmos a primeira e
a terceira linha, obteremos a matriz

—0 O
(=B -
oo -

Se multiplicarmos esta matriz pela matriz A do exemplo 1, teremos

o o 1]|[1 2 a P 4
0 1 0 0 3|=10 3
1 0 0 2 1 -4 1 4

cujo resultado é exatamente a troca da primeira e terceira linha da matriz A.
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Exemplo 5: Se tomarmos I3 e somarmos 4 terceira linha a segunda multi-
plicada por -3, obteremos
0
1

oo
-0 o

-3

Se multiplicarmos esta matriz pela matriz A do Exemplo 1, teremos

1 o ol 2 4 1 2 4
o 1 o]fo 3l={0 1 3
o -3 102 1 -4 2 -2 -13

Este resultado é exatamente aquele que obtemos se SOMAarmos i terceira linha

de A a segunda multiplicada por -3.

Através desses exemplos podemos perceber que existe uma relagao 1mtima
entre as operagbes com linhas de uma matriz e certas matrizes especiais cons-
truidas a partir da matriz identidade. Estas matrizes serdo denominadas matri-

zes eclementares.

3.8.2 Definicio: Uma matriz elementar é uma matriz obtida a partir da
identidade, através da aplicagio de uma operagio elementar com linhas.

O relacionamento entre matrizes elementares ¢ operagbes com linhas ¢
dado pelo teorema abaixo.

3.8.3 Teorema: Se A é uma matriz, o resultado da aplicagio de uma ope-
ragio com as linhas de A ¢ 0 mesmo qué o resultado da multiplicagdo da ma-
triz elementar E correspondente 4 operagao com linhas pela matriz A.

A prova deste resultado poderd ser feita por vocé. Consiste apenas em
escrever a matriz E, efetuar o produto E- A e verificar que o resultado obti-
do é o esperado. Este procedimento deve ser efetuado para cada tipo de opera-
¢do com linhas. Uma conseqiéncia importante da proposi¢o anterior é:

3.8.4 Corolario: Uma matriz elementar E; & inversivel e sua inversa é a
matriz elementar E;, que corresponde 3 operagdo com linhas inversa da opera-
¢io efetuada por Ey.

Por exemplo, se E; é a matriz elementar cuja opera¢do consiste em mul-
tiplicar uma determinada linha por k, a matriz inversa de E, serd a matriz ele-
mentar E, que corresponde 2 operagao de multiplicar a mesma linha por % A

prova deste coroldrio & deixada a seu encargo.
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Como conseqgiiéncia do resultado anterior, podemos mostrar agora o teo-
rema 2.3.1.

3.8.5 Teorema: Sistemas associados a matrizes linha equivalentes sdo equi-
valentes.

Prova: Sejam A ¢ A’ matrizes-linha equivalentes. Por 3.8.3
A' = MA, onde M é um produto de matrizes elementares e, portanto, inver-
stvel (veja 3.8.4 e (i) de 3.5.4). Os sistemas (I) e {II) que tém A e A' como
matrizes ampliadas podem ser escritos respectivamente:

N.X=BeNX-=B, onde N ¢ a submatriz de A da qual se retirou a
Gltima coluna e B ¢ esta coluna. (Idem para N', A" e B') Além disto, vocé po-
de verificar que

N=M.N<e¢ B=M:-B

Portanto, NX = B —= MNX = MB +— N'X=PB.
Isto significa que os sistemas (1) e (1l) sdo equivalentes pois toda matriz

x
X=|! | queseaa solugio do I serd solugio de 11 e vice-versa.

*n

3.8.6 Usando os resultados 3.8.3 ¢ 3.8.4 podemos também completar
agora a demonstragdo da observagio (i) de 3.5.4. Repetindo-a da maneira co-
mo foi enunciada: Se A é uma matriz quadrada e existe uma matriz B tal que
BA =1, entdio A ¢ inversivel, ou seja, A-! existe ¢ B = A™'. J4 haviamos mos-
trado que se A é inversivel, entdo B = A~!. Mostremos agora que A é reaimen-
te inversi'vel.

Comecemos analisando o sistema de equagQes lineares que corresponde a
AX = 0, onde X é um vetor coluna e @ é 0 vetor-coluna cujos elementos sdo
nulos. Observamos que a dnica solugdo possivel para esse sistema é X = 0 pois,
multiplicando AX = 0 por B, temos 0=B-0=BAX)=(BA)X = 1X = X.
Por outro lado, se resolvermos o sistema AX = 0 através de operagBes com li-
nhas, obteremos um sistema equivalente RX =0, onde R é a forma escada li-
nha reduzida de A e, portanto, R = ExEx_ . E; A. Mas, como o sistema
RX = 0 ¢ equivalente a AX = 0, a sua Onica solugdo é X = 0, e como R estd
na forma escada linha reduzida, a 0nica possibilidade é R = I, Entio

1= EzE;_, .. E;A, e, multiplicando sucessivamente por Ei', iy, .. B

(que sio matrizes elementares, como vimos na se¢do 3.8.4), teremos
_p-1p-l - . . .

A = ET'E;' ... Ef’, ou s¢ja, A é um produto de matrizes elementares e, pela

observagio (i) de 3.5.4, ¢ inversivel.
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* 3.9 PROCEDIMENTO PARA A INVERSAO DE MATRIZES
Com argumentos analogos aos usados em 3.8.5 vocé pode provar o teorema €nun-
ciado a seguir.

3.9.1 Teorema: Se A é uma matriz inversivel, sua matriz-linha reduzida 3
forma escada, R, é a identidade. Além disso, A ¢ dada por um produto de ma-

trizes elementares.

A reciproca deste resultado ird fornecer um novo processo para se calcular
a inversa de uma matriz A. Suponhamos que, ao reduzir A a forma escada linha
reduzida, a matriz identidade seja obtida como resultado. Neste caso, como a ca-
da operagdo com linhas corresponde uma multiplicagio por uma matriz elementar,
E;, teremios entdo;
.+E;-E - A
.E, - E; - DA

I=Ex -Ex_y -
= (Ex - Eg-1 -

Mas isto quer dizer que
Ey - Ex, - .
que podemos colocar em palavras através do teorema abaixo.

'Ez'E]'I=A_l

3.9.2 Teorema: Se uma matriz A pode ser teduzida 4 matriz identidade,
por uma seqiiéncia de operagGes elementares com linhas, entdo A é inversivel e
a matriz inversa de A é obtida a partir da matriz identidade, aplicando-se a
mesma seqiléncia de operagdes com linhas.

Na pritica, operamos simuitaneamente com as matrizes A ¢ I, atravé
operagdes elementares, até chegarmos 3 matriz I na posigio correspondente 4
matriz A. A matriz obtida no lugar correspondente 4 matriz I serd a inversa de

A

s de

(A1) — (IiA™)

Vejamos como este procedimento pode ser colocado em pritica.

3.9.3 Exemplos

Exemplo I: Seja

S -t
S —o =
—_—
W——
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Coloquemos a matriz junto com a matriz identidade ¢ apliquemos as operacdes
com linhas, para reduzir a parte esquerda (que corresponde a A) i fomP:a e§ca-
da linha reduzida, lembrando que cada operagdo deve ser efetuada simuitanea-

mente na parte direita.

2 1 0 0f1 0 0 0
1 0o -1 1 ;0 1 00O
01 1 110 0 1 0O
-1 0 0 310 0 0 1
Trocando a primeira e segunda linhas, obtemos
1 0 -1 1 t0 1 0 0
21 0 031 0 ¢ 0
01 1 1 !0 0 1 0
-1 0 0 3 ;0 0 0 1

Agora, somamos i quarta a primeira e 3 segunda, a primeira linha multiplicada
por -2.

1 0 -1 110 1 0 0O
01 2 211 -2 00
01 1 170 0 10
00 -1 4,0 1 01

Subtraimos a segunda linha da terceira, obtendo

1 0 -1 11 0 1 00
o1 2 2, 1 =2 00
0 0 -1 3 -1 2 1 0
0 0 -1 4 L 0 1 0 1

Trocamos o sinal da terceira linha e, subsequentemente, anulamos o resto da
terceira coluna.

I
1 0 0 -2 ] 1 -1 -1 0
01 0 4 -1 2 20
00 1 31 1 2 -1 0
600 0 1 | 1 -1 -1 1

Biblioleca de g\
Ciéncia & Tecnologia

Pe}
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Finalmente, obtemnos a identidade 4 esquerda e a inversa de A a direita.

1 0 0 0 | 3 -3 -3 2
o 1 0 0 {—5 6 2 4
0 0 1 0 | 4 -5 3
o 0o 1! 1 -1 -1 1
Portanto
3 -3 -3 2
-5 6 2 4
-1 _
AT=ly 5 4 3
1 -1 -1 i
Exemplo 2: Seja
1 0 1
A=1|1 2 1
0 2 0
Partimos de
|
1 0 1 |1 00
1 2 1 10 1 0O
0 2 010 01

e fazemos operagdes com linhas, para converter a parte esquerda {que corres-
ponde a A) a forma escada linha reduzida. Obtemos entio

0 1
0o 0

Como a forma escada ndo é a identidade, a matriz A n3o tem inversa.

3.9.4 Agora, iremos demonstrar a propriedade
det (AB) = det A - detB

conforme nos propusemos a fazer em 3.3 (vif7).
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Para isso, queremos que vocé descubra qual ¢ o determinante de uma matriz
elementar E nos seguintes casos:

/) E é obtida de I por uma permutagdo de linhas.
ify E ¢ obtida de 1 pela multiplicagio de uma das linhas por uma constante
k (k +0).
iiiy E ¢ obtida de I pela substitui¢do da i-ésima linha por k vezes a j-ésima
mais a I-ésima linha. ,

Agpra vocé deverd provar o seguinte resultado.

3.9.5 Teorema: Se E for uma matriz elementar e A uma matriz qualquer
da mesma ordem que E, entio det EA = detE - det A.

Para provar este teorema, considere as trés possibilidades para a matriz E
(i), (if) e (iii} dadas acima. Tudo ficard realmente simples se vocé tiver chegado
4 conclusdo que, em (i) temos det E = -1, em (if) det E = k ¢ em (ifi) detE = 1,

Finalmente, podemos demonstrar a propriedade do determinante do pro-
duto.

3.9.6 Teorema: Se A e B sio matrizes 7 X nr quaisquer, entio
det{A - B) = det A . detB.

Prova:

I9 caso: Se A ou B s@o ndo inversiveis, temos A - B ndo inversivel (veja o
Exercicio 10 da se¢do 3.10). Neste caso, det (AB) = 0, e como det A = 0 ou
det B = 0, a igualdade se verifica.

20 caso; Se A e B sio inversiveis, usando 3.9.1 temos:

det (AB) = det (E; ... ExB)

Ap6s sucessivas aplica¢des do teorema 3.9.5 chegamos a:

det (AB) = det E, - det (E, ... E¢B)

w.=detE, - detEy - .. . detE; - detB
det E; « ... - det(Eg_; - Eg) . detB
o=det(E; - Ey « ..« Ep) - detB
=detA . detB

fl

I
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3.10 EXERCICIOS

1. Dé o numero de inversdes das seguintes permutagdes de 1, 2, 3, 4, 5:

a)3 54172

by2 1 435

c})5 4321

d) No determinante de uma matriz 5 X 5, que sinal (negativo ou posi-
tivo) precederia os termos 4,39:5@3d41ds2 € ayg8240338 4280517

2. Quantas inversdes tem a permutagio {(n n=-1 .. 2 1) dos ndmeros 1, 2, .,

n-1, n?
2 o -1
3. Calcule det |3 0 2
4 -3 7

a) pela defini¢do
b) em relag@o A segunda coluna, usando o desenvolvimento de Laplace.

4. Dadas as matrizes A = l:i g] e B = [3 _i:| calcule

a) det A + detB
b) det (A + B)

5. Sejam A e B matrizes do tipo n X n. Verifique se as colocagBes abaixo sio
verdadeiras ou falsas.

a) det (AB) = det (BA)

b) det (A) = det A
¢) det (2A) = 2detA
d) det (A?) = (det A)?

e) detAy; < detA
/) Se A é uma matriz 3 X 3, ento
@y Ay tdpdy a3l = ay Ay +apdyy a3l

2 3 1 -2
6. Dada A = (SJ ’:’ :12 ; calcule
3 -1 2 4
a) Ay ¢) By
b) [A23| d) det A
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7. Propriedade: O determinante de uma matriz triangular A, ., ¢ igual ao pro-
duto dos elementos de sua diagonal.

a) Prove esta propriedade no caso em que A € uma matriz triangular supe-
rior (genérica) 5 X 5. (Sugestao: Use e abuse do desenvolvimento de La-
place.)

b) O que vocé pode dizer sobre o nimero de solugdes dos sistemas abaixo?

SX1 + 2x, - 3X3 + 9%, =0
1 _
) -3x; 1 9x, -5 Xe = 0
—ZX3 + Xq = 0
Xg = 1
3x$ + 2x, + Xy = 0
- x3 + xZ - xl = 5
(ii} -09x3; - x;+ 9%, =0
—3x2 + X, = 0
xl = O
8. Calcule det A, onde
a) 3 -1 5 0 <) i 3 2 i
_10 2 o 1 |3 - 1 i
A=l 0 a1 3 A=l 1 a1 o0
1 1 2 0 - i 1
b) 3 0 0 ¢ O
19 18 o 0 0
A=|-6 T -5 0 0
4 2 3 0 0
8 3 5 6 -1
9. Encontre A™', onde
a) 4 -1 2 =2 b) 0 i 2 i
3 -1 0 0O 1 - i 1
= A =
A 2 31 0 0 -1 1 -
o 7 1 1 1 1 1 0
) 1 0 x
A=|1 1 x?
2 2 x?
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10. Se A ou B é uma matriz ndo inversivel, entdo A - B também ndo é. Prove

isto, sem usar determinantes.

11. Mostre que

¥ x+1 3
L
xlg x 22
2x 1 0 x x+1 3 x* x+1l 3
1 2x-1 x*+}0 2 W+ |1 -1 X
0 X -2 0 x -2 0 1 0
Observe atentamente a igualdade acima e enuncie 2 propriedade que ela
ilustra,
2 1 3
12. Dada a matriz A= |0 2 1| calcule
s 1 3
a) adj A
b) det A
cy A

=(a-byb-ol- a)

13. Mostre que det | ¢ b ¢
a

14. Dizemos que A e B sio matrizes semelhantes se existe uma matriz P tal que

B = P'AP. Mostre que det A = det B se A ¢ B sdo semelhantes.

15. Verdadeiro ou falso?
a) Se det A = 1, entdio A™' = A,
b) Se A é uma matriz triangular superior e A7l existe, entio também A
serd uma matriz triangular superior.
¢) Se A é uma matriz escalar n X n da forma £l,, entdo det A = k"
d) Se A ¢ uma matriz triangular, entdo detA =a;,;, + ...+ dy,.

16. Resolva o sistema, usando a Regra de Cramer:

x-2y+ z=1
2c+ y =3
y-5z=4

R e T

e

21.

22

17.

18.

19.

20.
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Dado o sistema

x +y - w=0
x -zt =2

vtz- w=-3
x+y 2w = 1

a) Calcule 0 posto da matriz dos coeficientes.

b) Calcule o posto da matriz ampliada.

¢) Descreva a solug@o deste sistema.

d} Considere um sistema homogéneo AX = 0, onde A é uma matriz n X n.
Que condigdo vocé deve impor sobre A, para que o sistema admita solu-
¢oes diferentes da solugdo trivial (X = 0)? Compare com 3.6 ¢ o Exer-
cicio 18 do Caprtulo 2.

Prove que: Uma matriz A, com ordem &, tem posto 1 se, ¢ somente se Aé
inversivel.

A partir do exercicio acima, vocé pode concluir que uma matriz A, de
ordem n, possui determinante difererne ae zero se, e somente se A tem #
linhas linearmente independentes. Por qué? (Veja o final da seccdo 2.4.)

Agora prove a propriedade 3.7.1, usando o exercicio anterior.

Mostre que a drea do triangulo na figura ¢ dada pelo determinante

B(X:;,Vg)
s 1 Alxyoyy)
D) X2 Y2
X3 ¥y 1 >
\ C(Xz,ygl
a) Mostre que {1 &, at
1 a ﬂ% = (a3 - ay) (a3 - a,) (a3 - a2)
1 az d%

b) Se a,, az, ..., @, sZo numeros, mostre por indugdo finita que

1 a, ... a'f_l
-1
Vp = 1 o @ (x5 - xp)
i<j
1 ay .. ap’t

O simbolo 4 direita significa o produto de todos os termos Xx; - X;j cOm
i <je i jinteiros variando de 1 a n.



94

23.

ALGEBRA LINEAR

Sugestdo: Para efetuar facilmente a indugio, multiplique cada coluna por
xy e subtraia o mesmo da coluna imediatamente 4 direita, partindo do
lado esquerdo, obtendo, entdo: ¥, = (x, - x;) ... (x2 - X3) Vo1

Tal determinante é chamado determinante de Vandermonde.

Uma maneira de codificar uma mensagem §é através de multiplicagdo por
matrizes. Vamos associar as letras do alfabeto aos niimeros, segundo a
correspondéncia abaixo:

C FIGHII|J |[LIM|N|O
3 6(7(8{9|10|11112113|14

B
2

U
20

A
1

XY |Z
23124|25

D(E
4(5

\AL
21|22

PIQIR|S|T
15|16(17|18|19

Suponhamos que a nossa mensagem seja “PUXA VIDA”. Podemos formar
uma matriz 3 X 3 assim:

P U X
A — V|, que usando a
1 D A

correspondéncia numérica fica:

15 20 23
1 0 21|=M
9 4 1

Agora seja C uma matriz qualquer 3 X 3 inversivel, por exemplo:

1 0 1
C=1[-1 3 1
0 1 1

Multiplicamos nossa matriz da mensagem por C, obtendo M ..C,

15 20 23 1 0 1 -5 83 358
1 0 21|-4f~-1 3 1|=|1 21 22
9 4 1 0 1 1 5 13 14

Transmitimos esta nova matriz (na pratica, envia-se a cadeia de nimeros

-5 83 58 1 21 22 5 13 14). Quem recebe a mensagem decodifica-a
através da multiplicagio pela inversa (M - C) - C™' = M) e posterior
transcricio dos nimeros para letras. C é chamada matriz chave para o
codigo.

a) Vocé recebeu a mensagem:
-12 48 23 -2 42 26 1 42 29
Utilizando a mesma chave traduza a mensagem,
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b) Aconteceu que o inimigo descobriu sua chave. O seu comandani¢ manda

T T
vocé substituir a matriz chave por [1 1 0. Vocé transmite 2
0 0o 2

mensagem “CRETINO...” a ele (codificada, naturalmente!). Por que nio
serd possivel a ele decodificar sua mensagem?

¢) Escolha uma matriz-chave que dé para codificar palavras até 16 letras.
Codifique e descodifique 4 vontade!

3.10.1 Respostas

l.a)5 b) 2 10 d-e+
3. a) 21 b) 21
5.0 V By V ¢) F d) vV e) F nv

7. a) Seja A uma matriz triangular superior e desenvolva-se o determinante
através da primeira coluna.
{Al = a,,|A,;| mas A, é triangular superior também A} = anlAy !
etc.
Entio |Al =4y, * @33 ... dnp-

b) (i) tnica, (#) nenhuma.

9.2 [-1 -1 4 -2
3 -4 12 -6
11 14 -43 22
10 14 -4 21

b) . -1 -1
-1 - i 1-i
S+ {1+ 2 1 -1 i

3-§i 2-i 3-1

9 | -2 R

x x

-1 -1 + 2 1 -1
x

2 -1

1 x? x2
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15.

17.

21.
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A derivada do determinante é a soma dos determinantes das matrizes obti-
das da original, diferenciando as linhas, uma por uma.

a) F b v Y d) F
a3 ¢) Possivel e indeterminado.
b) 3 d) As linhas de A como vetores sio LD.

Considere as dreas do trapézio AXYC e dos tridngulos AXB e CYB.

I 3 c

B

23. b) A matriz-chave nfio tem inversa.
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ESPACO VETORIAL

4,1 VETORES NO PLANO E NO ESPAGO

Imagine uma forga atuando sobre um corpo. Vocé conseguird precisd-la deter-
minando sua intensidade ¢ direcdo. Forga € um exemplo tipico de grandeza
que serd representada por um vetor. Qutros exemplos sfo velocidade e deslo-
camento. Neste capitulo desenvolveremos o conceito de vetor de uma forma
bem ampla, de modo que, por exemplo, solugGes de sistemas de equagdes li-
neares ou de equagBes diferenciais também possam ser representadas por ve-
tores.

Figura 4.1.1



98 ALGEBRA LINEAR

4.1.1 Vetores no Piano

Inicialmente, introduziremos a idéia de vetor, restringindo-nos ao plano.
Para isto, consideremos o plano cartesiano que consiste de um sistema de
coordenadas dado por um par de retas ortogonais, com orientagio. Fixada
uma unidade de comprimento, um ponto £ do plano pode ser identificado
com o par (g, b) de nimeros reais, que sdo suas coordenadas.

Y

Figura 4.1.2

Dados dois pontos £ e ¢ do plano, podemos considerar o segmento de
reta orientado Pa, com ponto inicial P ¢ ponto final (. Note que embora co-
mo conjunto de pontos os segmentos PQ e OF sejam iguais, como segmentos
orientados eles sdo distintos. Diremos que eles sdo segmentos opostos.

Vamos estabelecer que dois segmentos orientados sdo equivalentes se tive-
rem o mesmo comprimento e diregdo. Por exemplo, na figura

Figura 4.1.3

— — - K - - = . —
PG, KL e RS tém a mesma diregio; RT ¢ KL tém o mesmo comprimento; PQ,
- >
RS e ZW tém o mesmo comprimento, mas os inicos segmentos com orienta-

= -
¢des equivalentes s3o PQ e RS. Para qualquer segmento orientado no plano exis-
te outro equivalente a este cujo ponto inicial é a origem. Por exemplo,
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Figura 4,1.4

Vamos passar a considerar agora, apenas 0s segmentos orientados com
ponto inicial na origem, denominados verores no plano. E importante notar que
vetores no plano sio determinados exclusivamente pelo seu ponto final, pois o
ponto inicial é fixo na origem. Assim, para cada ponto do plano P4, b), estd
associado um Unico vetor v = O_I5 e, reciprocamente, dado um vetor, associanos
um tnico ponto do plano, que é o seu ponto final. Isto €, a correspondéncia
entre pontos do plano e vetores é biunivoca.

Usando esta correspondéncia entre vetores ¢ pontos do plano, costumamos

>
representar um vetor v = OP pelas coordenadas do seu ponto final P(¢, B).
Usamos a notagdo da matriz-coluna v = [ﬂ ou mesmo a identificagao

v = (¢, b). Por exemplo, v = [;] ou v = (1, 3). Observe que, deste modo, &

origem do plano ficard associado um vetor que tem os pontos inicial e final
coincidentes com esta, Denominaremos tal vetor (que ¢ s6 um ponto) de vetor
mulo, e este serd representado por (_9, 0). .

O oposto de um vetor v = OF ¢ o vetor W = O(¢), que tem o mesmo
comprimento e dire¢dc oposta. Em termos de coordenadas, se v = (g, b), entdo
w = (~a, -b) e, por essa razio, denotamos W = -V.

4.1.2 Operagdes com Vetores no Plano

a) Multiplicaggo de um vetor por um nimero.

Multiplicar um vetor v por um nimero £ > 0 € considerar um novo ve-
tor w = kv, que possui a mesma dire¢do de v e tem como comptimento £ ve-
zes o comprimento de v. Se £ < 0, 0 vetor W = kv serd igual ao oposto do
vetor 1kl - v. Se k = 0, w = kv serd o vetor nulo.
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w =25y

|

Figura 4.1.5

Observe que a multiplicagio de vetor por um nimero corresponde d multipli-
cagdo da matriz-linha (ou coluna) por esse nimero. Assim, se v = (g, b) e
w = kv, entdo W = (ka, kb). Por exemplo, para v = (2, -5}, w = 3v = (6, -15).

b) Adigio de dois vetores,

Para introduzir 2 soma de vetores, vamos voltar ao exemplo de forgas
atuando num corpo. Uma for¢a que atua num ponto pode ser representada por
um veter, de comprimento igual A intensidade da forga, com a mesma direcio
em que a forca atua. (Estamos supondo que a origem do sistema de coordena-
das estd no ponto onde a forga atua.)

Suponhamos agora que temos duas forgas F; ¢ F, atuando no mesmo
objeto. Podemos representar o resultado destas duas forgas por uma tnica for-
¢a R? Em outras palavras, 0 que é a “soma” de duas forgas?

e
[ " F)

v 7, Figura 4.1.6

A experiéncia mostra que a forga resultante é representada pelo vetor diagonal
do paralelogramo construido a partir dos vetores Fy e F,. Chamamos a forga
resultante de soma de F, com F; e denotamos R = F; + F,. Agora, pensemos
em termos de coordenadas. Se F, = (g, b) e F, = (¢, d), quais s8o as coordena-
das de R?

Figura 4.1.7
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Usando congruéncia de triangulos, vocé pode notar que as coordenadas de R
sio (@ t ¢, bt d) _

Foram resultados como este que motivaram a definigio formal de soma
de dois vetores no plano, Se v = (a, b) e w = (¢, d), entdo o vetor-soma serd
v+ w=(a+c btd). Observe que somar vetores corresponde simplesmente a
somar as matrizes gue os representam. As operagGes entre vetores herdam, por-
tanto, todas as propriedades das operagGes correspondentes para matrizes.

Podemos ainda observar que a soma de um vetor v = (g, b} com seu
oposto w=-v=(-a,-b) ¢0 valor nulo. Isto é, v +w=v +{-v)= (g - a,
b-b)=1(0,0) o

Por diferenga entre dois vetores v e w, entendemos a soma do primeiro
com o oposto do segundo vetor, v - w = v + {-w). Isto ¢ mostrado geometrica-
mente, pela Figura 4.1.1.

Y

- e

Figura 4.1.8

4.1,3 Vetores no Espago

Da mesma forma que fizemos no plano, podemos considerar vetores no espago.
Teremos entdo um sistema de coordenadas dado por trés retas orientadas, per-
pendiculares duas a duas, e, uma vez fixada uma unidad&? de com;‘)rimento, cada
ponto P do espago estard identificado com a terna de nimero reais (x, y, z),

que dd suas coordenadas.

Figura 4.1.9
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Também aqui os vetores sdo dados por segmentos orientados, com ponto
inicial na origem, e existe uma correspondéncia biunivoca entre vetores e pon-
tos do espago que a cada vetor OP associa seu ponto final P = {a, b, ¢). Deste

—

modo, o vetor v = OF costuma ser denotado pelas coordenadas de F.

a
v=| b ou v=(g b, ©)
c
Exemplo
A
\\\
v =1{1,2 2
L 1
I
1
1
I - ro
~ [} el o
e T
T
,,,,,,, sl
Figura 4.1,10

A origem fixada para o espago representard o vetor nulo (0, 0, 0).

Assim, se chamarmos de ¥ o conjunto de vetores no espago, podemos
identificar

)

{(x), xz, x3); x; € R}
RXRXR=R?

14

4.1.4 Operagdes com Vetores no Espaco

A soma de dois vetores e o produto de um vetor por um nimero (escalar)
também sdo definidos da mesma forma que no plano
Seu:(xthst) e sz’l)yz’ya)!

et v= (Xt Y, Xt X3 T ys)

e ku = (kx,, kx;, kx3)

Por exemplo, se u = (2, -3, 5)ev=(1,2,0,u+v=(3 -1, 5e
2u = (4, -6, 10).

Como ji observamos no caso do plano, estas operagdes correspondem exa-
tamente 4s respectivas operagdes das matrizes-linha que representam os vetores
e gozam de uma série de propriedades decorrentes daquelas relativas as ope-
ra¢cdes com nimeros reais.

et i+
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Propriedades:
) mtvytw=u+(v+w)

i) utv=v+u

i) Existe 0 € V tal que u + 0 = u. (0 é chamado vetor nulo.)
iv) Existe -u € V tal que u + (-u) = @,

v) a(u+v)=au+av

vi) (@ +byv=av+ by

vii) (ab)v = a(bv)
viif) lu=u

Estas propriedades servirio para caracterizar certos conjuntos que, apesar
de terem natureza diferente dos vetores no espago, “comportam-se” como eles.
Estes conjuntos receberdo o nome de espagos vetoriais.

4.2 ESPACOS VETORIAIS

4.2.1 Definig8o: Um espaco vetorial real é um conjunto V, nio vazio,
com duas operagdes: soma, ¥ X V—5 V. e multiplicagio por escalar,
R X V— V, tais que, para quaisquer u, v, w € V e a, b € R, as proprieda-
des de {) a vifi) sejam satisfeitas.

Se na defini¢do acima, ao invés de termos como escalares, nlimeros reais,
tivermos nimeros complexos, V serd um espago vetorial complexo.

Usaremos doravante a palavra vetor para designar um elemento de um
espago vetorial. Assim, por exemplo, se considerarmos o espago vetorial
V = M(2, 2), os vetores serdo matrizes. {(Mostre que M(2, 2) realmente ¢ um
espago vetorial, verificando as condigGes indicadas na defini¢3o 4.2.1. Lembre
que os vetores u, v ¢ w deste espago vetorial sio matrizes 2 X 2 e os escalares
ainda mimeros reais.) Agora, convém introduzir alguns exemplos de espagos
vetoriais.

4.2.2 Exemplos
Exemplo I: O conjunto dos vetores do espago
V=R = {(x1, X2, x3); x; € R}

¢ evidentemente um espago vetorial real (veja 4.1.3),
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Fxemplo 2. No lugar de ternas de numeros reais consideremos como ve-
tores n-uplas de nimeros reais.

V=R" = {{x,, x5, ..., xn); xi €R}

ese u = (X), X2y v Xph V= V1, V2o o Va) €d ER,

Wt v= (0 Ty, X F Ve, e, X v Yg) € au = (X, X3, aXp)

Neste caso perdemos, é claro, a visdo geométrica de “yetores”, pois safmos de

um espago de “dimensdo” 3 da geometria e passamos a um espago de “dimen-
sio” n. Apesar disto, podemos trabalhar com estes espagos da mesma maneira

que em R*.

Subexemplo: n = 5; ¥V = R®
V= {x,, xa, X3, Xa. X5). X;i € R}
Se u=(1,0 2,-34)
e v=1(0,1,1,-2,95),
entiou - 2v=1(1,0,2,-3,4 -2(0, 1, 1, -2, 5)
=(1,0,2, -3, 4 -(0,2,2,-4,10}
= (1, -2, 0, 1, -6)
Observe que, neste caso, o vetor nulo é (0, 0, 0, G, 0).
As n-uplas de ndmeros reais ou, equivalentemente, matrizes-linha 1 Xn
{ou matrizes-coluna 7z X 1) aparecem naturalmente na descrigio de muitos pro-
blemas que envolvem vdrias varidveis. Como um exemplo para determinar a po-
sigio de uma barra no espago precisamos dar as coordenadas de suas duas
extremidades A = {4,, @3, 3) ¢ B = (b1, by, bs). Assim, sua coordenada serd
dada por (a,, €1, a3 by, by, b3), ¢ estaremos trabalhando com o espago veto-
rial R®.
Exemplo 3. V = M(m, n), o conjunto das matrizes reais m X n com a
soma ¢ produto por escalar usuais.

Subexemplos:
P V=M22) = E Lﬂ:a, b,cood€R

Qual é o vetor nulo deste espago vetorial? (Veja o Exercicio | da secgio
4.8)

iy V=M1, m={lan an - @inl @i € R}.
Observe que este espago vetorial pode ser identificado com ¥V = R (veja

o Exemplo 2 desta segao).
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Exemplo 4. V = i o
d or mplo 4. V Py, 0 c_:on]u.nto dos polindmios com coeficientes reais,
e grau menor (')ullgual a n (incluindo o zero}. As operagdes sio soma de po-
lindmios e multiplicagio destes por nimeros reais

Subexemplo: n = 2
P, = {ay +a,x +a,x*: a; €ER}.

Todf)s os exemplos anteriores foram de espagos vetoriais reais. O préximo
exemplo é de um espago vetorial complexo.

Exemplo 5: V é o conjunto das matrizes 2 X 2, cujos elementos sdo ni-
meros’ complexos. As operagDes sdo adigdo de matrizes e multiplicagio destas
por nimeros complexos.

Exemplificando:
Tt 0 .| 2 6| [9+i 0O
2 =i 240 i 4+i 0
2

, i i-1 2+72
1+ -
1+ | - = .

0 0

E)s espagos .complexos aparecem, por exemplo, no estudo de sistemas de
equacdes diferenciais. (Veja o Capftulo 12.) Salvo mengio em contrério, todos
0s espagos vetoriais que abordaremos a seguir serio espagos vetoriais reais.

4.3 SUBESPACOS VETORIAIS

As vezes, é necessirio detectar, dentro de um espago vetorial F, subconjuntos
W que sejam eles proprios espagos vetorials ““menores”. Tais conjuntos serdo

chamados subespagos de V. Isto acontece, por exempio, em: ¥ = R2, o plano
onde W € uma reta deste plano, que passa pela origem. $O P

3

u+tv

Figura 4.3.1
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Veja que a reta W funciona sozinha como espago yetorial pois, a0 SOMArmos
dois vetores de W, obtemos um outro vetor em W. Da mesma forma, se mul-
tiplicarmos um vetor de W por um numero, o vetor resultante ainda estard em
W. Isto é, o subconjunto W é “fechado” em relagdo 4 soma de vetores e 4
multiplicagdo destes por escalar. Estas s#o as condigBes exigidas para que um
subconjunto W de um espago vetorial ¥ seja um subespago.

4.3.1 Definigdo: Dado um espago vetorial ¥, um subconjunto W, néo va-
zio, serd um subespago vetorial de V se:
i) Para quaisquer u, v € W tivermos u + v € W.
i) Para quaisquer 2 € R, u € W tivermos au e W

Podemos fazer trés observagGes:
@) As condigBes da definigio acima garantem que a0 Operarmos em W (soma

e multiplicagio por escalar), ndo obteremos um vetor fora de W. Isto é
suficiente para afimar que W é ele proprio um espaco vetorial, pois assim
as operacBes ficam bem definidas e, além disso, ndo precisamos verificar
as propriedades de (7) a (viii) de espago vetorial, porque elas sdo vilidas
em V, yue contém W.

b) Qualquer subespago W de V precisa necessariamente conter 0 vetor nulo

{por causa da condigdo (i) quando a = 0).
¢) Todo espago vetorial admite pelo menos dois subespagos (que sio chama-
dos subespagos triviais), o conjunto formado somente pelo vetor nulo (ve-

rifique (i) e (i)) e o proprio espago vetorial.

4.3.2 Exemplos
Exemplo 1: V = R® ¢ W C V, um plano passando pela origem.

Figura 4.3.2

Veja geometricamente a validade de (i) e (ii).. Observe que se W ndo
passasse pela origem, ndo seria um subespago. Note que na verdade os Uni-
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3 = .
cos subespagos .de R3 840 a origem, as retas e planos que passam pela ori-
gem, ¢ o proprio R”,

o éEx;méJlo 2: 4 =t R; e W= {0, x,, x;, x4, X5); x; € R}
, o conjunto dos vetores de R®, cuja primei
Verifiquemos as condigfes () e (ji). ¢ €% primelra coordenada ¢ mula

i) E =._(O, X2, x3’ Xa, xS)’ v = (09 .y'Z» y3v Y, ys) € W
030 u + v = (0, x; + yz, X3 + ¥y, X4 + ya, X5 + ¥s) que ainda
) ’[zertenfe a W, pois tem a primeira coordenada nuia.
u‘ u = O kxz kx3 ka kxs) c W i i i
, ) , ) , pois a primeira coorden :
para todo k € R. ? e € e

Portanto, W ¢ um subespago vetorial de R®

Exe.mplo 3 ’V: M(n, n} e W é o subconjunto das matrizes triangula-
tes superiores. W é subespago, pois a soma de matrizes triangulares superiores
ginda € uma matriz triangular superior, assim como o produto de uma matriz

;- triangular superior por um escalar.

Exemplo 4: Uma situagdo importante em que aparece um subespago ¢

- obtida ao resolvermos um sistema linear homogéneo. Por exemplo

2Zx+4y + z=20
x+ y+22=0
x+3y- z=20

i Observe que, se colocarmos este sistema na forma matricial, teremos

Desta forma, estamos procurando, dentro do espago vetorial M(3, 1)

fias matrizes-coluna de 3 linhas, aqueles vetores que satisfazem a relacio (+)
Isto &, aqueles vetores-solugdo do sistema. Queremos saber se o conjunto dos ,
. Vetoressolugdo é um subespago de M(3, 1). Para isto, teremos que tomar

i dois vetores-solugo.

X X3 Xt X3
yi| e |y |, e verificar se sua soma |[y,| +{ y,
Zq Zy 21 F2)
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ainda é um vetor-solugdo. Entdo

2 4 1 x, X, 2 4 1 X, 2 4 1 X,

R R R R TN D T N 52 B S S I P

1 3 -1 Zy Z, 1 3 -1 z, 1 3 -1 z,
0]

X1
Isto é, a soma é solugdo. Além disso, se multiplicarmos [yl] por uma cons-
73

tante k, teremos

2 4 1 x 2 4 1| [x 0 0
11 2V (kv =41 v 2| [m]]=k|0] =)0
13 -l z, 1 3 -1 |z 0 0

Isto é, o produto de uma constante por uma solugdo ainda é uma solugfo. Por-
tanto, o conjunto W dos vetores-solugdo de (*) ¢ um subespaco de M(3, 1).

(Considerando a identificagio M = (3, 1), como R3, W pode ser dado geometri-
camente pela intersecgio dos trés planos no espago descritos por cada uma das

equagdes de (#).)

Exemplo 5: O conjunto-solugio de um sistema linear homogéneo de n
incognitas é um subespago vetorial de M(n, 1). Tente provar isto.
Alguns exemplos em que W ndo é subespago de V' s30 0s seguintes:

Exemplo 6. V = R? onde W é uma reta deste plano que nio passa pela
origem,

Figura 4.3.3
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W nio é sub i i
¢ subespago de V, pois existem u e v em W, tal que u + v & W. Outra

maneira de ver que W ndo é subespago de ¥ ¢ notar que o vetor nulo ndo
pertence a W. (Veja a observagio b em 4.3.1)

) Este ultimo fato ¢ usado freqiientemente
;1;;) é sube(sjpago de ¥V, is.to ¢, sempre que 0 € U, podemos afirmar que U/ ndo é
espaco e-V. Mas, cuidado: Nio vale a reciproca, pois podemos ter 0 € {/

sem que U seja subespaco, como mostra o exemplo seguinte.

para determinarmos que U C V

. - 2
. (2Ex:mplo 7:V=R*e W= {(x, x*): x € R}. Se escolhermos u = (I, e
=(2, 9, temos u + v = (-3, §) & W. Assim, W nio ¢ subespago vetorial de I
pois, caso conytrano, a condigdo (7} deveria ser satisfeita para quaisquer u e v €
€ W, e isto ndo ocorre neste exemplo.

w ‘}

¥

0.0 Ew
Figura 4.3.4

Exe<mplo 8: V= M(n, n) e Wé o subconjunto de todas as matrizes em
que 1211’\ 0. Mostre que a condigdo (i) ¢ satisfeita, mas (if) nao é; portanto
W nado é um subespaco. , ‘

Exemplo 9: Se um sistema linear nio for homogéneo, o que acontece
com seu conjunto-solugio? Considere o exemplo:

2x v 4y + z =1
(#)yx+ y+2z=1
X+3y- z=0

Prgve que a soma de dois vetores-solu¢io nem sempre é ym vetor-solugdo, e
assim o conjunto-solugio ndo € um subespaco de M(3, 1). (Veja o Exercf;io
17 da secgdo 4.8.)

Lmbora nes Exemplos 6 e 9, W niio seja subespago, ainda assim ele ¢ um
subconjunto especial que recebe o nome de variedade {inear. Estudaremos me-
lhor este tipo de subconjunto em 4.9. O Exemplo 7 nio é uma variedade linear
Agora veremos as principais propriedades dos subespacos. .

_Biblinteca de |
Ciéncia & Tecnol,
3 B e
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4.3.3 Teorema: {Intersecgdo de subespacos): Dados W, e W, subespagos
de um espago vetorial ¥, a intersecgdo W, N W, ainda é um subespaco de V.

Prova: Observamos inicialmente que W, N W, nunca é vazio pois ambos 08
subespagos contém o vetor nulo de V. E necessirio verificar entdo as condi¢des
i) e i) para mostrar que W, N W, também € subespago vetorial de V.

i) Dados x,y € W, N W;, x ey pertencem a W,, e também a W,. Entao,
x+yE W ex+y€W, sendo W, e W, subespacgos de V. Portanto,
xt+y €W NW,.

i} Agora, vocé deverd provar a segunda condigio como um exercircio.

4.3.4 Exemplos

Exemplo 1: V = R®
W, N W, ¢ a reta de interse¢do dos planos W, e W,.

Figura 4.3.5

Exemplo 2: V = M(n, n)

W, = {matrizes triangulares supericres}
W, = {matrizes triangulares inferiores}
Entio W, N W, = {matrizes diagonais}.

Uma vez que a interse¢do de dois subespagos ainda & um subespago veto-
rial, poderramos esperar o mesmo da reunido. Mas isto ndo acontece, cOmo po-

demos ver no proximo exemplo.
Exemplo 3. V = R?

W,

Figura 4.3.6
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W, e W, sdo retas que passam pela origem. Entdo, W, N W, = {0} e W, U W,
¢ o “feixe” formado pelas duas retas, que nao é subespago vetorial de R3. De
fato, se somarmos os dois vetores u e v, pertencentes a W, U W,, vemos que
u + v estd no plano que contém W, e W, masu + v & W, U W,.

Assim, W, U W, ndo € subespaco de V. Entretanto, podemos construir
um conjunto W, que contém W, ¢ W; e ¢ subespago de V. W serd formado
por todos os vetores de J que forem a soma de vetores de W, com vetores de
W,. W= W, + W, serd chamado “soma de W, e W,”. Serd conveniente colocar-
mos esta afirmagio de forma mais precisa.

4.3.5 Teorema: (Soma de subespacos): Sejam W, e W, subespagos de um
espaco vetorial V. Entfo, o conjunto

Wy + W, = {vEV,v=w, +wy, w, €W, ew, € W,} ésubespago de V.
Prova: (Veja o Exercicio 23 da secgiio 4.8.)

4.3.6 Exemplos

Exemplo 4: No exemplo anterior, W= W, + W, ¢ o plano que contém
as duas retas,

Wy
Wy + Wy

Figura 4.3.7

Exemplo 5: Se W, C R® é um plano e W, é uma reta contida neste pla-
no, ambos passando pela origem, W, + W; = W;.

=

Figura 4.3.8
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Exemplo 6: W, ={l}) l[;)]} e W, = {E) 2]} onde a, b, ¢, d € R,
- a b
Entio W, + W, ={|:c djl}: M(2, 2).

Quando W, N W, = {0}, entdo W, + W, & chamado soma direta de W,
com W,, denotado por W, ( W,. Os Exemplos 4 e 6 sdo exemplos de soma
direta, e um contra-exemplo é dado no Exemplo 5. Observe que tanto no Exem-
plo 1, como no 2, temos que o espago todo ¥ = W; + W,, mas a soma ndo ¢
direta.

4.4 COMBINACAO LINEAR

Vamos comentar, agora, uma das caracteristicas mais importantes de um espago
vetorial, que ¢ a obtengdo de novos vetores a partir de vetores dados.

4.4.1 Definigio: Sejam V um espago vetorial real (ou complexo),
Vi, V3, ..., ¥y € Ve ay, .., a, nimeros reais (ou complexos). Entdo, o vetor

¥ =,V + a,vp + ..+ yVy

é um clemento de V ao que chamamos combinaco linear de vy, ..., ¥q.

Uma vez fixados vetores vy, ..., ¥, em ¥, o conjunto W de todos os ve-
tores de ¥ que sio combinagdo linear destes, é um subespago vetorial. (Mostre
isto como exercicio.) W é chamado subespaco gerado por Vi, .., Vp € USEMOS &
notagdo

W= [v, ..., Vu)

Note que, formalmente, podemos escrever

W= [v,, vpl={vEV, v=0v + . tapvp, g, ER 1 <i<n}

ey

Uma outra caracterizagao de subespago gerado ¢é a seguinte: W= vy, .., ¥4}
é 0 menor subespago de ¥ que contém o conjunto de vetores {vy, ..., ¥»}, nO senti-
do de que qualquer outro subespago W' de V que contenha {v, ..., v,} satis-
fars W' D W. (Mostre também esta afirmagdo como exercicio.)

4.4.2 Exemplos

Exemplo I: V=R vE V,v#0.
Entdo [v] = {av: a € R}, isto &, [v] é a reta que contém o vetor v.
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Figura 4.4.1

Exemplo 2: Se v, v; € R? sdo tais que av, # v, para todo @ € R, entdo
[v,, v.] serd o plano que passa pela origem ¢ contém v, e v,,

Figura 4.4.2

v3 >

e Figura 4,43

pode ser escrito como combinagdo linear de vy, ¥y, V3 ¢ uma combinagao linear
apenas de v, e v, (pois v ¢ combinacdo linear de v, e v).

Exemplo 3: V = R%, v; = (1, 0), v, = (0, 1). Logo ¥ = [v,, v,] pois, da-
dov=(x, y) €V, temos (x, ¥) = x(1, 0) + ¥(0, 1), ou seja, v = xv, + yv,.

Exemplo 4:

o |l O] |01
1o o 27|10 o

Entao [v,, v;] = [[(1) b:]:a,bER
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45 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

Em Algebra Linear, ¢ fundamental sabermos se um vetor ¢ uma combinagio li-
near de outros. No Exemplo 2 da se¢do anterior, 0 €3pago gerado por vy, vz,
v, é 0 mesmo que o espago gerado por v, v,. A raz#o disso € que v3 € um
vetor “supérfluc” para descrever o subespago, pois é uma combinagdo linear de
v, e v,. No caso geral, dados os vetores vy, ¥, ..., Vg, QUETEMOS saber se nao
existem vetores “supérfluos”, isto ¢, se algum desses vetores ngo é uma combi-
nagdo linear dos outros. Para chegarmos a uma conclusdo, precisamos comegar
definindo dependéncia e independéncia linear.

4.5.1 Definigio: Sejam ¥ um espago vetorial e vy, ..., Vp € V. Dizemos
que o conjunto {vy, ..., ¥,t & linearmente indeperidente (LI), ou que o0s vetores
¥y, .., ¥y s80 LI, se a equagio

avy + .. tapv, =0
implica que @, = 4; = ... = @, = 0. No caso em que exista algum a; # 0 dize-
mos que {v,, ..., V4| € linearmente dependente (LD), ou que os vetores
vy, ..., ¥4 sio LD.

Vetores linearmente dependentes podem ser caracterizados de uma outra
maneira.

45.2 Teorema: {v,, ..., vy} & LD se, e somente se um destes vetores for
uma combinagio linear dos outros.

Prova:
Sejam vy, ..., v, LD e

avy + .t agy oLt dpVe S 0

Segundo a definig@o dada, um dos coeficientes deve ser diferente de zero. Su-
ponhamos que 4; # 0. Entdo

1
v = “ (@v; + . F @ Vi T 1% + ...t apvn)
7
e portanto
d a
V] = it 3 v; + _in ¥n
a
7 7

Logo, v; é uma combinagdo linear dos outros vetores.
Por outro lado, se tivermos {v,, ..., ¥, ..., ¥x} tal que para algum 7,

v = hyvi+ ot b vt bjsVie ¥ o " bnvy
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temos
byvp + ... - Ivi + .+ by, =0 com bi=-~1 e,
portanto, {vy, ..., vy} é LD.

Esta proposicdo também € equivalente a: Um conjunto de vetores é LI
se, e somente se nenhum deles for uma combinagdo linear dos outros.

4.5.3 Exemplos

Exemplo 1: V = R®. Sejam vy, v, € V.
{vi, .vz} € LD se e somente se v, e v, estiverem na mesma reta, que passa pe-
la origem. (v, = Av;). Veja a Figura 45,1,

L]
Figura 45,1

Exemplo 2. V = R?, Sejam v,, v;, v; € V.

{v1, v2, v3} € LD se estes trés vetores estiverem no mesmo plano, que passa
pela origem. Veja a Figura 4.5.2.

€

Figura 4.5.2

Exemplo 3: V=R%* e, =(1,0) e e, =(0, 1)
e e; sio LI, pois
a,e, + aze; =0
a(1, 0) + 4;(0, 1) = (0, 0)
(@, @) = (0, 0)
g, =0 e a,=0
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Exemplo 4: De modo andlogo, vemos que para ¥ = R>, ¢, = (1, 0, 0),
e, = (0, 1,0)ee;=(0,0,1) Entdo e,, e, e e; sd0o LI

Exemplo 5: V = R? . 1
{(1, _1)! (1, 0)! (l: 1)} £ LD: POiS j(l’ _]) - l(la 0) + 7(15 1) = (09 0)

4.6 BASE DE UM ESPACO VETORIAL

Agora, estamos interessados em encontrar, dentro de um espago vetorial ¥,
um conjunto finito de vetores, tais que qualquer outro vetor de V seja uma
combinagdo linear deles. Em outras palavras, queremos determinar um conjun-
to de vetores que gere F e tal que todos os elementos sejam realmente ne-
cessarios para gerar V. Se pudermos encontrar tais vetores, teremos os alicerces
de nosso espago, com estes vetores fazendo o mesmo papel que i, j, k na Geo-
metria Analitica no espaco. Denominaremos um conjunto de vetores desse tipo
de base.

4.6.1 Definigio: Um conjunto {v, ..., v,} de vetores de ¥ serd uma ba-
se de Vse;

[) {V], ] vn} é LI
i vy, vl =V

4.6.2 Exemplos

Exemplo I: V = R? e, = (1,0) e e, = (0, 1)
{e,, e;} é base de ¥, conhecida como base canonica de R2 (Veja o Exemplo
3 da secdo 4.4.2 e o Exemplo 3 da segdo 4.5.3)

O conjunto {(1, 1), (0, 1)} também é uma base de V = R% De fato:
Se (0, 0) = a(l, 1)+ b(0, 1) = (4, a + ), entdo a = b = 0. Isto ¢, {(1, 1),
(0, 1)} é LL
Ainda [(1, 1), (0, 1)] = ¥V pois dado v = (x, y) € V, temos

()C, y) = X(l, 1) * (y - x}(O, 1)

ou seja, todo vetor de R? é uma combinagdo linear dos vetores (1, 1} e (0, 1).
Veja a Figura 4.6.1.

0, 1 a1

Figura 4.6.1
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Exemplo 2.
{(0, 1), (0, 2)} ndo é base de R?, pois é um conjunto LD,
Se (0, 0) = a(0, 1) + »(0, 2), temos ¢ = -2b e @ e b ndo sio necessariamente
zero. Veja a Figura 4.6.2.

(0, 2

Figura 4.6.2
(0, 1)

Exemplo 3: V = R?
{1, 0,0, (0, 1, 0), (0, 0, 1)} € trma base de R>. Esta é a base candnica de
R3. Podemos mostrar que
D) {e), ey, es) 6Ll e
i) (x, y,z)=xe; + ye, + zeg

Exemplo 4. )
{(1, 0, 0), (0, 1, 0)} ndo é base de R®. E LI, mas ndo gera todo R, isto &,
ft1,0,0), (0, 1, 0] = R3.

Exemiply 5.V = M(2, 2)

I 0 0 1 0 0 0 0 .
I;) JE) J,E Ojiﬂ) 1] é uma base de V.

(Veja o Exercicio 9 da secgio 4.8.)

Existem espacos que ndo tém base [inita. Isto acontece principalmente
quando trabalhamos com espagos de fungdes. Nestes casos, precisaremos de um
conjunto infinito de vetores para gerar 0 espaco. Isto ndo quer dizer que esta-
mos trabalthando com combinagdes lineares infinitas, mas sim, que cada vetor
do espago é uma combinagdo linear finita daquela “base infinita”. Ou seja, pa-
1a cada vetor, podemos escolher uma quantidade finita de vetores da “base”
para, com eles, escrever o vetor dado (veja o Exercicio 16 da secgdo 4.8.). Nes-
te texto, consideraremos sempre espagos vetoriais que tenham uma base finita.

Para obter propriedades acerca das bases de um espago, consideremos as
proposigdes seguintes.
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4.6.3 Teorema: Sejam v,, Vi, ..., ¥; vetores ndo nulos que geram um es-
pago vetorial V. Entdo, dentre estes vetores podemos extrair uma base de V.

Prova: Se vy, v, ..., ¥, 530 linearmente independentes, entdo eles cumprem as
condigGes para uma base, e nfio temos mais nada a fazer. Se v, Va2, ..., ¥n $30
linearmente dependentes, entdo existe uma combinago linear deles, com algum
coeficiente n@o zero, dando o vetor nulo

XV XV t Lt Xy, =0

Seja, por exemplo, X, ¥+ 0. Entao podemos escrever

-x - -Xp_
Vv, = —>v + Ly, + .+ 2L,
Xn Xy Xn
ou seja, v, é uma combinagdo linear de vi, ..., Va1 & portanto, vy, V2, -y Va1

ainda geram V. Se vy, ..., V5, for LD, entdo existe uma combinacdo linear de-
les dando o vetor nulo e com algum coeficiente diferente de zero; portanto,
poderemos extrair aguele veior que corresponde a este coeficiente. Seguindo
desta forma, apés uma quantidade finita de estdgios, chegaremos a um subcon-
junto de {vi, ..., v,}, formado por r(r < n) vetores LI v;y, Vig, .y ¥ir, QUe
ainda geram ¥, ou seja, formaremos uma base.

4.6.4 Teorema: Seja um espaco vetorial V' gerado por um conjunto finito
de vetores vy, v;, ..., ¥,. Entdo, qualquer conjunto com mais de n vetores é
necessariamente LD (e, portanto, qualquer conjunto LI tem no mdximo n veto-
res).

Prova: Como vy, ..., ¥,] = V, pela proposi¢io anterior, podemos extrair uma
base para ¥ de vy, ..., V. Seja vi, ..., Vr, 7 S 1, €512 base {para nic complicar
a notagdo). Consideremos agora wy, Wy, ..., Wy, M vetores de ¥, com m > n.

Existem, entdo, constantes a;;, tais que

Wy = up¥y TV Tt Y
Wy = dg Vi T dpVa T T dyYyr
(1)
W =@V T amaV2 T ot dmrVe
Consideremos agora uma combinagdo linear de wy, ... Wm, dando zero.

() O=xw, +X;W, + ...+ X;mWn
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Substituindo as relagdes (1) em (2) e coletando os termos, obtemnos
0=1(ayx, +daxy + ..+ dpXmvy +

(@12X) + dagXy + ot Xy )V,

(a,x, tagx, + ...+ Ay X W

+ +

Como vy, V5, ..., ¥, 530 LI, entdo

anxy tanx; totdapxy =0

aypxy tdyXy vt ampxy =0

Temos entdo um sistema linear homogéneo com r equagles e m incognitas
X[, w0, X €, cOomo r £ 1 < m, ele admite uma solugdo ndo trivial, ou seja,
existe uma solugdo com algum x; ndo nulo. Portanto wy, ..., wy sio LD.

4.6,5 Corolario: Qualquer base de um espago vetorial tem sempre o mes-
mo niamero de elementos. Este nimero € chamado dimensao de V, e denotado
dim V.

Prova; Sejam {vq, .., vo} & {w,, ..., Wy} duas base de V. Como v,, ..., v,
geram Ve wy, ..., wyy s30 LI, pela proposigao anterior, m < n.
Por outro lado, como w,, ..., W,; geram V e v, ..., v, sdo LI, ainda pe-

lo teorema anterior, # < m. Portanto, # = m.

4.6.6 Exemplos

Exemplo 1: V = R?
{(1, 0), (0, D} ¢ {(1, 1), (O, 1)} sdo bases de V. Entdo dim V = 2.

Exemplo 2: dim R? = 3,

Exemplo 3.V = M(2, 2).
Como vimos no Exemplo 5 da secio 4.6.2, uma base tem 4 elementos. Entdo
dim V' = 4.

Quando um espago vetorial ¥ admite uma base finita, dizemos que ¥V é
um espago vetorial de dimensdo finita.

4.6.7 Teorema: Qualquer conjunto de vetores LI de um espago vetorial ¥
de dimensdo finita pode ser completado de modo a formar uma base de V.

Prova: Seja dim V = n e vy, ..., v, vetores LI {Observe que, pelo teorema
4.64,r < n)Se lvy, .., v] = V, entdo {v;, ..., v,} forma uma base, e nfo
temos mais nada a fazer (neste caso, n = r).

Biblioteca de
Cigéncia & Tecn

M-
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Se existe v,,, € V¥ tal que v, € v, ... v,], isto €, v,,, ndo € uma
combinagdo linear de vy, ..., ¥, entdo {v;, v,. ..., ¥, v, } € LI (prove isto’).

Se {vi, Vo, oo, ¥po Va1 = V. entdo {v,, .., v,,,} ¢ a base procurada. Caso con-

tririo, existe Vy,, €& [vy, ..., Vpy | e, entdo, {v|, ..., v, Vpsof € LI (prove
isto!). Se [vy, ..., ¥r41» ¥r.2] NOSsa prova estd conciuida. Se nao, prosseguimos
usando 0 mesmo argumento. Como ndo podemos ter mais do que » vetores LI
em V (veja o teorema 4.6.4), apés um numero finito de passos teremos obti-
do uma base de ¥ que contém os vetores dados,

Um corolario muito aplicado desta proposicdo ¢é

4.6.8 Corolario: Se dim V = #, qualquer conjunto de n vetores LI forma-
14 uma base de V.

Prova: Se nio formasse uma base. poderiamos completar o conjunto até formd-
Ja e dessa forma terfamos uma base com mais do que n vetores em V, 0 yue
¢ absurdo (veja 4.6.5).

Por exemplo, se vocé souber que a dim ¥ = 2, e encontrar um conjunto
de dois vetores LI, vocé pode afirmar que ele é uma base e portanto gera V.

Uma proposi¢do que relaciona as dimensdes de subespagos de um espago
vetorial é dada a seguir.

4.6.9 Teorema: Se U e W sio subespagos de um espago vetorial ¥ que
tem dimensdo finita, entio dim I/ € dim V e dim W < dim V. Além disso,

dim(U + W) = dim U + dim W - dim(U N W)

A demonstragdo desta proposigdo é feita tomando-se bases para U e W, juntan-
do-as, obtendo um conjunto de vetores que gera U + W e depois estudando
quantos sdo necessirios extrair para se obter uma base para U + W. Deixamos
vocé fazer esta prova, recomendando que resolva primeiro os problemas 27 e

28 da secgdo 4.8. E um bom exercicio !

O resultado a seguir nos permitird falar em coordenadas de um vetor.

4.6.10 Teorema: Dada uma base § = {v;, va, .... v, de V, cada vetor de
V é escrito de maneira Gnica como combinagdo linear de vy, ¥z, ..., V-

Prova: De fato v € V, v = ayv, + ... + 4,¥; pois [vi, - v, =V, e co-
mo, {v,, ..., V4t € LI, 0s a, ..., 4, 530 univocamente determinados. (Verifique!)
Estamos supondo aqui que foi fixada uma ordem para os elementos da base.
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4.6.11 Definigdo: Sejam § = {v,, .., v,} base de V e v E V onde
v =a,v, + ...+ a,¥%,. Chamamos estes numeros a,, ..., 2, de coordenadas de v
em relagio A base § e denotamos por

a4,

l¥lg =

an

Exemplo: V = R?

B = {(1,0), (0, )}
(4, 3) = 4(1, 0) + 3(0, 1),

Porianto [(4, 3”3 = [g:l

Se ' = (1, 1}, (0, 1)}, entdo (4, 3} = x(1, 1) + »(0, 1), resultando x = 4 ¢
y = -1

Entio (4, 3) = 4(1, 1} - 1(0, 1), donde [(4, 3)]6' = [_T}

Observagdo: E importante notar que a ordem dos elementos de uma base tam-
bém influi na matriz das coordenadas de um vetor em relagdo a esta base. Por
exemplo, se tivermos:

ﬁl = {(13 0)’ (0! 1)} € 32 = {(0! 1)7 (1: 0)}3

(4, 3y, = {g] mas [(4, 3]s, = [i]

Em virtude disto, doravante, ao considerarmos uma base § = {vy, v, .., ¥},
estaremos sempre subentendendo que a base seja ordenada, isto €, que os veto-
res estio ordenados na ordem em que aparecem. Outras situagbes onde a ordem
dos vetores é de suma importancia so apresentados em 4.7 e nos Capitulos

Selo.

entdo

4.6.12 Exemplo

Considere:

V= {(x,y,z);x+y-z=0}
W= {y2:;x=yk
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Determine V + W,

Observe que

V=1[(1,0,1),(0,1,1)]
w=[(1,1,0),(0,0, 1]

Entdo
V4 W=1[(1,01,(0,11),(,1,0,(00 1]
(Veja 4.6.9.)

Como, dado (x, y, z) € R® podemos escrever

@, y,2) = of1,0, 1) + §0, 1, 1) + 7(1, 1, 0) + (0, 0, 1)

Com
a=x Observe que a solugdo deste
B=y sistema nfo € Gnica uma
vy=0 vez que 4 vetores no R? ¢
§=z-x-» necessariamente LD.

Portanto ¥V + W = R>.

Usando 4.6.9,

dim R® = dim V + dim W - dim (V' " W)
temos que dim (V' N W) =1

Vamos determinar ¥ N W,

yow = {x,y,z);x+y-z=0c¢ x=y}
= {(x,»,2);x =y =22}
(€1, 1, 1723

(Confira com o Exercicio 25.)

Para concluir esta secgdo gostarfamos de recomendar mais fortemente
alguns exercicios. Os espagos vetoriais mais usados na pritica s3o os R” e seus
subespagos €, por isso, é bom saber obter suas bases de modo rdpido: Um pro-
cesso para tal fim é delineado nos Exercicios 17 e 18 da secgao 4.8.

Volte ao Exemplo 4 da segdo 4.3.2. Se quisermos explicitar o espago-so-
lugdo, teremos que resolver o sistema. Fazendo isto, verificamos que o espago-
-solugiio é o espago gerado por
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i
-1

— rfw ml

e, portanto, é um subespago de dimensdo 1. Observe ainda que o grau de li-
berdade do sistema ¢ 1. Faga o Exercicio 215 ¢ ¢ da secgdo 4.8.

4.7 MUDANGA DE BASE

Vocé jd deve ter visto uma situagdo em que a resolugéo de um problema de
Fisica (de cinemitica ou estitica, por exemplo) torna-se muito mais simples se
for escolhido um referencial conveniente para desciever 0 movimento. Por exem-
plo, num problema em que um corpo s¢ move no plano xy, cuja trajetdria ¢ uma
elipse de equagdo x* + xp + y* - 3 = 0 (veju a Figura 4.7.1), a descri¢do do
movimento torna-se muito simplificada se ao invés de trabalharmos com os
eixos x e y (isto é, o referencial determinado pela base formada por e ]?),
utilizamos um referencial que se ap6ia nos eixos principais da elipse.

¥i X1

N8

(at (b}

Figura 4.7.1
Neste novo referencial, a equagio da trajetéria serd mais simples:
2 2 _
i+ 21 =06
(Depois vocé verd, no Capitulo 11, como foi encontrada esta equagio.)
Numa situagio desse tipo, temos duas questdes a resolver:

1) Como escolher o novo referencial?
2) Uma vez escolhido, qual a relagio entre as coordenadas de um ponto
no antigo referencial e suas coordenadas no novo?
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A primeira questdo € mais delicada e serd estudada no Capitulo 11. Agera,
veremos como solucionar a segunda. Passando a um contexto mais amplo, esta-
mos interessados na seguinte situagdo.

4.7.1 Sejam B = {u,, ..., up} e f = {w,, ..., w,} duas bases ordenadas
de um mesmo espago vetorial ¥. Dado um vetor v € ¥V, podemos escrevé-lo
como:

e (§) v=xu t ..t Xpuy
v=w t .t YWy

Como podemos relacionar as coordenadas de v em relagio a base §,
[~ ]
Xy
lvlg =
Xn
L

com as coordenadas do mesmo vetor v em relagdo i base g,

—_}’ 1—|

B

J4 que {uj, .., Uy} é base de ¥, podemos escrever os vetores w; como combi-
nacdo linear dos wj, isto é,

[vlg =

wy S dg iy Ty vt dmly
Wy = dply tapuy t . tdpls

(8%)

Wy = a1z + aznl]q_ + ...+ [ LY
Substituindo em (§) temos:

V=)Wt YWy
= yil@ny + ot Ggug) + ot yulamty tot Gnnln)
=(apy, *t .. tagpypu .t (@my + ... T @nn¥n)lp

Mas v = x,uy + ... + XU, € como as coordenadas em relagdo a uma base sdo
unicas, temos:

X =apyy tagpy: t ..t dinkn

1 tT dpay2 ¥ o T dandn

Xn
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Em forma matricial

Xy ap dyp Y1
Xn dpr . dpn Yn
Isto é, denotando
1y 23] ap
dyp 43 -

temos

lvlg = U}g vl
A matriz U]g ¢ chamada matriz de mudanca da base B’ para a base §.
Compare {I]g com {(§8§) e observe que esta matriz € obtida, colocando as
coordenadas em relagio a § de w; na i-ésima coluna. Note que uma vez obtida
[ }g podemos encontrar as coordenadas de qualquer vetor v.em relagdo 2 base f,

multiplicando a matriz pelas coordenadas de v na base ' (supostamente conhe-
cidas).

O exemplo a seguir esclarece melhor o papel da matriz de mwudanga de
base.

Exemplo: Sejam § = {(2, -1), (3, } e 8" = {(1, 0), (O, 1)} bases
de R?. Procuremos, inicialmente, [/ }g

W, = (1, 0) = a“(z, 1) + {12!(3: 4)
donde (], O) = (m” + 3a;,,-ap + 432])-

N 4 1
Isto implica que @ = m edn = T
wy, = (0,1) = an (2,-1) +a5(3,4)

-3 2
Resolvendo, a5 =47 ¢ an =
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. 4 3
[]]ﬁ =4 Gz} _ |1 1
g dy) dn 2
1

L
11

Portanto,

—

Podemos usar esta matriz para encontrar, por exemplo, [vlg para v = (5, -8).

(5, 9l = LB 16, )
(4 3

11 11 5

TlLo2] |8
11 11

Isto €,
(5,-8) = 4(2, -1) - 1(3, 4)

E claro que se o nosso problema fosse s6 encontrar as coordenadas de (5, -8},
em relagio 4 base §, poderiamos simplesmente resolver o sistema

(5, -8) = a(2, -1) + b(3, 4).

O dcilculo feito através da matriz de mudanga de base é operacionalmente van-
tajoso quando trabalharmos com mais vetores, pois neste caso ndo teremos que
resolver um sistema de equagOes para cada vetor.

4.7.2 A Inversa da Matriz de Mudanga de Base: Se em 4.7.1 comegarmos
escrevendo os u; em fungdo dos wj, chegaremos 4 relagio:

Vg = 18 [¥]g
Um fato importante é que as matrizes [[]gr e [I]g sdo inversiveis e
! -1
= [T,
)y = uy,
Veja o Exercicio 34 da secgio 4.8,

4.7.3 Exemplos
Exemplo 1: No exemplo anterior podemos obter [/ }g a partir de [I]g;.
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Note que [1]?3' é f3cil de ser calculada, pois f' € a base candnica.
(2,-1) =2(1,0) - 1(0, 1)
(3, 4) = 3(1, 0) + 4(0, 1)

donde

3
1
i

[~ e

ewio 1 - [ 237

Exemplo 2: Consideremos em R? a base 8 = {e,, e, e a base
g = {f,, f,}, obtida da base candnica § pela rotagio de um dngulo ¢. Dado
um vetor v € R? de coordenadas

Wl = 2}

2
11 Tt

em relagio & base 3, quais sdo as coordenadas
[Vlﬁ' 1N
M2

em relagio 4 base 87 Temos entdo

Figura 4.7.2

v=xe T X8
= yfy + 32y
e queremos calcular
g = LK g
ou seja, temos que achar a matriz U]g-- Para isto, devemos escrever ey € €, em

fungdo de f, e f,. Veja as Figuras 4.7.3 ¢ 4.7.4, Biblioteca de

Ciéncia & Tecnogg;ia
EDaAal
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e, = cos@f;, -~ sen0f,

e
2 ¢,
fy
COSB T~
P "‘-.‘_-
e; = sen df; + cosdf, 0 .
y
’l
senf — !
. Figura 4.7.3
Portanto, [1}6, .| cosé sent
8 ~-senéd  cosd
&2
/ \\\ fl
/ ~.
,
/7
f )
. \ 2
donde | 711 = cosd  sen 8| | X, K
Y2 -send cosd| | x; / fsen 8

Figura 4.7.4

ou seja, ¥y, = xycostl + xysenl
Y2 = -x;senfl + x; cos @

Como subexemplo, quando 8§ = —g— para v = (-2, 3), isto é
_
v = -2e, + 3e,, temos [v]ﬂf = [ E':I

; \t-2, 3
/ ~
I ~
// RN

¥z ~

Figura 4.7.5

e queremos determinar as coordenadas de v na base §' = {f,, f,}.
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Como vimos, [v]ﬁf = [ﬁ’j‘
2
™

onde y, = xqycos0 + xysend = —2005% + 3sen—5-

m
~x; senf + x; cosf = 2sen = + 3c051;-

n

Y2

2+3V3

2
donde ["]ﬁ’ =| 349243
2

ou seja, v = (ﬂ#)fl + (%fz

48 EXERCICIOS

1. a) Seja ¥ o espago vetorial R”, definido no Exemplo 2 de 4.22. Qual ¢ o
vetor nulo de V e o que é -(x,, X3, ..., Xp)7 b) Seja W = M(2, 2) (veja
4.2.2 Exemplo 3 i)} descreva o vetor nulo e vetor oposto.

2. Mostre que os seguintes subconjuntos de R* 530 subespagos

A W={(xyz0E€ Réjx+y=0ez-1=0}
By U ={x » z 1) E R4i2x+y—r=0ez=0}

3. Responda se os subconjuntos abaixo $30 subespacos de M (2, 2). Em caso
afirmativo exiba geradores

g)V:{|:a Ib:|c:om a b d& Reb:c‘}
¢ d

a b -
b)W={[c d]com a,b,c,dGREb—C+1}

4. Considere dois vetores (a, b) e (¢, @) no plano. Se ad - bc = 0, mostre que
eles sio LD, Se ad - be + 0, mostre que eles sio LI

5. Verifique se 0s conjuntos abaixo $30 espago vetoriais reais, com as opera-
¢Bes usuais. No caso afirmativo, exiba uma base e dé a dimensdo.

a) Matrizes diagonais n X 2
b) Matrizes escalares 7 X 7
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C){[Z a;{l:a, bER}

d) V= {a a .,a) € R": a € R}
e) {(1,a,b).a, b ER}

H Areta {{x, x + 3): x €ER}
g) {(a, 22, ) a € R}

6. Considere o subespago de R*
S = [(ls 1’ _2; 4)9 (l’ 1: "'1’ 2)5 (13 4, "'4; 8)]

a) O vetor (%, 1, -1, 2) pertence a &7
b) O vetor (0, 0, 1, 1} pertence a S?

7. Seja W o subespago de M(2, 2) definido por

2a a+ 2B,
W:{‘:O a-b}'a'bER}
a) l:g ‘21] € W? b) [2 ﬂ € W?

8. Seja W o subespago de M(3, 2) gerado por

0 9 0 1 o 1 0 2
11 0 -1|e|0 Of Ovetor |3 4| pertence a W?
0 0,1 O 0 0 5 0

9. Mostre que

(o8 0Ll

& base de M(2, 2).

10. Escreva uma base para o espaco vetorial das matrizes n X n. Qual a dimen-
sdo deste espago?

11. Quais sdo as coordenadas de x = (1, 0, 0) em relagio 2 base § = {1, 1, 1),
(-1, 1, 0), (1, 0, -1)}?

12.

13,

14,

15.

16.

17.

18.
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Qual seria uma base “natural’” para P,? (Veia o Exemplo 4 de 4.2.2). Dé a di-
mensao deste espaco vetorial.

Mostre que os polindmios 1 - 2, (1 - #)*, 1 - ¢ e | geram o espago dos
polindmios de grau < 3. i

Considere [-a, @] um intervalo simétrico ¢ C'{-¢, a} o conjunto das fungBes
reais definidas no intervalo [-2, a] que possuem derivadas continuas no
intervalo. Sejam ainda os subconjuntos ¥y = {flx) € C' [-q, a]| f-x) = Ax),
Vx € [-q, al} e ¥V, = {fx)€C |-a a] | fl-x) =- fix), ¥x E[-a, al}.

@) Mostre que C* [-a, a] é um espago vetorial real.

b) Mostre que ¥, e V, sdo subespagos de C' [-g, al.

¢) Mostre que V,® V2 = C' |-q, al.

Seja ¥V o espago das matrizes 2 X 2 sobre R, e seja W o subespago gerado
por

R AR A

Encontre uma base, e a dimensio de W,

Seja P o conjunto de todos os polindmios (de qualquer grau) com coeficien-

tes reais. Existe uma base finita para este espago? Encontre uma “base” para
P e justifique entdo por que P é conhecido como um espago de dimensdo
infinita.

a} Dada uma matriz A de ordem m X »n, vocé pode considerar as m linhas
como vetores do R” e o subespago V, de R", gerado por estes m vetores.
Da mesma forma para a matriz B, linha reduzida 4 forma escada de A,
podemos considerar o subespago W gerado pelos m vetores, dados por
suas linhas. Observando que cada linha de B é obtida por combinagio
linear das linhas de A e vice-versa (basta reverter as operagSes com as linhas}),
justifique que ¥ = W,

b) Mostre, ainda, que os vetores dados pelas linhas ndo nulas de uma matriz-
Jinha reduzida a forma escada sio LI

Considere o subespaco de R* gerado pelos vetores v, = (1, -1, 0, 0),
Vz = (01 0; l: 1)’ V3 = (_21 2a ]’ 1) € Vg = (1: Oa 0, O).

a) O vetor (2, -3, 2, 2) € [y, v2. V3, va]? Justifique.

b) Exiba uma base para [v, v2, V3, Va ). Qual ¢ a dimensdo?

e) vy, v, v3, val = R*? Pur qué?
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19.

20.

21.

22.

23

25.

Considere o subespaco de R? gerado pelos vetores v, = (1, 1, 0),
VZ = (01 "1: 1) € V3 = (ls ls ]) [vla Vz, v3] = Ra?POI q.ué?

Use o exercicio 17 para exibir uma base para o subespago S, definido no
Exercicio 6. Qual é a dimensio de 57

Considere o sistemna linear
le + 4X2 - 6x3 =4
(§) X, - X + 4x3 =h
6x2 - 14X3 =

Seja W = {(x}, x5, X3) € R¥: (x, x5, x3) é solugdo de (§)}. Isto é, W ¢ o
conjunto-solugio do sistema.

@) Que condigBes devemos impor a @, b e ¢ para que W seja subespago ve-
torial de R3?

b) Nas condigGes determinadas em a) encontre uma base para W.

¢) Que relagio existe entre a dimensdo de W e o grau de liberdade do siste-
ma? Seria este resultado védlido para quaisquer sistemas homogéneos?

Seja U o subespago de R gerado por (1, 0, 0) e W o subespago de R>, ge-
rado por (1, 1, 0y e (0, 1, 1). Mostre que R® = U®W.

Demonstre o teorema 4.3.5, isto €, mostre que, dados u = w; + w; €
EW +Wyev=w, +w; €W, + W, (onde w;, wi € W, e wy, wy € W)),
entiou t vE W, + W, e kuc W, + W, para todo £ € R.

. Mostre que, se ¥V = W, ® W, e a ={v,, ..., ¢} & a base de W,,
B = {w,, ..., w,} é a base de W, entdo y = {v(, ..., Vg, Wy, ..., W,} €
base de V.

Mostre com um exemplo que o resultado ndo continua verdadeiro se a soma
de subespagos nio for uma soma direta.

Sejam Wy ={{x, y, z t)|ER* | x +y=0ez-£=0} ¢
WZ:{(x!y!Z’[)eR4lx_y_z+t=0}
subespagos de R®.

a) Determine W, N W,

b) Exiba uma base para W, N W,

¢) Determine W, + W,.

d) W, + W, € soma direta? Justifique.
e} W, + W, = R*?

26,

27.

28.

29.

30.
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Il

(=9

@

o

1}

™
N

Sejam W, ={|:i g:| tais que a
e W, =4|° btais ue a=c e b=4d
e d q

subespagos de M (2, 2)

a) Determine W, N W, e exiba uma base.
b) Determine W, + W,. E soma direta? W, + W, = M(2, 2)?

@) Dado o subespago V, = {(x, », z) € R?|x+ 2y + z = 0} ache um
subespago V; tal que R® = ¥V, & V,.

b) Dé exemplos de dois subespagos de dimensio dois de R? tais que
Vi+ V, = R A soma é direta?

Ilustre com um exemplo a proposi¢do: “Se U e W sio subespagos de um
espaco vetorial ¥ que tem dimensdo finita, entdo:

dim(U + W) = dim U + dim W - dim (U N W).”

Sejam B = {(1, 0), (0, )}, By = {(-1, 1), (1, D}, Bz = {3, 1), (V3, -1}}
e B, = {(2, 0), (0, 2)} bases ordenadas de R.

a) Ache as matrizes de mudaga de base:

i) U}g' i) [I}gl i) Ulg2 ) [1}23
b) Quais sdo as coordenadas do vetor v = (3, -2) em relagdo 4 base:
] i) 6, iy 8, iv) B3

¢) As coordenadas de um vetor v em relagdo & base 8, sdo dadas por

[vlg, = [3]

Quais sdo as coordenadas de v em relagdo  base:

] iiy B, iif) By
Se o I 1 0]
U =0 -1 1
“ 11 0 -
ache i
-1 -1
a) [vl, onde [viy =| 2 b) vl onde [v], = | 2
3 3
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31. Se §' ¢ obtida de §, a base canonica de R?, pela rotagdo por um dngulo
- % ache

a) [[}g by I ]g.

32. Sejam B, = {(1, 0), (0, 2}, 85 = {-1, 0), (1, D} e B3 = {(-1, -1), (O, -1)}

trés bases ordenadas de R2.
a) Ache
. 3
i) [I}g: ii) [I]g: iii) [I}g? ) [I}g: . U}gz

b) Se for possivel, dé uma relagdo entre estas matrizes de mudanga de base.

33. Seja ¥V o espago vetorial de matrizes 2 X 2 triangulares superiores. Sejam

{5 oo )
o 96 6]

duas bases de V. Ache [I}g‘

34. Volte a 4.7.2 e mostre efetivamente que ([I}g )yt = [I}g.

35. Se a & base de um espago vetorial, qual é a matriz de mudanga de base
[71?
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4.9 RESPOSTAS

4.9.1 Respostas de 4.8

1.0=(0,0, .., 0 e =(xy, ..., xp} = (-xq, ..., =Xp)
2. @) Fagamos os testes, lembrando-nos que o que define W sio as condi¢des
dentro dos parénteses
I) Se.la]n ¥y = (xl!yl; 21, tl) EWe Va = (xz,yz, 2q, tz) c W
Entio v, + v, estd ainda em W? Vejamos:
Vit = (Xt xg, it ya, 2t oz, 4y 1)
Testemos se este novo vetor satisfaz as condicbes que definem W:
it x) ¥t pa) =Gty ) +(x2t 3,)=0+0=0
Gitz)-titn)=(@-0)tE-)=0+0=0
pois vy e v, estio em W e satisfazem as condi¢Bes implicando que
vy + v também o faga. Portanto v, + v, € W,
ify Sejav = (x,y,2,t) €EWe NE R. Entio A-» = (Ax, Ay, Az, \p).
Testemos as condigOes:
ME+A=Ax+y)=A-0=0
-M=AEz-H=A-0=0

Assim Av € W. Portanto W ¢é subespago.

b) O mecanismo ¢ andlogo.

3. @) Fagamos os testes para V.

Sejam | 7t brle[a2 P2 | yetores em ¥ e X € R. Entao
Cy dl Ca dz

ay bl + ds b;_ K + a, bl + bz e
Cy dl Ca dz - c; e dl + d2

vale que by + by =cy + ¢y pois By=cy e by=c,

a b] _ Ml Ml ale My = Ao . _
"[a d,]‘[m m]” ¢ Mz pols b=

Portanto W é subespago de M (2, 2).

b) Fagamos os testes para W. Supondo os vetores acima em W ao fazermos
a soma teremos que testar se byt by =c¢  + ¢, + 1, que é a propriedade
que caracteriza W. Porém by = ¢; t 1 ¢ by = ¢, + 1 e, portanto,
by+tby=e;+ 1+t 1 =01 % cy+ 2 Assim W ndo € subespago.
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0
Poderfamos ter a resposta mais rapidamente se observassemos que[o 0]

nio estd em W pois ndo satisfaz a propriedade que o caractenza.
i = ; ito em
Vamos exibir geradores apenas para V ja que nao existe este conce: o
. e
W(ndo ¢é subespago). Observe que a forma mais geral de um vetor

b 1 0 0 1
\:‘; Z} que pode ser escrita como [‘; d] =da [0 0] +b [1 0 ¢

1 0 0 1 19 9 eua
d[g ?].Alémdisso v1=[0 0],1’2"—\:1 0]ev;—[0 1| a0

em V. Portanto, todo vetor de V é combinagdo linear de vy, v2 € ¥3, OU
seja, ¥1, va, V3 sdo os geradores procurados ¥ = [vy, vs, val.

1. ol | &~ 0 0. .0
i 0 N ™0 i n
5. ﬂ') Sim; "~ » \0\\ 3 avey o \\\1
[0 ol 1, 0
L. O]
b) Sim; S 1
R ™
. 1 1] [o 1
) Slm;{ 1 0], l:o 1:”, 2
Sim; {(1, -, D} 1 /) Nio.
‘2 Nio. g) Sim. {(1, 2, 3)y L
7. a) Pertence b) Nio pertence

7 0 0 O
a b 1 0 0 1 0 }Ld[ ]
9-[0 d ”[0 o]”’[o o|*¢l1 o 0 1

e os vetores sio LI

— b-\l'-‘

11. [x]g =

w|— w}

r
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13.Sejaat®> + b’ + et td=a(l =)+ (1 - +4(1 -D + 6
Entﬁo-a:a!ﬂ=b1-2B_7=C,a+ﬁ+7+6=d
Portanto o = @, 8 =b, y=-2b-¢, 5=a+b+c+d.

14. ¢) Note que toda fun¢io fix) € C" [-a, «] pode ser escrita como
) = Fy(x) + Fa(x) com F, (x) =M e Fy(x) =ﬂx—)'2&‘l.
Além disso Fy(-x) = Fy(x) e F,(-x) = - F,(x) e portanto F;(x) € V, e
Folx) € V5. Assim V) + V3 = C' [-g, a). Ainda que g(x)EV, NV,

devemos ter a0 mesmo tempo g{-x) = g(x) = -g(x) donde g(x) = 0 para
todo x. Portanto ¥V, NV, = {0} e C' [-4, al = V, D V,.

16. Nio; {(1, ¢, £, ... t", ..}
18. @) Temos que saber se existem x, y, z e t € R tais que (2, -3, 2, 2) =

=x(1,-1,0,0)+(0,0,1, 1) +2(-2,2,1,1)+£(1,0,0, 0), ou seja, temos
que saber se o sisterna

X =2z+t= 2
-x + 2z ==3
Yy + z = 2
y + z = 2

¢ possivel ou impossivel. Utilizando as técnicas (operagdes com linhas)
do Capitulo 2 obtemos que o sistema nio somente é possivel como
admite infinitas solugfes. Portanto (2, -3, 2, 2) pertence a

[Vl, Yy, V3, V4].

b) Ji pelo item (a) poderfamos afirmar que {v,, v2, v3, ¥4} nfo formam
uma base pois uma das propriedades de uma base é o fato de qualquer
vetor poder ser escrito de modo dnico como combinagio linear dos
vetores da base e, pelo item (2), como o sistema ¢ indeterminado,
existern infinitas maneiras de se fazer isto. Nio utilizaremos isto,
entretanto, no raciocinio que se segue. Coloquemos os vetotes um sob o
outro obtendo a matriz

1 -1 0 0
0 0 1 1
-2 2 1 1
1 0 0 0

Operagoes com as linhas desta matriz s@o equivalentes no espago vetorial
a fazer combinages lineares e portanto as novas linhas serdo ainda
vetores do subespago. Além disso, sendo as operagfes com as linhas

reversiveis, as novas linhas gerardo os mesmos vetores que as linhas gy jioteca o
ciencia & Tecr
11D
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20,

21
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originais. Assim, a0 operarmos com as linhas da matriz para consegui-la
na forma escada ndo estaremos alterando o subespago e, na forma escada,
as novas linhas ndo nulas representardo vetores linearmente independentes
e que geram o subespago, ou seja, uma base (veja © exercicio 17). No
nosso caso obtemos

1 -1 0 0| |1 0 0 O
o 0 1t 1 lo 1 0 0
2 2 1 1[|o o0 11
i 0 0 0] |0 0 0O

Pelo raciocinio anterior, sendo w, = (1, 0, 0, 0), wp = 0,1,0,0) e

wsy = (0, 0, 1, 1), vy, va, v3, val = [wy, wa, wale {wy, wa, wal éa

base procurada. A dimensdo, sendo o nimero de vetores da base, € 3.
¢) [v1, V2, v3, val ndo é igual a R* pois dim [v,, v, v3, val =3¢

dim R* = 4.

{1, 0,0,0), (0, 1, -1, 2)}; 2

ayea=b=c=0.

b) Resolva o sistema operando com as linhas como no Capitulo 2. Verifique
o grau de liberdade e quais sio as varidveis livres. Atribua valor 1 para
uma delas e zero para as outras e va repetindo o processo para obter as
solugbes basicas {veja 2.5.7). Cada solugio basica fornecerd um vetor da
base de W (por qué?).

¢) A dimensdo de W ¢ exatamente o grau de liberdade pois cada grau
determina uma solugio basica do sistema. O resultado ¢ vdlido para

qualquer sistema homogéneo.

22. dim[(1, 0, 0)] = 1, e diml(1, I, 0), (0, 1, 1] = 2. Os trés vetores sao LI

e portanto geram o R*. Como dim R? = 3, pela proposi¢do 4.6.9
dim {(1, 0, 0) n[{1, 1, 0), (0, 1, 1)]} = 0. Entdo a soma é direta.

24. Sugestao: Suponha que ¥ ndo seja base de V. Entio ou vy, ..., Vi, Wy, ..., W3

ndo geram ¥ ou ndo so LI. As duas situagSes resultam numa contradi¢ao.
Exemiplo: Sejam W, o plano xy ¢ W, o plano xz ¢m R?. A soma nido é di-
reta. Uma base de W, e {(1, 0, 0), (1, 1, 0)} e uma de W, ¢ {1, 0, 1),
(0, 0, 1)}. Mas {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, O, 1)} ndo & base de R.

25. Inicie achando os geradores de W) e W, observando que eles sdo dados

por sistemas lineares e portanto devemos procurar as solugdes fundamentais
para tais sistemas (veja o exercicio 21 e sua resposta). Para W, teremos
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0

x+y
z~-t=0

Portanto x = -y e z = ¢ e teremos dois graus de liberdade fazendo y = 1 e
t=0edepois y = 0 ez =1, teremos os vetores wy = (-1, 1, 0, 0) e

wp = (0, 0, 1, 1) que sdo LI (verifique). Assim W, = [wy, w,]. Para W,
teremos: x - y - z + ¢ = O que fornece x =y + z - ¢ com trés graus de
llberc?lade. Fazendo y = 1,z=0etr=0,depoisy =0, z=1et=0c¢
depois y = 0,z =0er =1 teremos w3 = (1, 1,0, 0), wy = (1, 0, 1, 0)

e ws = (-1, 0, 0, 1} que sao LI (verifique). Portanto W, = [w;, w; v:»s]
Por outro lado Wy N W, = {(x, y, z, Dlx+y=0,z-¢t=0ce , '
X -y -z+1t =0} Para achar W, N W, resolvemos o sistema

x+ty =0
z-t=0
x-y-z+t=90

Operando com as linhas (como no Capitulo 2), obtemos

X =0
y =0
z-t=10

Portanto um grau de liberdade (na varidvel ). Fazendo r = 1, teremos a
solugdo x = 0,y =0,z =1 et = 1, ou seja, o vetor v=(0,0, 1, 1).
Portanto

ay WiNnW,=[(0,0,1, ).

b} Uma base para W, N W, é {{0,0, 1, 1)} (unidimensional).

¢) Wt Wy=1(-1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,1,0, 0),(1,0,1,0),(-1,0,0, 1)]
d) W, + W, nio é soma direta pois W; N W, = {0} o

e) Para responder se W, + W,=R* vamos exibir uma base de W, + W,.

Para isto, considere seus geradpres ¢ opere com eles como no exercicio 18
para obter novos geradores linearmente independentes

-1 1 0 O 1 0 0 O
0 0 1 1 0 1 0 0
11 0 O0(~0 0 1 0
1 0 -1 0O 0 0 0 1

-1 0 0 1 0 0 0 ¢

Portanto, W, + W, = [(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0), (0,0, 0, 1)]
e dim (W, + W,) = 4 ¢ portanto W, + W, = R*,

27. a) Vamos calcular, inicialmente, os geradores de V,. Observe que o sistema

linear x + 2y + z = 0 tem dois gravs de liberdade. Entdo x = -2y - =
Fazendo y = 1 ¢ z = 0, obtemos a solugio x = -2, y = 1, z = 0, ou seja
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o vetor vy = (<2, 1, 0). Por outro lado, fazendo y= 0 ez= ;., ob~temos
o vetor v, = {-1, 0, 1). Como toda solugdo do sistema ¢ comt inagao
linear dessas solugGes fundamentais, todo vetor de Vl‘é: combmazcsa;J
linear de v, e v,. Portanto ¥, = fvy, v2l (veja exe_rclcmf 21 ? I_,e.mbre
Observe ainda que como vy € ¥y 530 I[_.I, Vyé de dlme]nzao dois.

emos subespacos W, = [w,, w2, ..., Wk
?5:) r: El\::jf t, Wel entﬁlc: %Vl + W,, sendo formado pelos vetores ctuszrito
sdo obtidas por somas de vetores de W, e vetores de W,, pode ser

W+ Wy = [wy, wy, .

] wk’r wk+l: e

we). Portanto para obter ¥2 tal
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Procure outras solucses.

b) Um exemplo seria ¥, = [(1, 0, 0), (0, 1, ®)] e ¥, = [(0, 1, 0), (O, 0, 1)1,
Neste caso a soma ndo seria direta pois ¥; N ¥, = [0, 1, 0)]. Note
ainda que ¥, e V; poderiam ser escritos como V¥, = {(x, y,z) |z =0,
X e y reais quaisquert e ¥, = {(x, ¥, Z)|x = 0 e y e z reais quaisquer}.
Procure outros exemplos mas note que em nenhum exemplo 2 soma
pode ser dircta porque sendo a dimensdo de R? seria 4 (veja o exercicio 29).

35. A matnz identidade.

que V,®V; = R3, V, deve ser gerado por apenz;s um terceiro vetor vj

LI com v, e v, (para completar a dimens3o de R )e(toal guel) .
o, v3 = ,

V, O V, = {0}. Podemos tomar, por exemplo, »3 0, e

V; = [(5, 0, Dl={(x, p,D)lx=0,p=0ez€ R}. A disposi¢io

geométrica deste exercicio ¢
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TRANSFORMACOES
LINEARES

5.1 INTRODUGAO

Fungbes lineares descrevem o tipo mais simples de dependéncia entre varidveis.
Muitos problemas podem ser representados por tais fungGes. Por exemplo: Se

de um quilograma de soja, sdo extrardos 0,2 litros de ¢leo, de uma produgdo
de x kg de soja, seriam extraidos 0,2x litros de 6leo. Escrevendo na forma de
funcgdo, teremos

Q(S) = 0,23,

onde Q = quantidade em litros de 6leo de soja e s = quantidade em kg de soja.

Estes dados podem ser colocados graficamente:

o

o =025

— - 5

Figura 5.1.1
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Vamos analisar neste exemplo simples duas caracteristicas importantes:

1) Para calcular a producgdo de éleo fornecida
e por (s, + s5;) kg de soja, pode-
mos tanto~mult1phcar (5; + s,) pelo fator de rendimento 0,2, comoj Cajgular
a}s produg:oes de oleo de cada uma das quantidades s, e S, e somd-las, isto
€, Q(si +53) = 0,2(5; +5,) =025, + 0,25, = Q(s5,) + Q2(s,). ,

2) Se a quantidade de soja for multiplicada por um fator k, a producio de

oleo serd multiplicada por este mesmo fator, isto & k
! 1 $) = =
= k(0,25) = k - Q(s). Qks) = 0,2(ks)

. Estas duas pr.opnedades, que neste caso sdo Obvias, servirio para caracte-
rizar o que denominaremos “transformagdo linear”. Vejamos ainda um segundo
exemplo de uma situagio envolvendo mais fatores e que apresenta 0 mesmo
comportamento.

A qugntidade em litros de 6leo extraida por quilograma de cereal segundo
um determinado processo pode ser descrita pela tabela.

Soja Mitho Algodao Amendoim

Oleo (k) 0,2 0,06 0,13 0,32

A quantidade total de 6leo produzido por x kg de soja, y kg de milho
z kg de algoddo e wkg de amendoim é dada por @ = 0,2x + 0,06y + 0,13z ’+
0,32w. Observe que a quantidade de 6leo pode ser dada pela multip]ica(::io da
“matriz rendimento” pelo vetor quantidade.

¢g=1[02 006 013 032] =0,2x + 0,06y + 0,13z + 0,32w

T oNoe ok

Formalmente, estamos trabalhando com a fung¢io Q.4 C R*+R

——[0,2 006 013 032]

T N R
T e X
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que, como no exemplo anterior, goza das propriedades:

1) X1 X3 X1 X2
F1 Y2 M1 Y2
+ = +
Q Zy Zs Q Z Q Zy
W Wy W Wy
2) x X
Y _ . Y
Q |k f =k« Q0 f
w w

Vocé deve verificar e interpretar estas propriedades.
Pensemos agora em termos de espagos vetoriais. Uma fungio entre espa-

gos vetoriais, satisfazendo as condigdes 1 ¢ 2, é a “mais natural possivel”, pois
respeita toda a “‘estrutura” de espago vetorial.

5.1.1 Definigdo: Sejam V ¢ W dois espagos vetoriais. Uma fransformagdo
finear (aplicagdo linear) é uma fungio de V em W, F:¥V— W, que satisfaz as
seguintes condigOes:

i) Quaisquer que sejam u € v em V,
F(u +v) = F(u) + F(v)

#) Quaisquer que sejam k € ReveEV,
F(kv) = kF(v)

5.1.2 Exemplos

Exemplo I: As fungbes apresentadas ao introduzirmos este caprtulo, uma
vez que as varidveis sZo positivas, sdo restriges das seguintes aplicagbes lineares:

iy V=wW=ReQ:R>R
x—»0,2x

i) V=R*" W=ReQ:R">R

~ [0,2 006 0,13 0,32]

P A
T =M

Exemplo 2:

V: R e W = R
F:R->R definida por u=ou ou F(u) = au
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C = -
omo Flu +v) = alu + V) = qu + av = F(u) + F(v), F satisfaz a primeira

candig¢do, & como F(ku) = a(ku) = k{
0 = k{ou} = kF i i
o, Logo F ¢ uma transformaso lmear.} (u}, F satisfaz a segunda condi-

o fa?gal}s: (a:)ldza, P{(o;la- t;e)msformat;ﬁo %inear de R em R s6 pode ser deste tipo,
De F(x,- ) = I ¢ como F' € uma transformagao linear ¢ x um esca-
, } = x « F(1). Chamando F(1) = @, temos F(x) = ax
0 nome transformagdo linear certamente foi inspirado neste‘ caso, V =
= W = R, pois o grifico de F(x) = ax ¢ uma reta que passa pela origf,:m.

Exemplo 3.
FR-R
u-u? ou F(u) = v’
Vocé jd pode concluir que £ ndo é linear pelo que foi mostrado no exemplo

al’lteI’iOI'. Se Yoce deSCOHhCCCSSE QO resu ‘ad() ( a(l() IEIia {Ille m Sll I ¢ ea-
I ! P -

F(u+v)=(u+v)2=u2+2uv+v2
e F(u) + F(v) = u* + v2

Portanto,

F(u+ v} # F(u) + F(v)

Exemplo 4:
V=R* e W=R?
F:R? - R?
(x, )= (2x, 0, x +y) ou Fix, y) = (2x, 0, x + p).
Por exemplo, F(I, 2) = (2, 0, 3) € R°.
Dados u, v € R?, sejam u = (x,, ¥1) € v = (X3, ¥;) onde x;, y; € R. Temos:

Flu +v) = F((x;, y1) + (x2, ¥2)) = F(x; + x5, 3y + y,)
(2(x; + x3), 0, (x1 + x3) + () + 1))

= (le, 0, x; t yl) + (2x2: 0! X7 +y‘2)

= F(u) + F(v)

Logo, a primeira condigdo € satisfeita. Mais ainda,

Flku) = F(k(x, )} = Flkx, ky)
= (2kx, 0, kx + ky)
= k(2x, 0, x + y) = kF(u)

e a segunda condigdo ¢ satisfeita, Entdo F € uma transformagdo linear
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Observagio: Decorre da definigio que uma transformagdo linear T:V—+ W leva o
vetor nulo de ¥ no vetor nulo de W, isto é,se 0 € V, T(0) =0 € W. Isto nos
ajuda a detectar transformagGes ndo lineares. Se T(0) # 0, T ndo é linear (veja
o Exercicio 1 da secgdo 5.6). Mas cuidado 7(0) = 0 ndo ¢ suficiente para que

T seja linear (veja o Exemplo 3 acima}. Assim, por exemplo, T:R* -~ R? onde
T(x, y, z) = (x + 1, y, z) ndo & linear.

Exemplo 5:
Sejam ¥ = W = P, (polindmios de grau < n) e D:P, > Py, a aplicagio derivada
fof
que a cada polindmio f associa sua derivada, a qual também € um polindmio
(com 1 grau a menos). Como para quaisquer funcdes derivdveis,
D(f +g) = D(f) + D)
e D(kf)y = kD(),

D é uma aplicagdo linear.

Exemplo 6: A aplicagio nula
FV-V
ur 0 € linear. Seria conveniente que vocé demonstrasse esta afirmago, pois
assim vocé poderia compreender melhor a definigdo 5.1.1.
O préximo exemplo € muito importante. O que mostra este exemplo é
que a toda matriz m X n estd associada uma transformagdo linear de R” em

R™. Em outras palavras, podemos dizer que uma matriz produz uma transfor-
magio linear. A implicagio inversa também ¢ verdadeira, isto é, uma transfor-
magdo linear de R” em R pode ser representada por uma matriz m X n. Isto

serd mostrado posteriormente.

Exemplo 7:
V=R'¢e W=R"
Seja A uma matriz m X 1. Definimos
La:R" > R™ por

vie d < v
X1
onde v é tomado como vetor coluna, v = | !
Xn
Xy Y1
La(w = A =
xn Ym
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Das propriedades de operagOes de matrizes:

ﬁc(u +v)=A(u+v) = Au+ Av = La(u) + La(v) e La(ku) = A(ku) =
= k(Au) = kLA(u), e portanto L4 é uma transformagdo linear.

. 20
Como caso particular suponhamos que A = |0 0
11

Ly:R?+R?
2 0
o 0o of.[x 2
X, ol = 0
1 1 2
Xy + Xy

Entdo La(xy, x3) = (2x;, 0, X, + x;).
Surpresa! Esta € a aplicacdo linear do Exemplo 4,

Seria interessante que vocé também notasse o relacionamento que existe
entre 0 Exemplo 1, ¢ o Exemplo 7.

5.2 TRANSFORMACOES DO PLANO NO PLANOQ

Agora iremos apresentar uma visio geométrica das transformacdes lineares, dan-
do alguns exemplos de transformagbes do plano ( R*) no plano. Vocé vera,i assim
que, por exemplo uma expansdo, uma rotagdo e certas deformagdes podem ser ,
descritas por transformagBes lineares.

5.2.1 Expansio (ou Contracio) Uniforme:
T:R’'- R} a€R
Ve i - v
Por exemplo: T:R? - R?
v 2v, ou T(x, ¥i = 2(x, »)
Esta funcdo leva cada vetor do plano num vetor de mesma diregio e sentido
de v, mas de médulo maior.

Tiv)

Figura 5.2.1
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Observe que, escrevendo na forma de vetores-coluna,
=)= =0 2l
Y ¥y Y o 21|
Se tomdssemos F:R? - R? tal que F(x, y) = %(x, y), F seria uma contragao.

5.2.2 Reflexao em Torno do Eixo-x:

FR?>R?
(xr y)"_)' (x' —y)
A |
v F
—_—
Flv)
Figura 5.2.2

— ]Gl 310

5.2.3 Reflexdo na Origem:
T:R* > R?
ves~v, ou seja, T(x, ¥) = (-x, =)

A

Y

Tiv)

Figura 5.2.3

Escrevendo na forma de vetores-coluna, temos

HESR ORI
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5.2.4 Rota¢do de um Anguio 6: (no sentido anti-horério)

i i

-
T
1
1
-
1
|
|

R Ry

2
/
]

Figura 5.2.4

x =rcos(e+6)=rcosa cost) - rsena senf

Mas rcos@ = x e rsenf = ).

Entio x' = x cosf - ysené.

Analogamente, ¥’ = rsen{a + () = r(sena cosd + cosa senf) = y cos @ +
+ xsen@.

Assim Rg(x, ¥) = (xcos® - ysenf, ycosf + xsen#} ou na forma coluna,

X xcosd - ysend cos -senf x
I L =
¥y ycosf + xsend sen @ cos @ ¥y

. . w
Consideremos o caso particular onde 8 = 5 Neste caso, cosf =0 e
senfl = 1.

Entédo, X
_
¥

v Rglv) W
/ Ry
\

Figura 5.25

Y
Y

Bibliotaca de |
Ciéncia & Yecnol

.1
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6.2.5 Cisalhamento horizontal:
T(x, ) =(x +ay, y), 0 €R
Por exemplo: T(x, y) = (x + 2y, »)

— 17l ID

T (v}

Figura 5.2.6

Como j4 ressaltamos, as transformagGes do plano no plano apresentadas
através dos exemplos anteriores sdo lineares, pois sio dadas por v~ A - v onde
A é uma matriz 2 X 2. A aplicagio a seguir ndo ¢ linear,

5.2.6 Translagio:
T(x, y) =(x ta,y t b)

x 1 0| 41
¥y 0 1 ¥y b
Esta é uma translagdo do plano segundo o vetor (g, b) €, a menos que a = b =

= 0, T nio é linegr. Por qué?
(Veja a observagdo depois do Exemple 4.)

ou

5.3 CONCEITOS E TEOREMAS

Separamos nesta secgdo os resultados que dardo uma estrutura para um estudo

mais fecundo das transformagBes lineares.
Um fato importante sobre aplicagdes lineares é que elas sdo perfeitamente

determinadas conhecendo-se apenas seu valor nos elementos de uma base.
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5.3.1 Teorema: Dados dois espagos vetoriais reais ¥ ¢ W e uma base de V,
jL\'%, oy V:n}, sejanl Wy ..., W, elementos arbitrdrios de W. Entio existe uma
dnica aplica¢do linear T:V—~ W tal que T(vy) = wy, ..., T(vg) = Wyn.

Esta aplicagio é dada por:
se V=ag;v; + ..t ayvy,,
T(v) = a,T(v) + ... + a,T(v,)
=aw, + ...+ AWy

Verifique que T assim definida € linear e que é a Unica que satisfaz as
condigdes exigidas.

5.3.2 Problemas

Problema 1: Qual é a transformagdo linear T:R? - R? tal que T(1, Q) =
= (25 ,_ly O) e T(Os 1) = (03 0: 1)")

(1, 0) e e; = (0, 1) base de R%e w; = (2, -1, 0)

It

Solugdo: Temos neste caso e
ew, =(0, 0, 1)
Dado v = (x,, x,} arbitririo,
V= Xxye T Xqey
e T(v) = x,T(e;) + x,T(e;)
=x(2,-1,0) + x;(0,0, 1)
(2xy, =xy, X3)

il

Problema 2: Qual € a transformagdo linear 7:R* - R® tal que T(1, 1) =
=(3,2,1)e T(O, -2) = (0, 1, O
Resolva o problema como exercicio, mas, cuidado! Aqui nio temos base cand-

nica. Veja o Exercicio 4q da secgio 5.6.
Vamos analisar mais profundamente as transformagdes lineares, obtendo

alguns resultados dteis ¢ ac mesmo tempo interessantes, Para comecar necessita-
mos definir imagem e niicleo, que sdo dois subconjuntos especiais dos espagos
vetoriais envolvidos na definigdo da transformagao linear.

5.3.3 Definigio: Seja 7:F— W uma aplica¢go linear. A imggem de T é o
conjunto dos vetores w € W tais que existe um vetor v € V, yue satisfaz
T(v) = w. Ou seja

Im(T) = {we W, T(v}=w paraalgum ve& V)

Observe que /m(T) é um subconjunto de W e, além disso, é ym subespago ve-
torial de W. (Veja o Exercicio 16 da secgdo 5.6.) As vezes Jm(T) & escrito co-

mo T(V).
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5.3.4 Definigdo: Seja T: ¥V — W uma transformagdo linear. O conjunto de

todos os vetores v € V tais que 7(v) = 0 é chamado nmicleo de T, sendo deno-

tado por ker(T). Isto é
ker(Ty={vE V; T{v) =0}

Observe que Ker(T) C V é um subconjunto de ¥ e, ainda mais, € um subes-

paco vetorial de V. (Veja o Exercicio 16 da sec¢do 5.6.)

Figura 5.3.1

5.3.5 Exemplos

Exemplo I:
T:R*—+R

(x,))>x+y ,
Neste caso temos ker T = {(x, y) ER?*; x + y =0}, isto &, kerT & a reta

y = -x. Podemos dizer ainda que kerT = {(x, -x); x € R} = {x(1, -1);
xER} =[(1, -D]. ImT = R, pois dado w € R, w = T(w, 0).

4iy

4‘9,)‘
ImT =R

Figura 5.3.2
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Exemplo 2: Seja a transformagdo linear
T:R*~R? dada por T(x, y, z) = (x, 2y, 0),
Entao a imagem de T
Im(T) = «x, 2p, 0): x, y & R}
= {x(1,0,0) + »(0, 2, 0). x, y € R}
= {(1, 0, 01, (0, 2, O
Observe que dim /m(T) = 2,
O nacleo de T é dado por:

ker(T)

{(x, 3, 2: T(x, », 2) = (0, 0, 0)}
f(x, », 2): (x, 20, 0) = (0, 0, 0)}
{(0, 0, z): z € R}

{z(0, 0, 1): z € R}

= [(0,0, 1)]

Observe que dim ker(T) =],

Vamos recordar agora as nogdes de fungio injetora e sobrejetora e posterior-
mente estabelecer o relacionamento entre estes conceitos e os de ntcleo e ima-
gem quando a fungdo ¢ uma transformagio linear.

5.3.6 Defini¢do: Dada uma aplicacio (ou fun¢do) T:¥ -~ W, diremos que
T & injetora se dados w € V, v € ¥ com T(u) = T(v) tivermos u = v. Ou equi-
valentemente, 7 € injetora se dados u, v € ¥ com u # v, entdo T(u) # T(v).

Em outras palavras, T ¢é injetora se as imagens de vetores distintos sio

distintas.

v T w Figura 5.3.3

5.3.7 Definigdo: A aplicacio T: V' —~ W serd sobrejetora se a imagem de T
coincidir com W, ou seja T(V) = W.

Em outras palavras, T serd sobrejetora se dado w € W, existir v € V tal
que T(v) = w,

VJ—»W

Figura 5.3.4
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Exemplo

T:R—+R?

xe(x, 0)
Mostremos agora que s¢ T ¢ injetora, entdo ker T = {0 }. Seja v € ker(7), isto.
Entdo (x, 0) = (y, 0) implicando que x = y. Logo T é injetora. Mas T ndo é
sobrejetora uma vez que Im(T) # R2.

A transformagio do Exemplo 1 de 5.3.5 ¢ sobrejetora mas nio € injetora,
¢ a do Exemplo 2 de 5.3.5 nfo é nem injetora nem sobrejetora. Um bom exer-
cfcio seria vocé examinar os exemplos de transformagdes lineares dados até
aqui e decidir se s3o injetoras ou sobrejetoras.

O proximo teorema afirma que uma transformagdo linear injetora s6 tem
o vetor nulo no seu niicleo. E, por outro lado, se uma transformagdo linear ti-
ver somente 0 no niicleo, entdo quaisquer dois vetores distintos devem ter ima-
gens distintas também.

5.3.8 Teorema: Seja 7V — W, uma aplica¢do linear. Entdo ker(T) = {03,
se e somente se T € injetora,

Prova: Mostremos primeiro que se ker T = {0}, entdo T ¢ injetora.
Suponhamos que u, v € ¥ tais que T{w) = T(v). Entdo T(u) - T(v) =
=T(u-v) =0, isto &, u - v € ker(T). Mas por hipotese o inico elemento do
nicleo é 0. Entdo u - v = 0, isto é, u = v. Em resumo: como T(u) = T(v)
implica que v = v, T € injetora.

Mostremos agora que se T é injetora, entdo ker f = {0}. Seja v € ker(T), isto
é, T(v) = 0. Como necessariamente T(0) = 0, T(v} = T(0). Logo v = 0, pois
T é injetora. Portanto, o unico elemento do nicleo é 0, ou seja, ker(T) = {0}

Voltando ao Exemplo de 5.3.7, observe que podemos dizer se T ¢ injeto-
ra simplesmente calculando o seu nicleo. Para que (x, 0) seja o vetor nulo, de-
vemos ter x = 0 ¢ portanto ker T = {0}, donde concluimos que T ¢ injetora,

Uma conseqiiéncia da proposigio 5.3.8 é que wma aplicagdo linear injeto-
ra leva vetores LI em vetores LI. (Veja o Exercicio 9 da secgdo 5.6.)

Um resultado importante, que relaciona as dimensdes do niicleo e imagem
de uma transformagdo linear T: V= W, com a dimensao de V ¢ dado pela se-

guinte proposigZo.

5.3.9 Teorema: Seja F:V — W uma aplicagiio linear.

Entio dimkerT + dimim T = dim V.
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Prova: Considere v,, ..., v, uma base de x¢r 7. Como ker T C V ¢ subespago.
de ¥, podemos compietar este conjunto de modo @ obter uma base de V.

Seja entdo {v, ..., vy, Wi, ..., w,.} 3 base de ¥. Queremos mostrar que
T(wy), ..., T(w;;) 6 uma base de Im T, i51q ¢

iy (T(wy), o, Twpy)l = Im T
i) {T(w), ..., T(wp)} € linearmente independente.
Provemos i}

Dado w & Im T, existe w € V 1al que T(u) = w. S¢ u € V, entdo
Uu=a\v t .. tagvy tbhw t .+ b,w,  Mas,

w=T)=T@v, t . +a.v, + byw, + ..+ byWp)
=, T(vy) + .+ a,T(v;) + B, T(w) + . + by T(Wy)
Como os vetores vy, ..., v, pertencem ao ker T, T(vy)) =0 para i = 1, ... n.

Assim,

w=DbT(w) + ...+ b, T(wp)
e a imagem de T € gerada pelos vetores T(w,), ..., T(Wp,).
if) Consideremos agora, a combinaco linear

a\T(wy) + a;T(wy) + .. +apT(wy,) =0

€ mostremos que 05 4; sdo nulos,
Como T ¢ linear, T(a,w, + a,w, + ... + ayw,,) = 0.
Logo ayw, + ... + a,wy,, € ker T,
Entio a,w, + ... + a,w,, pode ser escrito como combinagio linear da base
{v1, ..., v} de ker(T), isto é, existem by, ..., b, tais que
aywy + . tagpw, = bivy + .+ by, on ainda,
Wt ot Wy = Bv, - = by = 0

Mas {v, ..., vy, W}, ..., W, } € uma base de V, e temos entdo @, = a, = ... =

=@y =b =..=b, =0

Decorrem desta proposigdo dois resultados:

5.3.10 Corolério: Se dim I/ = dim W, ent@o T linear é injetora se e somente
se T ¢é sobrejetora.

Faga a demonstragio como exercicio.

5.3.11 Corolirio: Seja 7:V - W uma aplicagdo linear injetora. Se
dim ¥V = dim W, entdo T leva base em base.
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Prova: Considere {vy, ..., v,} base de V. O conjunto {T(vy), ..., T(vp)} C W é LI

pois dados escalares Ay, ..., k, tais que &, 7(v;)} + ... + kT (vp) = 0, temos
T(kv, + ... + kpvy) = 0. Logo kv, + ... + kv, = 0. Mas {v,, ..., vn} é LL
Logo ky = ... = k, = 0. Desde que dim V = dim W = n, {T(v,), ..., T(vp)} &

base de W. (Veja 4.68.)

5.3.12 Quando uma transformagdo linear T: V'~ W for injetora e sobreje-
tora, a0 mesmo tempo, dé-se o nome de isomorfismo. Quando hd uma tal trans-
formagdo entre dois espagos vetoriais dizemos que estes sdo isomorfos. Sob o
ponto de vista de Algebra Linear, espagos vetoriais isomorfos sio, por assim di-
zer, idénticos. Observe que devido & proposicdo 5.3.9 espagos isomorfos devem
ter a mesma dimensio. Portanto, pelo corolério 5.3.11, um isomerfismo leva
base em base. Além disso, um isomorfismo T:V — W tem uma aplicagdo inver-
sa TV:W— ¥ que ¢ linear, como vocé poderia provar, ¢ também ¢é um isomor-
fismo.

Exemplo: Seja T:R®—> R® dada por T(x, y, 2) = (x - 2y, z, x + y). Va-
mos mostrar que 7 é um isomorfismo, e calcular sua inversa T,

Se pudermos mostrar que T € injetora, teremos que 7 € um isomorfismo
pelo coroldrio 5.3.10. Isto equivale a mostrar que ker T = {(0, 0, O)}. Mas

kerT = {(x, v, 2); T(x, y, 2) =(0, 0, O)} e T(x, y, z) = (0, 0, 0) se e somen-

te se (x - 2y, z, x + ¥) = (0, 0,'0). Resolvendo o sistema de equagBes lineares

x-2y=0
z=0
x+ y=0

achamos que X = y = z = 0 é a Unica solugdo e portanto T ¢ um isomorfismo.

Tomando a base candnica de R?, sua imagem pela 76 {T(1, 0, 0), T(0, 1,0)
T(0, 0, 1)} = {1, 0, 1), (-2, 0, 1), (0, 1, 0)} que é ainda uma base de R*. E
conveniente que vocé verifique isto. Calculemos agora a aplicagdo inversa de 7.
Como T(1, 0, 0) = (1, 0, 1), T(0, 1, 0) = (=2, 0, 1) e T(0, 0, 1} = (0, 1, 0),
temos que T7(1, 0, 1) = (1,0, 0), T7(=2,0,1) = (0, 1,00 e T7(0, 1, 0) =
= (0, 0, 1). Queremos caleular T-(x, y, z). Para isto escrevemos (x, y, z} em
relagio 4 base {{1, 0, 1), (-2, 0, 1}, (0, 1, 0)}, obtendo:

oy == +322 (1.0, 1) + Z55(=2,0, 1) + 50, 1, 0).

Entdo T-'(x, y, 2) = 2

3 3

Ou seja,

+ - x
Tx, y, 2) = (x 32'2'—2—2*—‘ )

—221"“{1, 0, 1)+ 22X 2,0, 1) + yT7Y0,1,0).

TransformagOes Lineares 157

5.4 APLICACOES LINEARES E MATRIZES

Nesta segdo veremos que num certo sentido o estudo das transtormagdes linea-
res pode ser reduzido ao estudo das matrizes. Vocé jd viu no Exemplo 7 de
5.1 que a toda matriz # X #n estd associada uma transformagao linear: T:R" - R™.
Vamos formalizar, a seguir, este resultado para espagos vetoriais Ve W e
também estabelecer o seu reciproco, isto €, veremos que uma vez fixadas as
bases, a toda transformagdo linear 7:V —~ W estard associada uma f{inica matriz.
inicialmente veremos como, dados dois espagos vetoriais ¥ e W com bases
B e f e uma matriz A, podemos obter uma transformacgdo linear.

5.4.1 Considereincs R? e as bases

= {(1,0, (0, h} ¢ F={1 1, (1, D}

] 2 0
eamamzA—[O l].

Queremos asscciar a esta matriz A uma aplicagdo linear que depende de A ¢
das bases dadas 8 e §', isto é, .
Th:R*—=R?
vi> Ta(v)

X
Y

20 2x
et 8]

Considere v = (x, ¥). Seja X = [v]ﬁ = [ }

Figura 5.4.1

Entd3o, Ta(v) = 2x(1, 1) + y(-1, 1) = (2x -y, 2x + y)_
Por exemplo, se v = (2, 1), entdo Ta(2, 1) = (3, 5). Note que se tivéssemos
partido de 8 = 8" = {(1, 0), (0, 1)}, temamos obtido Tx(v) = (2x, y) = Av.

vix,y) Talvl

Figura 5.4,2
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- ’ -
De um modo geral, fixadas as bases § = {v,, ..., vo} ¢ B = {Wy, oo Wik,
a matriz
an in
A= :
Ami Umn| mxn

podemos associar
Ta:R">R™.
vi> Ta(v) como:

Xy
Seja X = [v]B =
Xn
dq, w.  dip X 1
A-X-= =
am1 . dmp Xn Ym

Entdo, TA(V) = ¥,W, + ... + ymWp onde y; = A; - X e A; é a i€sima linha

de A.
Em geral, dada uma matriz A, xp, ela ¢ encarada como uma aplicagdo

: U P n m
linear T4:R”" = R™ em relagdo 3s bases canonicas de R” ¢ R™.

Exemplo:

1 -3 5 ;
A=y 3 3)e- oo

g = {(1,0, 0, (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.

Ta:R® - R2 Encontremos esta transformagdo linear.

X
Seja X =
z

{1 -3 5 | x -3tz
A'x_[2 4 -1]'[ }_[ﬁﬂy— Z}

Entdo Talx, y, z) = {x - 3y + 52)(1, 0) + (2x + 4y - 2)(0, 1) =
=(x -3y + 5z, 2x + 4y - 2)

N oR

Transformagdes Lineares 159

5.4.2 Agora iremos encontrar a matriz associada a uma transformagio
linear. Seja TV > W linear, 8 = {v,, ..., v,} base de ¥V e 8’ = {w,, ..., wp}
base de W. Entdao T{v,}, ..., T(v,) sio vetores de W e portanto

T(V]) = d; W + ...t U1 Win

Tlvp) = appwy + o ¥ QW

A transposta da matriz de coeficientes deste sistema, anotada por [T ]ﬁr ¢ cha-
mada matriz de T em relag@o as bases § e §'.

a“ e a"l
T = | L =A

Oy . dmn

Observe que T passa a ser a aplicagdo linear associada 4 matriz A ¢ basesf e
g, istoé T =T,.

5.4.3 Exemplos

Exemplo 1.
Seja T:R>->R? tal que T(x, y, z) = (2x + y - z, 3x - 2y + 42).
Sejam g = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)} e 8" = {(1, 3), (1, 9}
Procuremos [T}gf.
Calculando T nos elementos da base §, temos:

T, 1, 1) = (2,5) = 3(1,3) - 1(1, 4)
T(1, 1,0y = (3, 1) = 111, 3) - 8(1, 4)
7(1,0,0) = (2, 3) = 5(1, 3) - 3(1, 4)

il 5
28 2]

Observe que se fixarmos outras bases § e B', teremos uma outra matriz
para a transformagdo 7.

Exemplo 2:
Seja T a transformagdo linear do Exemplo 1 e sejam § = {(1, 0, 0),

(0, 1, 0), {0, 0, 1)} e 8" = {(1, 0), (0, 1)}.
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Calculemos | T}gr.

T(1,0,00 = (2,3)= 2(1,0 + 300, )
7O, 1,0y =(1,-2) = 1(1,0) - 20, 1)
TO,0, 1)y =(-1,4) = -1{1, 0) + 40, 1)
Entdo [T]ﬁr _[2 1 -1
B 3 -2 4
Observaggo: Usa-se denotar simplesmente por [T] 4 matriz de uma trans-
formagdo linear T:R™ -+ R" em relagio as bases candnicas. Assim, no Exemplo 2

[T]g- = |[T]. Também é comum usar-se a notagdo simplificada: Tv = T(v).

Exemplo 3: Seja T:V >V
Ve v
Isto é, T é a identidade.
Sejam 8 = {v,, ..., vo} e 8’ = {v}, ..., v;;} bases de V. Calculemos lT]ﬁr.

F '

Como Tvi=v, =uajv, + .. tayv,
I U
Tvp = vy = aypvi * o+ dppVy,

ag, I1n

- [f]g,

T8
Uy . lpn
a matriz mudancga de base. Veja 4.7.1.

Exemplo 4: Dadas as bases § = {(1, 1), (0, 1)} de R* e 8" = {(0, 3, 0),
(-1, 0,0, (0, 1, 1)} de R?, encontremos a transformagao linear 7:R* - R? cuja
matriz é

T -

»—A-I-lo
w O

Interpretando a matriz, temos:
T(1,1) =0, 3,0) - 1(-1,0,00 - 1{0, 1, 1) =(1, -1, -1)
T(0, 1) =200,3,00 + 0(-1,0,0) + 3(0,1,1) = (0,9, 3)
Devemos encontrar agora T(x, y}. Para isto escrevemos (x, ») em relagdo i ba-
se f:
(x! y) = x(la 1) + (}' _x)(os l)
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Aplicando T ¢ usando a linearidade. temgg:
T(x, y) = xT(L, 1) t(y - x)TO, D
x(1, ‘])+(y-x)(0 9,3)
(x. 9}' - 10x, 3y - 4x)
O resultado a seguir dé o significado da matrdz de uma transformagao
linear,

5.4.4 Teorema: Sejam V e W espagos vetoriais, a base de V, § base de W
e T:V— W uma aplicagio linear.
Entio, para todo v € V vale:

[T(wlg = [TTy + Lvl,

Figura 5.4.3

Para ficar mais ficil a compreensio faremos a demonstragio no caso dim V' = 2
e dim W = 3. O caso geral é totalmente andlogo e pode ser feito como exerci-
Cio.

Prova: Sejam o = {v;, v,} base de V" ¢ 3 = {w;, W;, w3} base de W e

ay iz xi Y1
[T]g =| ay; @Gy |. SejamaindaveE Ve vl = [xz] e [Tv]g = | v,
a3 4y Y3

Da matriz [T]g sabemos que
Tv) = 4w, +dnWw, + dyw,
Tvy = apwy T apws tapw;
Além disso, v = x;¥, + x,v; ¢ como T ¢é linear,
Tv = x\T¥; + x;Tv,
xp(@ Wy + aywy +aywi) + X{dnw + anw, +anw,;)
(@, +ayxy)w, + (€% T a22X2) Wy + (@yx; + agx;)ws.

Mas Tv = y,w, + y,w, + y;w; ¢ como as coordenadas em relagdo a base 8

I

s30 Gnicas, temos by = e+ apx

Yy =Xy T dnX,y

vy =dnX; ¥ aypx; Binsi
Cvénc:?graet?:g
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ou seja,
Y1 a1 dp X
Ya| = |8 dpf - [x
Y3 a; djp :

Isto é, [Tv]ﬁ = [T]g (vl

Através deste teorema, o estudo de transformagGes lineares entre espagos
de dimensdo finita ¢ reduzido ao estudo de matrizes. Quando V=We T =1,
observe que o resultado ¢ o mesmo da matriz de mudanga de base dado em
4.7.1.

Exemplo: Seja a transformagZo linear T:R? -+ R? dada por

. |
[Tlz= |0 1
g 2 3

onde a = {(1, 0), (0, 1)} é base de R*, $ = {(1, 0, 1), (-2, 0, 1), (0, 1, O)} &
base de R*. Queremos saber qual ¢ a imagem do vetor v = (2, -3) pela aplica-
¢do T. Para isto, achamos as coordenadas do vetor v em relagdo 4 base a,

obtendo [v}, = [_i}-, a seguir, usando o teorema, temos

(7v]g = [T [¥] o i 2] ;
Iv]p = IT v = 0 1 ]: = -3
g g 2 3|3 -13

ou seja,
Tv=5(0,0,1) -3(-2,0,1) - 13(0, 1, 0)

(11, -13, 2)

O relacionamento entre as dimensdes do nicleo e da imagem de uma
transformagdo linear e o posto de uma matriz a ela associada é dado no teore-
ma a seguir, cuja demonstracdo deixamos 10 seu encargo.

5.4.5 Teorema: Seja 7:F — W uma aplicagio linear e & e  bases de Ve
W respectivamente. Entdo

dim fm(T) = posto de [T]g
nulidade de [T]g

dim ker(T)

nimero de colunas - posto de [T]S.
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5.4.6 Teorema: Sejam 7,:V—= W e T,: W 7 (ransformagBes lineares ¢ a,
B, v bases de ¥V, W e U respectivamente. Entip composta de 7, com T,
TyoTy: V= U, € linear e

[TzOTlf;- = [TZIQ/ : [Tl]a

v - U
T,0T,

Figura 5.4.4

A demonstracdo desse teorema & direta mas bastante trabalhosa. Por esta
razao nio a faremos aqui, indicando apenas suas etapas. Podemos efetud-la sim-
plesmente lembrando a construgio das matrizes das transformagdes T} e T,
obtendo desta forma suas atua¢Bes sobre as bases respectivas. A seguir, por
composi¢io achamos o que T,07, faz na base de ¥, ¢ chegamos entdo 3 matriz

[T,0T, ]'?r’ observando que esta é exatamente o produto das matrizes anteriores.

5.4.7 Exemplos

Exemplo I: Consideremos uma expansio do plano R? dada por
T.(x, ») = 2(x, »), e um cisalhamento dado por Ta(x, ¥) = (x + 2y, ). Ao
efetuarmos primeiro a expansio ¢ depois o cisalhamento, teremos 2 seqiéncia

T,0Ty

Figura 5.45



164 ALGEBRA LINEAR

As matrizes (em relagio 4 base candnica de R*. §) das transformagdes s3o

¢ ]

Entfo, a matriz (em relagdo 2 base candnica de R?) da aplicagdo que expande
e cisatha (que é justamente a composta T,0T,) serd

IR B

Exemplo 2: Sejam as transformagSes lineares T,:R*->R%e TR~ R?
cujas matrizes sao

lm‘g:[g 2] ¢ 1T

1 0
o o 1 -l
(7] = (1) 'i ¢ mﬁ:[o 0 0]

em relagio as bases o = {(1, 0), (0, D}, § = {(%. 0, -3), (1,1, 15). (2, 0, 3)}

ey = {(2, 0), (1, 1)}. Queremos encontrar a transformagio linear composta
T,oT;:R*> R?, ou seja, precisamos achar (T,07,)(x, ).
Para isto, usamos o teorema anterior para achar a matriz da composta.

1 0
a |0 1 -i -2
lTQUTI],Y‘ lto 0 0] I -1 = [0 0
0o 1
Escrevemos agora as coordenadas do vetor (x, y) em relacio 4 base a.

X
[(x’ .y)]a- - li}
2

Entdo, usando o teorema 5.4.6, temos
x
1 -2 x -y
emie s [ %) H -[5]

Portanto, (T,0T)(x, ¥) = (x - y}(2,0) + 0(1, 1) = (2x - 2y, 0).
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5.4.8 Corolario: Se T:}' > W é uma transformagio linear inversivel (T ¢
um isomorfismo) e a ¢ § sio as bases de ¥ e W, entao T-1: W— V' é um ope-
rador linear ¢

i f = AT

Figura 5.4.6
Prova: A matriz identidade, [[]% = [T 0T = (TR T2
o o ot B

5.4.9 Corolsrio: Seja 7: ¥~ W uma transformagdo linear e a e § bases de

Ve W, Entio T é inversivel se e somente se det IT]g #* 0.

Exemplo: Seja T:R* ~R? uma transformagdo linear dada por

TRE

onde £ é a base candnica de R?. Como det [T]'E = 1, o coroldrio 5.4.9 afirma

que T ¢é inversivel. Pelo coroldrio 5.4.8 sabemos que

1T-‘1§ - (mfgr‘ -

|
—
I W
w B
| SO — |
|
Il
1
[PV
]
[FRT
PE—

It

_ . _ | X 3 -4 . x| 3x - 4y
werre 2] (2 30 (E58]
ou seja, T7Hx, ») = (3x - 4y, -2x + Iy).

Se T:¥— W é uma aplicacdo Jinear, a, o' bases de V e 8, § bases de W,
podernos relacionar as matrizes [T]g ¢ [T]g' do seguinte modo:
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5.4.10 Corolario:

Figura 5.4.7
[T]g.' = [1o T<'J1]‘B’: = [I]ﬁ' lT}g [112'

Em palavras, conhecendo a matriz de uma transformagao linear em relagdo a
r t

certas bases & ¢ § ¢ as matrizes de mudanga de base para novas bases & e §,

podemos achar a matriz da mesma transformacdo linear, desta vez em relagdo

& novas bases a' e 3.

Como caso particular da situagio anterior temos:
Se T:V— ¥V ¢ uma transformagdo linear ¢ o e § sdo bases de V, entio

@ , joTol=T , @

Figura 5.4.8

[T}g = Uorory = UB (TR UK,
=l

Lembrando que [I]g i ]g)'1 e chamando []]g = A, vem que

[T]ﬁ AL [T AT

Dizemos neste caso que as matrizes [T]: e [T]g sio sermelhantes.

Pelo coroldrio anterior, observamos através de mudangas convenientes de bases
qual a modificagdo que a matriz de uma transformagdo linear sofze.
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Exemplo: Seja a transformacdo linear T:R*~> R? cuja matriz em relagio
i base canénica ¢ é

) -2 4 -4
(TE=]1 2 1
3 -6
Calculemos a matriz desta transformagdo em relagio & base § = {(0, 1, 1),

(-1, 0, ). (1, 1, D}. Para isto, usamos a relagio [T]g = [1]'.,3 [T% [7 ; onde

0 -1 i -1 2 -1
m‘g =f1 o o e(mg)= [115)"= 0 -1 1
I | 1 1 -1 1

Entio

=B S I
o N O

-1
rE-=1|o
o

Isto nos sugere a pergunta: Dada uma transformagdo linear, hi um proce-
dimento pritico para se calcular uma base em que a matriz desta transformagio
seja a “‘mais simples possivel”? A resposta a esta pergunta serd um dos nossos
objetivos nos proximos dois capitulos,

*5.5 APLICACOES A OPTICA

Consideraremos nesta sec¢o o caso de um feixe de luz de raios paralelos (cuja
direcdo pode, portanto, ser dada por um vetor) que se reflete em espelhos
planos.

Iniciamos observando a situagdo mais simples possivel: a propagacio se da
no R? (isto ¢, estamos observando o fenomeno de perfil) e o espelho estd co-
locado no eixo horizontal (veja a Figura 5.5.1)

v &
o de | raio de luz
ir:::?desteuz refletido na
ente dire¢do (¢, d)
na direcdo I % ’
{a, b} )
| espelho
/_“.,_’ p
BAGIAR AL R AR R R R Y YN AN SN A R R
~ :
.
~ |
~ I
******** Nz, b)
Figura 5.5.1
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Dado um raio de luz incidente na direcio do vetor (g, b), perguntamos
em que diregdo (c, d) estard o raio refletido?

Para responder a esta pergunta devemos recordar um pouco sobre as leis
que regem a reflexdo da luz em um espelho. Sao elas:

{) O raio de luz incidente, a normal ao espelho no ponto de incidéncia
e o raio refletido estdo no mesmo plano.

ii) O angulo entre o raio incidente e a normal a0 espelho é o mesmo que ©
angulo entre a normal e o raio refletido.

iif)  Supondo que o espelho é perfeito, isto ¢, nao ha absorgdo da luz, a luz
se reflete com a mesma intensidade que tinha na incidéncia.

No caso simples que temos, ndo precisamos nos preocupar com (f) pois
as propagacoes se ddo no mesmo plano. Se o comprimento do vetor indicar a
intensidade da luz, (iif) indica que o vetor refletido terd o mesmo tamanho que
o incidente. Estes resultados, juntamente com (i), implicam que ¢ = a ¢ d =-b,

ou, em forma de matriz
cl_ 1 0 a
d 0-1 b

Podemos concluir, portanto, que um espelho plano atua sobre os raios
luminosos como uma transformaggo linear £ (compare com 5.2.2).

Passemos agora a estudar qual é a matriz associada a um espelho numa
posi¢io um pouco mais geral (veja a Figura 5.5.2), isto ¢, formando um
ingulo 6 com a horizontal.

. 1 d (. o

Figura 5.5.2 espelho

(a, b}

Podemos fazer este caso cair na situagao anterior considerando uma mu-
danga de base. Tomamos a base § = {e,, e;} onde e, = (cos B, sen ¢) esta na

diregio de x' (espetho) e e; = (cos (-% + 8), sen (% +8) = (-sen 8, cos 3)

estd na direcdo normal ao espelho. Em relagdo a esta base

B S
[‘E]g" [(} -1]
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Portanto, em relagio 4 base candnica temos (verifique, calculando

U, )
(£]2" = [I]B EP [jean - | cus28 2
B R e (2 )
e, portanto:

551 [c J _ [ cos 28 sen 20 a
d sen 20 -cos 26 b
A matriz {E];‘; pf:)deria ser obtida diretamente simplesmente observando
0 que a transformagao linear (o espelho) faz nos vetores da base candnica

{raios luminosos na direcdo do eixo dos x e dos ¥). (Veja a Figura 5.5.3)

bv by
{cos 20, sen 20)
(0, 1)
3 espelho
)
VI
V2T 0
\
’ 7]
‘.;:; 1 - X
i
%_ 204\ leosl 5 - 20), —ssn(%- 2t
Figura 5.5.3 = sen 26, - cos 26)

Note que ao colocarmos as componentes dos vetores refletidos em coluna
obteremos a mesma matriz que antes.

Como podemos tratar o problema em que hajam vdrios espelhos e, con-
seqientemente, reflexdes sucessivas? Simplesmente pela composicio das t,rans-
formagdes lineares associadas a cada espelho na ordem em que ocorrem as
reflexdes ou, em termos de matriz, pelo produto das matrizes na ordem
correta (veja 5.4.6).

Vamos exemplificar analisando a situacdo seguinte: um feixe de Juz se
propagando na diregdo do vetor (1, -1) e refletindo nos espelhos da figura:

Em que diregiio estard o feixe ap6s as reflexdes?
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m
Para responder a isto basta utilizar a matriz de 5.5.1 com 0 = e paraa

i _ 57 .
primeira reflexdo ¢ 6 = —— para 2 segunda. Temos entdo (verifique):

¢ 1 -J3fl1 J3 1 1+J3
| |7 2 R
-3 /3o S| 1=
d 2 2 Jl2 2 -1 2
. _ . -1+ 1-v3
Concluimos, entdo, que o feixe estard na diregdo de (—1—2—@ ) 2\/_ )

0O mesmo raciocinio podera ser feito quando estamos com espelhos planos
no espago. Fagamos um exemplo. Vamos mostrar que se tivermos 3 espelhos
colocados dois a dois perpendiculares, qualquer feixe de luz de raios paralelos
que incide sobre o conjunto saird paralelo a direggio de incidéncia apés as refle-
x0es (veja a Figura 5.5.4).

Figura 55.4

As matrizes associadas a cada espelho podem ser obtidas observando o que ele
faz com cada um dos vetores da base candnica. Obtemos entao:

-1 0 0O 1 0 o0 1 0 O
Ml = 0 1 0 , Mz = 0 -1 1] \ M3 = 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 -1

para os espelhos [, Il e [l respectivamente (verifique). Se o feixe de luz
incidente estd na diregio (a, b, c) a diregdo do feixe refietido pelo conjunto

serd

d a ~a
€ = M3' M:' Ml' b = |-b
f 4 -

O mesmo resuitado serd obtido se as reflexdes se derem em outra ordem
(MyM3M,, M;M;M; etc.). Podemos concluir, portanto, que a diregdo de saida

¢ paralela e contriria 4 de entrada.
A reflexdo da luz (ou som) feita em espelhos ndo planos ndo ¢ descrita
por transformagdes lineares. Vocé verd alguns exempios de espelhos ndo planos

em 11.7. Aguarde!
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5.6 EXERCICIOS

1. Seja T: ¥V - W uma fungio. Mostre que:

a) Se T é uma transformacio linear, entj
. + do T(o =0,
b} Se T(0) # 0, entio T nio é uma transl‘orma)gﬁo linear

2. Determine quais das seguintes fungbes sio aplicagSes lineares:
a) f:R? > R? '
x ) (x+ty x- ¥)
b) g:R* >R
(x. ¥} xy
c) h-M,>R

d b a b
[c d}k—v det[c d]
d) k:P, - P,

2 .
ax® + bx + ¢ —— ax® + bx* + ox
e) M:R*-> R?

1 2
>y (x 3 2) [0 -1
1 1
D N:R->R |
xr|xl

3. a) Ache a transformagfo linear T:R?-> R? tal
: que 7(1, 0, 0) = (2, 0
T(0,1,0) = (1, 1) e T(0, 0, 1) = (0, -1). )= 2.0,
b) Encontre v de R? tal que T(v) = (3, 2).

4. a) Qual é a transformagdo linear 7:R? —» R? tal
: que 7(1, 1) = (3
T(0, -2) = (0, 1, 0)? =G 2 1)
b) Ache T(1, 0) e T(0, 1).
¢) Qual é a transformagdo linear S:R* ~ R? tal que 83, 2
. 3 L~y 1) = 1, 1 ,

S(0, 1, 0) = (0, -2) & §(0, 0, 1} = (0, 0)? =

d) Ache a transformagio linear P:R*~ R?® tal que P = SoT,

5. @) Ache a transformagdo T do plano no plano que é uma reflexdo em torno
da reta x = y.
b) Escreva-a em forma matricial.

6. No plano, uma rotagio anti-hordria de 45° € seguida por uma dilatacdo de
V2. Ache a aplicagio 4 que representa esta transformagio do plano.
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4. Seja ¥ o espago vetorial de matrizes 2 X 2 com base

o-{la ol [0 SL[2 SLIS 0

Se T:V > R? ¢ a b
e R edadaporT(L dn =@+d b+o),

7. Qual é a aplicagdo A que representa uma contragio de 717“ seguida por

uma rotagio hordria de 45°?

8. Verifique qual o niicleo ¢ imagem ¢ suas respectivas dimensoes das transfor-

magoes dadas nos exemplos do pardgrafo 5.1.

s LI em U, mostre
ug, vetore a) Ache {T]g onde o ¢ a base candnica de R?

9. Dados T:U~ V linear e injetora e uy, uy, ...,

que {T(uy), ... T(ux)} é LL
2 1
10. Sejam R, S e T trés transformagGes lineares de R® em R®. Se S RZ> Ve lSJg oA
10 0 1
R]=|2 1 1] e
Se [R] 0 -1 1 b) Ache S e, se for possivel, (g, b) tal que S(a, b) = [1 0]
' 0 1j.
201 -l 15. Seja T:R? - R? tal que [T] = [_(l) _ﬂ Ache os vetores u, v tal que
(S1=13 1 2|, ache
1 iy 0 d) T(u} =u
b) T(v) = —v

16. Mostre que se 7: ¥~ W é uma transformagio linear,

T tal que R = §oT.
q @) Im(T) é um subespago de W,
b) ker(T) é um subespago de V.

11, Sejam « = {(1, -1), (0, 2} e g = {(1,0, -1), (0, 1, 2), (1, 2, 0)} bases de
R? ¢ R? respectivamente e _ .
i 17. Sejam § e T aplicagBes lincares de ¥ em W. Definimos § + T como

(§ + T)v = S(v) + T(v) para todo v € V e definimos &S como (aS)v =

1 0
] =a-S8v)paatodloa€EReveE V.
[T]g =1 1
0 1 a) Mostre que S + T é uma transformagdo linear de ¥ em W.
b) Mostre que a8 € uma transformagdo linear de V em W,
& Ache T c} Mostre que X = {T | T:V—> W} € um espago vetorial sobre R,
d) Suponha que dim ¥V = 2 e dim W = 3. Tente procurar dim X,

b) Se S{x, y) = 2y, x = y, x), ache [S]g.

-0 o

}

1 2 1 0 -1
= = RoS,
12. Se IR] Ll 3] e 5] [2 X 1}, ache

13. 8¢ R(x, ) = Qx, x =y, y) e Stx, y, 2) = - 2, 2 = X),

a) Ache [ROS).
b) Ache [SOR].

1
¢) Ache uma base v de R* tal que [T]g = [0
0

18. No Exercicio 11 determine ker T, Im T, Im S, ker S ¢ comprove a validade

dos teoremas 5.3.9 e 5.4.5 para estas transformagdes.

19. Considere a transformacdo linear

T:R® > R? dada por T(x, y, 2) = (z. x~y, -2).

a) Determine uma hase do nicleo de T.

b) Dé a dimensdo da imagem de T.

¢) T é sobrejetora? Justifique.

d) Faga um esbogo de ker Te Im T. s ""g
Ciéncia & Tecnol

Pel



174 ALGEBRA LINEAR

20. Dé, quando possivel, exemplos de transformagoes lineares T, S, L, MeH

satisfazendo:

a) T:R® - R? sobrejetora

p)S :R* - R?, com ker S = {(0, 0, 0)}

ey L :R® - R? com iml = 1(0, 0)}

d)yM:R* - R, com kerM= {(x, ) €ER*; x = y!}
€) H:R® - R3, com ker H= {(x, »,z) € R} z = ~x}

21. Seja P = conjunto dos polindmios com grau menor ou igual a 3, ¢
T:P3 ‘-“)'Pa
f—f" (derivada)
a) Mostre que P; € um espago vetorial de dimensdo 4.

b) Mostre que T é uma transformagio linear.
¢) Determine ker T ¢ Im T e encontre uma base para cada um destes

subespagos vetoriais.

22, SC_]E D:Pg, ¥ P3
frf" (derivada segunda)
Mostre que D ¢ linear e determine uma base para ker D,

23. Sejam a = {(0, 2), (2, -1)} ¢ B =1{(1,1,0), (0,0, -1}, (1, G, 1)} bases
de R*e R,

2 0
[s]‘g =4 0
0 -4
Dé a expressdo para S(x, y).
24. Seja
0 1 0 0 O
A= |0 2 B = 1 2 1
0 1 -1 0 ¢
Encontre ker T, ImT,, ker Ty Im Tg. ker (Tg 0 TA)Im(TB o TA ). Determi-

ne bases para estes seis subespagos.
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25. Seja T: R* > R? uma reflexdo, através da Tetay = 3x
a) Encontre T(x, y). .

b) Encontre a base a de R?, tal que [7]% = {1 0]
4 O
0 -t

26. SejaT:R?®->R3?

[s) d . —
Tt 24, nde T(v) é a proje¢do do vetor v no plano

@) Encontre T(x, y, z).

b) Encontre uma base ordenada g de R?, tal que

0
0

1
(7§ = | o0
0 1

o0

. Ia L . R > R Ollde L €a Ieﬂexaﬂ t p

a) Encontre L(x, y, z).

b} Encontre uma base ordenada y de R?, tal que

1 0 0
T= [0 1 o
0 0 -l

28, a a0 Ii
Encontre a expressdo da transformago linear T : R® > R3 que € uma

rotagdo de w/3 em tormno da reta que passa pela orj ireca
do vetor (1, 1, 0). wepEm S ¢ fom  diesio

®
29. Um espelhc; plano estd apoiado em uma parede vertical formando um in-
g.ulo de 30° com ela. Se um feixe de luz de raios paralelos for emitido ver-
ticalmente (do teto para o chdo) determine a diregdo dos raios refletidos
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*30. Um espelho plano triangular é apoiado no canto de uma sala da forma des-

crita na figura abaixo.

x 14

Em que diregdo serd refletido um feixe de luz de raios paratelos emitidos
verticalmente de cima para baixo?

5.6.1 Respostas

3.9)T(x, y,2)=(x+y. ¥ - 2)
byv=(x 3-2x 1-2)

5.a) T(x, y) = (%, %) b) [;
x+y x-y
7.A(x.y)=( 3 ,—2—>

1. 7, y)=(’%”, ir—;1,2x+y)

0 2 -2 -
13.a) [ROS]= |1 1 -2 b) [SoR] = [_2 1]
101

15. a) v = (x, -x) b) v=1(x 0)

17.d) dimX =3 X 2=06
19. ) ker T = [(1,1,0)] base = {(1, 1,0)}

b) dimIm T =3 - dim ker T=2 Veja (5.39).
¢) Ndo. dimIm T = 2.
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d) z

ker T x

21. a) (Veja Exemplo 4 de 4.22)  base de
L. ste e . 2 ,3
b) (Veja Exemplo 5 de 5.1.2) spago: {1,x, x*, °}

¢) ker T = {P(x) = k (constante)} base: {1}
InT = {Ax)=ax®+ bx + ¢, a, b, ¢ € R} base: {1, x, x*}

3
B.S6y) = (¢ -5 ¥+, -3x-2).

U . kerTp ={x,y,z)ER: x =0 = -

B ; ez =2y} base:{0,1,-2

ImT, =1(0,1,0), (0, 1,-1)] base: {(0, I, 0)?8(60,%1 -} ’
ker T, = [(1,0)] ImT, =[(1,2,1)) ’

kerTgo Ty = [(1,0)] InTyoT, = [(0,0,1)]

1
25. )T (x,y) = T(— 4x + 3y, 3x - 4y)
b) a pode ser qualquer base {v,, v, } tal que v, pertenga i reta e v, e v, sejam
perpendiculares, por exemplo, @ = {(1, 3), (-3, 1)}
1
27. @) T'(x,y,2) —T(-Zx -6y ~3z,-6x+ 3y -22,~-3x - 2y + 62)

b) v pode ser qualquer base {v,, v;, v; }do R? tal que v, ¢ v, pertencam

a0 plano e v seja normal ao plano dado. Por exempl —
g plo,y = {{1 -
0, 1,-2),(3,2, D}. {1,0,-3),

] Leituras Sugeridas e Referéncias

b 1
2Gelfand, I. M.; Lectures in Linear Algebra; Interscience Publishers, New York, 196]
- Hoffman, K. e Kunze, R.; Algebra Lineor; Fditora Poligono, $io Pauio 19‘:‘1 .
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AUTOVALORES E
AUTOVETORES

6.1 INTRODUGAO

Dada uma transformagdo linear de um espago vetorial nele mesmo, T:V >V
gostarfamos de saber que vetores seriam levados neles mesmos por esta trans-
formagdo. Isto é, dada T:V — ¥, quais sio os vetores v € V tais que T(v) =

= v? (v é chamado vetor fixo). Tentaremos elucidar esta questdo, considerando
algumas transformagdes que ja foram estudadas no capftulo anterior.

6.1.1 Exemplos

Exemplo I:
I:R? > R? (Aplicagdo identidade)
(e, ¥y (x, ¥)

Neste caso, todo R? ¢ fixo uma vez que [ix, ¥) = (x,¥), para todo (x, ») €R.

Exemplo 2.
re :R* > R? (Reflexdo no eixo-x}
(x, ¥} (x,-y) ou

Autovalores ¢ Autovetores 179

Geometricamente
A A
x
—_—
W
o e v) = v
y o o -
ryled £ W
Figura 6.1.1

Intuitivamente podemos notar que todo vetor pertencente ao eixo-x € mantido
fixo pela transformacdo ry. De fato:

1 0| x|_ 1x
0 -1 0{ 0],
ou seja, ry (x,0) = (x, 0).

Ainda mais, estes vetores sio os unicos com esta propriedade, visto que,

procurando vetores [;j| tais que

caimos no seguinte sistema:

ou

X =X
_y;y

As Unicas solugBes deste sistema sio vetores do tipo (x, 0), ou seja. sdo os
vetores pertencenies ao eixo-x.
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Exemplo 3:
N:R? > R? (Aplica¢io nula)
{x, »}~(0, 0)
Neste caso, o tnico vetor que é fixo pela aplicagio dada é o vetor nulo,
N(0, 0} = (0, 0).

Passaremos agora para o seguinte problema: Dada uma transformagao
linear de um espago vetorial T: ¥ — ¥, estamos interessados em saber quais
vetores sio levados em um mailtiplo de si mesmo; isto €, procuramos um ve-
tor v € ¥V e um escalar X € R tais que

T(v} = Av

Neste caso 7(v) serd um vetor de mesma ‘‘diregdo” que v. Por vetores de mes-
ma “‘diredo” estaremos entendendo vetores sobre a mesma reta suporte,

Como v = 0 satisfaz a equagdo para todo A, estaremos interessados em
determinar vetores v = {) satisfazendo a condigio acima. O escalar A serd cha-
mado autovalor ou valor caracteristico de T e o vetor v um gqufovelor ou ve-
tor caracteristico de T. Vamos formalizar este conceito.

Passaremos doravante a dar a designagio usual de operador linear para
uma transformagdo linear T:¥ - V (de um espaco vetorial nele mesmo).

6.1.2 Definicdo: Seja T:¥ — V um operador linear. Se existirem v € V,
v#0,e A€ R tais que 7v = Av, X é um guiovalor de T e v um aufovetor

de T associado a A,
Observe que A\ pode ser o nimero 0, embora v ndo possa ser 0 vetor
nulo. Daremos a seguir exemplos de como calcular autovalores e autovetores,

usando a definicdo.

6.1.3 Exemplos

Exemplo 1:
T:R* > R?
v 2V

X 2 0 xl 22| _ 4 x

y 0 2|y 2y y
Neste caso, 2 é um autovalor de T e qualquer (x, y) # (0, 0) ¢ um autovetor
de T associado ao autovalor 2. Observe geometricamente:

Autovalores ¢ Autovetores

Tl = 2v

Figura 6.1.2

De um modo geral toda transformagio

T:R* -+ R?
veav, ¢ = 0

tem « como autovalor e qualquer (x, y) # (0, 0) como autovetor corresponden-

te. Observe que 7(v) ¢ sempre um vetor de mesma dire¢io que v. Ainda mais
»

i) a <0, T inverte o sentido do vetor.
if) Jea| > 1, T dilata o vetor,

@) tal <1, T contrai o vetor.

&)  a=1,Téa identidade.

Exemplo 2:

re iR 5> R? (Reflexdo no eixo-x)

x, v} (x, -p)
x 1 0 x
¥ 10 -1 yi

Os vetores da forma [3:[ sio tais que

BN BRI

Assim, todo vetor (0, y), y # 0, é autovetor de r, com autovalor A = -1.
Como ji vimos no Exemplo 2 da se¢do 6.1.1 os vetores (x, 0) sio fixos por
esta transformacio, r,(x, 0) = 1(x, 0), ou seja, (x, 0) s3o autovetores corres-
pondentes ao autovalor 1.

Y
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i " A
v _—
relu) =u .
” -
r r'x(V' = -V
Figura 6.1.3

Exemplo 3.
T:R? - R? (Rotagio de 90° em tomo da origem)

(x, ) (9. %) [ﬂ ﬁ[? é“i]_ B]

Note que nenhum vetor diferente de zero ¢ levado por T num multiplo de si
mesmo. Logo, T ndo tem nem autovalores nem autovetores. ‘

Este é um exemplo de que nem todo operador linear possui fmtovalores
e autovetores. Este fato serd comentado melhor posteriormente (veja o Exemplo

2 de 6.2.2)
Exemplo 4.

Seja A {g ﬂ
o G 057

e Ty (x, ¥} = 2x + 21, »).

Para procurar os autovetores ¢ autovalores de Ty resolvemos a equagdo

Ty(v) =Avou
p R N Ax
y TNy W

Assim, temos o sistema de equagOes
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Y =Ay

Consideremos os casos quando i) y # 0 ¢ i) y =0.
i) Se y # 0, entdo da segunda equagio A = |.

logo2x + 2y =x e y = -%x. Obtemos assim, para o autovalor
A = 1, os autovetores do tipo (x, - % x), x # 0. Em outras palavras,

como T(x, - —;— x) = 1(x, - % x), 08 vetores sobre a reta x = -2y sdo
mantidos fixos pela transformagio T

i) Se y = 0, x deve ser diferente de 0, pois sendo o autovalor (x, ») seria
nulo, o que ndo pode acontecer pela definicio de autovetor. Da primei-
ra equagdo, 2x + 0 = Ax ou A = 2. Portanto, outro autovalor € 2 e qual-
quer vetor nao nulo (x, 0) é um autovetor correspondente. Entdo, todos
os vetores sobre o eixo-x sfo levados em vetores de mesma dire¢do:

T(x, 0) = (2x, 0) ou T(v) = 2v.
Temos assim, para esta transformagdo 7, autovetores (x, -% x),

x # 0, associados a0 autovalor 1 e autovetores (x, 0}, x # 0, associados a0
autovalor 2. Todos os outros vetores do plano sdo levados por T em ve-
tores de dire¢Bes diferentes.

6.1.4 Teorema: Dada uma transformagio T:V = ¥ e um autovetor v
associado a um autovalor A, qualquer vetor w = av (o # 0) também ¢ autove-
tor de T associado a A.

Observe isto nos exemplos ¢ mostre que em geral isto é vdlido. Mais
ainda, mostre que o conjunto formade pelos autovetores associados a um auto-
valor \ e o vetor nulo é um subespago vetorial de V, isto €, =
= {v € V:T(v) = v} ¢ subespago de V. (Veja o Exercicio 20 da secgao 6.3).
Vamos dar um nome a este subespago.

6.1.5 Definigdo: O subespago V) = {v € V:T(¥) = Av} ¢ chamado o
Subespaco associado ao autovalor \.

As nogbes de autovetor e autovalor de uma transformagdo linear (ou
matriz) sio fundamentais por exemplo em Fisica Atdmica porque os niveis de
energia dos dtomos e moléculas sdo dados por autovalores de determinadas ma-
trizes. Também o estudo dos fenémenos de vibragdo, andlise de estabilidade de
um avido e muitos outros problemas de Fisica levam & procura de autovalores e
autovetores de matrizes,
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No Capitulo 12 voceé terd uma idéia de como as nogdes de espago veto-
rial, autovalores € autovetores sdo utilizadas na resolugdo de sistemas de equa-
¢oes diferenciais, ¢ muitas situagdes fisicas sdo descritas por um sisterna de
equagoes diferenciais. (Veja 0 Exemplo 3 de 12.2.1 ¢ os Exercicios de 12.4.}

Outra aplicagdo importante que estamos visando ¢ a classificagdo de cont-
4 vista no Capitulo 11. Nela, autovalores ¢ autovetores

formas quadridticas. Mais especificamente, eles
que permitam identificar

cas e quddricas que ser
serio usados para “‘normalizar”
serdo usados para encontrar mudangas de referencial
quais as figuras geométricas que representam certas equagoes no plano ¢ no

espago.
6.1.6 Autovalores e Autovetores de uma Matriz

Dada uma matriz quadrada, A, de ordem n, estaremos entendendo por
autovalor e qutovetor de A autovalor e autovetor da transformacao linear
Ty ‘R" 5> R, associada 4 matriz A em relagdo & base canonica, isto €,
Ty(v) =A-v (na forma coluna). Assim, um autovalor A € R de A, e um
autovetor v € R™, sdo solugDes da equagdo A + v = M, v = 0O

Exemplo: Dada a matriz diagonal

a1 0 vee 0
A= 0 daa 0
0 0 e fpp

e dados os vetores ¢; = (1, 0, ..., 0), &2 = (0, 1, 0,..,0), ..eqp =
={0, 0, ..., 0, 1), temos

A- € = . =d.1e; € em geral,
0
sdo autovetores

A - ¢; = a;e;. Entdo, estes vetores da base canonica de R”
para A, € 0 autovetor &; ¢ associado ao autovalor ay.
xima sec¢do que dada uma transformagdo lincat

zir 0 problema de encontrar

30 de autovalores para a matriz

Veremos na pro
TV > V e fixada uma base § podemos redu
autovalores e autovetores para T 4 determinag

718 .
H,B

Autovalores e Autovetores 185

6.2 POLINOMIO CARACTERISTICO

Observamos N
ches de autorx:;)lsof ?Tﬂgjefjr Segag') anterior que se nos basearmos nas defini-
valores, estaremos adotando u' para efe.tuar os cilculos que determinam seus
mos procurar um métod Um procedimento muito complicado. Por isto va-

0do pratico para encontrar autovalores e autovetores de

uma matriz real A de ordem n, F 0 em que
n. Faremos um q
. _ exemplo para o cas
n = 3, ¢ em seguida generalizaremos para n qualquer

Exempio:
4 -2 0
A=!-1 1 0
o 1 2

Plrlocura;n?s vetores v € R? e escalares A € R tais que A - v = Av. Observe

e . . . - '

que se I for a matriz identidade de ordem 3, entdo a equagdo acima pod
escrita na forma Av = (Al)v, ou ainda, (A - Myv =0 poce st
Escrevendo explicitamente . .

4 2 0 A 00 x 0
-1 1 0|-]/0 X O y|=10
o 1 2 0 0 A z 0
Temos entdo a seguinte equagdo matricial:
4-2 2 0 x 0
-1 F-2 0 yi1=10
0 1 2-X =z 0

Se escrevermos explicitamente o sistema de equagdes lineares equivalent
equagdo matricial, iremos obter um sistema de trés equagBes e trés | n'e a esta
Se o determinante da matriz dos coeficientes for diferente de zero lr?(gogmtaS.
que este sisterna tem uma tnica solu¢dao, que € a solucic nula Ou’ S'f‘ eremos
=y =2z = 0. (Veja a observagdo final de 3.7.2.) Mas estamos ;"t Sejadx =
calcular os autovetores de A, isto €, vetores v 3 0, tais que (A el"?i!ISSa 05 em
Neste caso det(A - M) deve ser zero, ou seja - Mv = 0.
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3 2 = 0.

- POft;“:l?os— b Lu;r d7e?:(A- —1 ?\?1\)2' 1u2m pgh'némio em \. Este polindmio ¢ chama-
do o p(?liném?o caracteristico de A. Continuando a resolugao, temos

2 =
- 2!103(;\?\— =3 )Z_eo?‘\ = 3 sio as raizes do polinémio caracterl’stic:(: 3:1 ::ése
portanto os autovalores da matriz A sio 2 e 3. Conhecendo 0s au oua )
podemos encontrar 05 autovetores correspondentes. Resolvendo a equag
Av = Av, para 0§ casos:

H o A=2
4 2 offx x awty =X
g1 oflyi=2y| =yt Y =
o 1 2 z z y+2z=22

i i egunda que
A terceira equacio implica que y = 0 e por isso .veimos na seg . ‘1 s
x = 0. Como nenhuma equa¢do impOe uma restrigdo em z, O8 beepaco
- ) . . u
associados a A = 2 sio do tipo (0, 0, z), ou seja, pertencem ac § p

[(Or 01 1)]'
iy A=3
Resolvendo a equagdo Av = 3v, temos
ax + 2y = 3x
x4+ ¥ = 3y
y+2z=3

Tanto da primeira equag¢do quanto da segunda vemos que X = =2y e d;o
terceira vem z = y. Os autovetores associados ao autovalor A = 3 530
tipo (~2y, ¥, ¥), ou seja, pertencem ao subespago (-2, 1, Nl

6.2.1. O que fizemos neste exemplo com uma matr}z t} de o:::(r;ai;[gso-
de ser generalizado. Seja A uma matriz de ordem a. Quais 530 08 owlores
e autovetores correspondentes de A? Sdo exatamente aqu‘a-lesE que :zrl‘do e
equagdo Av = Av ou Av = (ADv ou ainda (A - A)v = 0. Escrev
equagio explicitamente, temos

Escrevendo esta equagdo explicitamente, temos

0
ay - iz din )xcl 0
aay aq2 -A d2n 2 =
- X 0
ani dn2 Gpn A n
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Chamemos de B a primeira matriz acima. Entdo B - v = 0. Se detB =+ 0, sa-

bemos que o posto da matriz B é n e portanto o sistema de equagdes lineares
homogéneo indicado acima tem uma dnica solugdo. Ora, como x, =x, = ... =

= x, = 0 (ou v = 0) sempre ¢ solugdo de um sistema homogéneo, entdo esta
inica solucdo seria a nula. Assim, a Gnica maneira de encontrarmos autoveto-
res v (solugdes nfo nulas da equagdo acima) é termos detB = 0, ou seja,

det(A - A} = 0.

Impondo esta condi¢do determinamos primeiramente os autovalores A que
satisfazem a equagdo e depois os autovetores a eles associados. Observamos que

ap - aes A

P(A) = det(A - Al) = det

am e a,m —h

¢ um polinémio em A de grau n

PN = (@ - N ... @y - A) + termos de grau < n, ¢ os autovalores

procurados so as raizes deste polindmio. P(A) é chamado polindomio caracteris-
tico da matriz A.

Consideremos mais alguns exemplos para fixar melhor o processo envol-
vido no calculo de autovalores e autovetores através do polindmio caracterfs-

tico.
6.2.2 Exemplos

Exemplo I:

a-[24]

-3-2A 4
det(A - M) = det[ 1 5 Ajl

=(-3-0)(2-N)+4
=AM + X -2=PQ.
PAN=0 =Q-1D(A+2)=0 ou A=1 ou A=-2

Entio os autovalores de A sio [ ¢ -2. Procuramos agora os autovetores asso-
ciados.

Bibtioteca de g
Cigncia & Tecrnolygla
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i a=1
Temos

Logo
SBx tdyl | x -dx + 4y =0
-x t 2y ¥y x+ y=0

Entdo, temos que x = y.
Portanto os autovetores associados a A = 1 sdo os vetores v = (x, x),

x # 0.
iy A =-2.
3 40 x | x SBx t4y | | -2
[-1 2][y]“2[y] 0"[ -x+2y]“[-2y]
Entdo

x+t4y=0 _
{~x+4y=0 ou x =4y.

0Os autovetores cotrespondentes ao autovalor X = -2 sdo da forma

v=(ay, )y #0(ou v=(x7x)

V=TV
X = 4y

Figura 6.2.1

As retas acima sio “invariantes” em relagdo a esta aplicacio.

Autovalores € Autovetores

Exemplo 2:
I V3ooa
A { 1 \/—3}
POV = det(A - Al) = det[\ﬁl"‘ \/él- J
=W3I-n+1
=2 -2vV3a+4a.

189

P(A) = 0 ndo admite raiz real (A = -4), logo a matriz A ndo admite autova-
lores (nem autovetores). Isto significa que a transformacdo dada pela matriz A

ndo preserva a dire¢do de nenhum vetor. Ty (v) # Av, v == 0.
Geometricamente, eomo

— J3 -l
Aol V3 L2 o] T 2
1 V3o 2]l /3
2 2

_ 2 0 cos30°  -sen30°
0 2 ||sen30° cos30° |,

a transformagdo T, dada pela matriz A é uma rotagdo de 30° composta com uma

dilatacao.

T,(x, ») =(V3x-y.x+V3p)
T,(1,0) = /3. 1) ¢ T3(0,1) = (-1,V3).

TiO, 1)

. 1) T, 0)

L=
30

(1,0

Figura 6.2.2
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6.2.3 Observacac

Observe que se estivéssemnos trabalhando com um espago vetorial complexo
(isto €, os escalares 3o nimeros complexos), o polinomio caracterfstico P(A) =
=22 - 2/ 3 2 + 4 do exemplo anterior feria as rafzes A = V3tiens=
= v 3 - i Os autovetores encontrados, da mesma maneira que no caso real,
sio do tipo (x, -ix) e (x, ix) respectivamente. Assim, toda aplica¢dio linear so-
bre espacos vetoriais complexos sempre admite autovalores, uma vez que seu
polindmio caracteristico sempre admite raiz. Neste caso nio se tem a visio
geométrica de autovetor como vetor que tem sua diregdo preservada pelo ope-
rador. Veremos no Capitulo 12 que autovalores e autovetores complexos apa-
recem na resolugdo de um sistema de equagGes diferenciais, provindo de uma
situa¢do real.

6.2.4 Vamos apresentar agora duas matrizes que tém 0 mesmo polindmio
caracteristico e, portanto, 08 mesmos autovalores, porém, com autovetores di-
ferentes. Além disso, vamos resolver os sistemas de equagdes lineares que nos
ddo os autovetores usando matrizes escalonadas.

6.2.5 Exemplos

Exemplo 1:
3 0 -4 3-A 0 -4
A=|0 3 5| e A-AM=| 0 3-A 5
0 0 -1 0 0 -1 -2

Entio, P() = det(A - AD) = (3 - W)2 (-1 - ).
Os autovalores de A sio Ay =3 e A; = -1,
i) Autovetores associados a A; =3

3 0 -4 X x
0 3 S1hy =31y
0 0 -1 z z
3x - 4z = 3x -4z =0
3y +5z=3y = 5:=0
=z = 3z -4z =10
Matriz ampliada do sistema:
0 0 -4 0 0 0 1 0 0 0 1 0
o 0 5 0f(~[0 O 5 0|]~|0 0 0 O
0 ¢ -4 O 0 0 -4 0 O 0 0 O
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A solugio é: z = 0 e X, ¥ quaisquer.
Portanto os autovetores sdo do tipo v = (x y, 0)

if} Autovetores associados a A, = -1,
30 -4|]|=x X 3x -4z=x
0 3 S y = - _}’ E——"N 3y - 52 - _y
0 0 -1 V4 z -z = =Z
4x - 42 = 0
= 4y - 52 = 0
0=0
Matriz ampliada do sistema:
4 0 -4 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0
04_50~04_50~0 -5
00 0 0 00 0 0 P 0 ’
0 0 0 0
X - z=
=] y —iz =
7%=
0z =
Solugdo: x =z, y :% z, z qualquer.
Os autovetores sdo do tipo v = (z,—i z, z), z # 0.
Exemplo 2:
3 -3 -4
A=(0 3 5
0 0 -1
3-a2 -3 -4
PQ) = 0 3-A 5 = (3 -2 (-1 - ).
0 0 -1-A

Observe que este polinomio € o mesmo que o do exemplo anterior. Entdo os
autovalores sio A, = 3 e Ay =-L.
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i) Parad; =3
3 -3 -4 j]x x 3x -3y -4z =3x
0 3 5 ||y|=3y|=— 3y t+ 5z =3y =
o 0 -1 z z =z =3z
3y -4z =9
— 5z =0
-4z =0
0 -3 -4 0 140 1o+ 0
0 0 5 01~y g 5 o|T]o 0 1 O
0 0 -4 0 0 0 -4 0 0 0 -4 0
0O 1 0 0
~10 0 1 O
0 0 0 O

y =0, z = 0, x qualquer.
Os autovetores sdo do tipo

i) Para Ay = -1

v=(x,00),x+*0

3x -3y -4z =x 4x -3y -4z=0
3yt 5z =-y —_— 4y + 5z = 0
-z = -2 0=20
4 3 4 0 1_%10 1_%10
0 4 5 01~ ~
0 4 5 0 5
0 1 = 0
0 00 0 o 0 00 4
0 0 0 0
31
1 O Te 0
~lo 1 % o | € vemos que
0O 0 0
31 __ S
x=_ﬁz,y- Tz,zqualquer.

Os autovetores sio do tipo v = (-i—

1 5
- 0.
ik iies 2}, 2 #
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6.2.6 Nesta sec¢io definimos polindmio caracteristico de uma matriz,
ou seja, da transformagdo linear 7: R? - R7 3 eja associada como em 6.1.6.

Podemos estender este conceito para qualquer transformagdo linear
T: V-V, partindo do seguinte argumento.
Seja  uma base de ¥/, entdo temos as equivaléncias:

Tv = Av =

Brol -
[T].B[vjﬁ = )\[VJB oy

B_ _
[mﬁ M]mﬁ-o -
@uwg-u):o

Observamos que a ultima condigdo é dada por P(A) = 0 onde P(A)} é o poli-
némio caracteristico da matriz [718 conforme o conceito dado em 6.2.1.
Neste caso P(A\) também seri chamado polindmio caracteristico da transforma-
gdo T e suas raizes serfo os autovalores de 7. O fator fundamental nesta defi-
ni¢do € sua independéncia da base § escolhida.

De fato, seja @ uma outrabase de Ve d = {T]g . Entdo (veja 5.4.10),

det (| T3 = M) = det (A{T]g,q‘l - MIATY = det [A([T]g-)u)-A”]

= @uAyquTg-An-@tuﬂ)=daqrg-u)zpmy

6.2.7 Exemplos

Exemplo I: Seja T:R? > R? dada por 7(x, y) =(-3x +4y, -x + 2y).
Procuremos seus autovalores e autovetores, Notemos que se o é a base cand-
nica de R?

-3 4
o _
[T]a = [_ | 2] e, portanto,

podemos dar ¢ polindmio caracteristico de T como PAA) = det ( T]g - ).
Vocé pode agora concluir o exemplo copiando de 6.2.2 — Exemplo 1.

Exemplo 2; Seja P, o espago vetorial dos polindmios reais de grau menor
ou igual a um e seja T:P, - P, a transformag@o linear que leva o polindmio
1+x em 5+2x e o polindmio 4+x em -2+ (4 +x). Note que w, = [ +x e
w, = 4 +x sdo vetores LI, e portanto formam uma base o de P, e portanto
T ests bem definida. Observe ainda que T(w,) = w, + wy e T(wy) = -2wa.
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Portanto [T]g = E _g]

O polindmio caracteristico é AA) = (1 - A)(-2 - A) e os autovalores serdo, por-

tanto, A, = 1 e A, = -2. Calculemos os autovetores associados:

) 171§ - vl = 1lvl, o que implica [v], = [ﬂ ,a €R

Assim, os autovetores associados a A; = 1 sfo da forma
¥ = aw; + 3aw, = 13¢ + dax, Va
Ainda, os autovetores associados a A, = -2 sfo da forma

v=0-w, + bwy = 4b + bx

6.2.8 Vamos aproveitar os exemplos de 6.2.5 para introduzir o conceito
de multiplicidade de um autovalor. Chamamos de multiplicidade algébrica de
um autovalor a quantidade de vezes que ele aparece como raiz do polindmio
caracteristico. No Exemplo 1 de 6.2.5 o autovalor A, = 3 tem multiplicidade
algébrica igual a 2. (Ou ainda, 3 é uma raiz dupla do polindmio caracteristico.)
No Exemplo 2 o autovalor X; = 3 tem multiplicidade algébrica 2.

Observe que no Exemplo 1 encontramos para o autovalor Ay = 3 autove-
tores do tipo v = (x, », 0). Note que {(x, y, 0) € R*;x, y € R} =
= {x(1,0,0) + 0,1, 0):x, y € R} = [(1, 0, 0), (0, 1, 0)] e portanto a

dimensdo deste subespago associado ao autovalor A; = 3 é 2 (dois vetores LI).

Neste caso dizemos que a multiplicidade geométrica de X, = 3 ¢ 2. Mais pre-
cisamente, a multiplicidade geométrica de um autovalor \ é a dimensio do
subespago V de autovetores associados a A. No Exemplo 2, o auto-

valor A, = 3 tem multiplicidade geométrica 1, visto que a dimensdo de
{(x,0,0);x €R} = {x(1,0,0)x €R} ={(1,0,0)] é 1. Observe ainda
que se a multiplicidade algébrica de um autovalor for 1, a multiplicidade geo-
métrica serd necessariamente igual a 1.

6.3 EXERCICIOS

1. Seja T:R? »R?

(x, ¥} (v, ).
Mostre que A = 2 é um autovalor de T e vetores da forma (x, 2x) sdo os
autovetores correspondentes.
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Ache os autovalores e autovetores correspondentes das transformagdes linea-
res dadas:

. T:R*>R? 1l que Tix, y) - 2y, x)
. T:R* > R? tal que T(x, y) = (x+y, 2x +y)
CT:RPR? tal que (x, , 2} (x+y, x-p+2z, 2x+y-12)

.T:Py > P, tal que Tlax® + bx + ¢) =ax? +cx + b

T:M,-M, tal que Ars A" (Isto ¢, T € a transformagdo que leva uma
matriz na sua transposta.)

CT:R*»R* tal que T(x, y, z, w) = (x, x +y, x +y+z, x+y+2+w)

. Encontre a transformagao linear 7:R? -+ R?, tal que T tenha autovalores

-2 e 3 associados aos autovetores (3y, y) e (-2y, y) respectivamente.

Ache os autovalores e autovetores correspondentes das matrizes:

12
9. A=
\_0 -l:|
[
10.A = | 1} .
- 0 1 0
"1 2 3 15 A=| 0 0 1
11.A=j0 1 2 L-1 0 0
0 0 1
- [ 1 3 3
(3 3 -4 16. A= 0 4 0
122A=|0 3 5 | -3 3 1
0 0 -1 _
-1 -4 14
Ty o0 2 17. A = -7 14
13.A=-1 0 1 [ 2 -4 11
L1 2 _
2 01 0
11 2 8.A-| 0 2 0 1
14.A=|1 2 1 12 0 3 0
(2 1 1 0 -1 0 ©

iblioteca de X
ciencia & Tecnol

I1IeEPal
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19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26,

-1 -2 0
SejaA= |0 -1 1] Quais sio os autovalores e autovetores de A de
1 0 0

um espago vetorial:
a) Real b) Complexo

Se X ¢ autovalor da transformagdo linear T: V' — V e v é um autovetor asso-

ciado a ele, mostre que

a) kv é outro autovetor associado a A se £ # 0.

b) O conjunto formado pelos autovetores associados a A e o vetor nulo ¢
subespago de V.

Suponha que A; e X\, sejam autovalores distintos e diferentes de zero de
T:R? » R%. Mostre que
a) Os autovetores v; ¢ v, correspondentes sdo LI

» T(v,) e T{v;) sio LI

. 0o 2
Seja A = l:l l:l.

@) Ache os autovalores de A e de A™'.
b) Quais s3o os autovetores correspondentes?

Suponha que A seja autovalor de T:V - V' com autovetor v € & um nimero
nio nulo. Ache os autovalores e autovetores de af.

Suponha que v € V seja autovetor de 7: ¥~ ¥ e §:¥V~ V, ao mesmo
tempo com autovalores A, e A, respectivamente. Ache autovetores e auto-

valores de
ayS+T b) SoT.

Seja T:V — V linear

a) Se A = 0 é autovalor de T, mostre que T ndo ¢ injetora.

) A reciproca ¢ verdadeira? Ou seja, se T ndo € injetora, A = 0 € autova-
lor de T?

1 3
Sejam A = -1 lie B=(0 2 O
0 0

o O -

matrizes inversiveis.
a) Calcule AB e BA ¢ observe que estes produtos sdo distintos.
) Encontre os autovalores de AB e os de BA. O que vocé observa?

11.

13.

16.

17.

18,

19.

22.

23
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¢) Encontre os autovetores de AB ¢ os de BA. O que vocé nota?

d) Motivado pelos itens anteriores, mostre que: se A e B sd0 matrizes in-
versiveis de¢ mesma ordem, 0s autovalores de AB ¢ BA sd0 0s mesmos.
Mostre mais ainda: se A, € um autovalor de AB com autovetor v, entdo
h; ¢ autovalor de BA com autovetar Bv, Da mesma forma, se A; é um
autovalor de BA com autovetor w, entdo A, ¢ autovalor de AB com
autovetor Aw.

6.3.1 Respostas

'-Al = 1+\/-2;V1 = (x,\@), R2 = 1‘\/7,\’2 = (x,-\/_jx)
A=1 v=ax? +bx + b

LA =1,v=(0,0,0 w)
. Tx, y) = (69, x +y)

A=l = (x, 050 =-1, v = -y, »)

A=l v=(x, 00
N=hv =600, 0y Az =-1,v2 = (x, 2¢, x); A3 = 3, ¥3 = {x, 0, x)

M4 v = -z, =22 V= Cx)oud =4
v =()’, y! 0); AZ =49 ¥ =('Z: 0’ Z), R3 =—23 ¥3 =(x: 0; x)

M=-3,v = (-T2, 2 A =9, V2 = {x, x, x)

?\l = I’ vy = (0; Y, 05 —}’), 7\2 = -1! v: = (x’ 0’ -Zx’ 0); 'A3 = 6a
v; =(x, 0, 4x, 0)

a) A =-2,v=(2x, x, x)
P)A = -2, v = (2% x ) A =hva =[(-1 + 9y, p, (1 +iW]
Az = -, vz =[(-1-D3. ¥ (1 - iyl

@) Os de A sio -1 e 2; os de Al -l e%,
b) Os de B sio (-2y, y) ¢ (x, 2x); os de A™', (=2y, y) e (x, x)

Autovalor a) com autovetor v.
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25. @) Como A = O é autovalor, existe v-= 0 tal que Tv = 0-v = 0.
Entdo T0 = 0 ¢ Tv = 0. Portanto, T ndo ¢ injetora.
k) Como T ndo ¢ injetora, existe v = w tal que Tv = Tw.
Entio Tv - Tw = T(v - w) = 0 = 0 . (v - w). Portanto, 0 ¢ autovalor

de T com autovetor v - w.

26. b) S3o iguais, X, = 1, Ay = -2, A3 = -3
5
¢) Sdo diferentes. v, = (x, 0, 0), v, = (%y, y, 0), vy = (T z, =2z, )

Leituras Sugeridas e Referéncias

! Herstein, [. N.; Tépicos de Algebra, Editora Poligono, Sio Paulo, 1970.
2 Hoffman, K. ¢ Kunze, R.; Algebra Linear; Editora Poligono, Sdo Paulo, 1971.

DIAGONALIZACAO DE
OPERADORES

No Capitulo 5 foram introduzidas as aplicagbes lineares e as matrizes a elas
associadas. Nosso objetivo neste capitulo serd encontrar uma base do espaco
vetorial na qual a matriz de um determinado operador linear seja a mais sim-
ples possivel. E ficil deduzir as conveniéncias priticas de se trabalhar com 0s
operadores, usando tajs matrizes. Por muitos motivos, como vocé verd, a me-
lhor situagdo possivel é aquela em que conseguimos uma matriz diagonal asso-
ciada a um operador.

7.1 BASE DE AUTOVETORES

Dado um operador linear T: ¥ - V, nosso objetivo & conseguir uma base § de
V na qual a matriz do operador nesta base ([T]g) seja uma matriz diagonal,
que ¢ a forma mais simples possivel de se representar um operador. Observe-

mos inicialmente a seguinte propriedade dos autovetores,

7.1.1 Teorema: Autovetores associados a autovalores distintos sdo linear-
mente independentes.
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Prova: (Este teorema serd provado para o caso de dois autovalores distintos.)
Sejam A, , A, autovalores, X, # ha, € vy, vy autovetores associados 2ao0s

autovalores A, e A, respectivamente, Provaremos que v, € v, sd0 LI

Seja @y v, + a;v; = 0. Apliquemos a esta equagdo a transformagdio T - A, /.

Usando a linearidade de 7 e lembrando que T(v;) = Av; € fv; = v; para i =

=1, 2, resulta

(A = Ay F a2 - M)y =0
ou
(A - M)y =0

Como v, # 0 e A, # Ay, determinamos que a; = 0.
Voltando a equagdo original e aplicando T - i f, temos

gy - A vy Haa(dg - M2 =0
ou

as(kq - 7\1)"’2 =0

Isto é, g, = 0. Portanto v, e v, sdo LL

A demonstragio deste teorema para o caso geral em que temos | ST, U
A, autovalores distintos € feita de maneira andloga. Partimos da igualdade

a,v, taavy .ty =0
e aplicamos os operadores T - A para mostrar que d; =dz = .. =dr = 0.
Por exemplo, para mostrarmos que g, = 0, aplicamos sucessivamente 4 equagio
original os operadores:
T-NLT -2l T-ML T =M, TN

Uma conseqiiéncia deste teorema que nos interessard particularmente ¢é
dada u seguir.

7.1.2 Corolario: Se V é um espago vetorial de dimensdo n e T:V >V €
um operador linear que possui # autovalores distintos, entdo I’ possui ima
base cujos vetores sdo todos autovetores de T.

Em outras palavras, se conseguirmos encontrar tantos autovalores distintos
quanto for a dimensio do espago, podemos garantir a existéncia de uma base
de autovetores.

7.1.3 Exemplos

Exemplo 1: Seja T:R?* ~R* a transformagao linear definida por
Ttx, v) = (-3x + 4y, =x + 2y) cuja matriz em relagdo i base candnica o €
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[T]G - —3 4
« -1 2
(Veja o Exemplo ] de 6.2.2.)

Queremos encontrar uma base § de autovetores, se possivel, e ainda
observar de que tipo é a matriz [T]g. Desde que A; = 1 ¢ &, = -2, e portanto

A1 # Ay, podemos garantir, pelo corolirio anterior, a existéncia de uma base
de autovetores.

De fato, dois autovetores associados a Medsiovy =(1, 1}ev, =
= (4: 1) respectivamente, 0s quais formam uma base de R?. Isto é, o espago
admite uma base § = {v{, v, } formada por autovetores de T.

Calculernos agora [T]g. Como T(v,) = lv, = 1v; + Ov, e T(v;) = -2v, =

= GV] - 2V2,
g M1 o
1716 - [0 _2}

‘ .Observe que a matriz de 7" em relagdo 4 base de autovetores é uma ma-
triz diagonal.

. H R3 & H
-Ex‘emplo 2: Seja T:R* > R* uma transformagio linear (Jdja matriz em
relagdo 4 base candnica « é

, [3 0 -4
[T]a -lo 3 5
0 0 -1
PN = det([T]Z -M) = (3 -0 (-1 - W),
Os autovalores sdo A; = 3 e Xy = ~1. Associado a A, = 3 temos auto-

vetores do tipo (x, y, 0).

Portanto obtemos dois autovetores LI.
¥, = (1. O, O)

v = {0, 1,0)

Associado a A; = -1 temos um autovetor LI, u = (4, -5, 4).
Entdo 8 = {v,, vo, u} é uma base de R® constituida de autovetores de T e

3 0 o0
[T]g 1o 3 o
0 0



202 ALGEBRA LINEAR

Observe que em relagio a esta base de autovetores, a matriz de T € uma

matriz diagonal.

E claro que as matrizes diagonais [T]ﬁlS que foram obtidas nos Exemplos

| e 2 ndo o foram por acaso. Dada uma transformagao linear qualquert s
i ovetore
T:V -V, se conseguirmos uma base § = {v,, .., ¥} formada por au

de T, entdo, como

T(V]) = 7\]"1 + 0V2 + ...t Ov,,
T(V'z) = OVl + AQVZ + ...t OV,,,

T(Vn) = OV, + OV'Z L )\n\’n,
mentos da diagonal princi-

a matriz [T]g serd uma matriz diagonal onde os ele

pal sdo os autovalores A, isto €,

MO 0
mE- |0 0
0 0 . M

Nio precisamos ter necessariamente os A; distintos (veja © Exemplo 2).
Na verdade, um autovalor aparecerd na diagonal tantas vezes quantas forem os

autovetores LI a ele associados.

Por outro lado, se ¥ = {u, ..., u,} € uma base de V¥ tal que

g, 0 .. 0
0 a .. 0O
(71} =
’Y .
0 0 .. ap
note que v, ..., Uy sio necessariamente autovetores de 3’ com autovalores
4y, ... @y respectivamente. De fato, da definigao de [T}'Y temos:

T(u,) = giuy + Ouy + ..+ 0uy = a1ty

T(u,) = Ouy, + Ouy + ... + @plly = dplln

Ed
*
:
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- (_fonclufmos eNtdo que um operador T V — V admite uma base § em re-
lagdo d qual sua matriz [T]ﬁ € diagonal se, e somente se essa base f for forma-

da por autovetores de T. E este o motivo da definigdo que se segue.

7.1.4.Defini¢,.:é't_): Seja T:¥ - V um operador linear. Dizemos que T é um
operador diagonalizdvel se existe uma base de V cujos elementos 530 autoveto-
res de T

Os o.peradores dos Exemplos 1 e 2 sdo, portanto, diagonalizdveis. Vamos
dar a seguir um exemplo de um operador nio diagonaljzdvel.

Exemplo: Seja T:R* - R® a transformagdo linear cuja matriz em relagdo
d base candnica ¢ é

3 3 -4
[T]g =fo 3 5
0 o -1

Como P(A) = (3 - A)* (-1 - ), os autovalores sfo A, =3 e A, = - 1.
Associado a A; = 3 conseguimos apenas um autovetor LI, por exemplo, v =
= (1, 0, 0). Associado a A3 = -1 temos o autovetor LI, u = (-1, -20, 16).
Neste caso, temos apenas dois autovetores LI para T, ¢ pertanto nio existe
uma base de R® constituida sé de autovetores. Isto significa que em nenhuma
base a matriz de T é uma matriz diagonal, ou seja, T ndo é diagonalizdvel

7.1.5 Aplicagio ao Estudo de Vibragbes

Consideremos dois corpos de dimensdes despreziveis e massas my, e my, res-
pectivamente, presos a 3 molas de constantes eldsticas 4, k; e k3 conforme
mostra a Figura 7.1.1. Supondo que o movimento 54 ocorra na horizontal,
como podemos estudar a posigdo dos dois corpos em fun¢do do tempo a
partir de uma posicdo diferente da de equilibrio?

ky

DOSicEO t' " . FRELEEe e
de equillbrio R [ 0 ] FELELEER
' |
!
posicdo em g fm my | ms;
um instante | * | v
—

' Figura 7.1.1 i
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Chamando de x e ¥ os deslocamentos (horizontais) em relagdo a posigdo
de equilibrio de m, e m,, ¢ lembrando que o produto da massa pela acelera-
¢do € igual 4 forga aplicada e que a forga que uma mola exerce (em primeira
aproximagdo) € igual menos o produto da sua constante de elasticidade pelo
deslocamento em relagdo 4 posigio de equilibrio, podemos escrever (onde
¥ e ¥ indicam a derivada segunda em relagdo ao tempo):

m].).: = —klx + kz(_y - x)
myy = -kay(y = x) 3 kyy

ou, em fermos de matriz:

. kit

e kit ks K2 x
_ m my

S ka ky+ ks

‘ me T mg

Devemos achar entio como x e y variam em fun¢do do tempo, ou seja,
resolver o sistema de equagBes diferenciais anterior. Observe que uma das difi-
culdades de resolver o sistema é o fato dele ser acoplado, isto é, em ambas as
equacgdes aparecem ambas as varidveis. Uma possivel tentativa de resolver o
problema é a de tentar desacoplar as equagdes, isto ¢, obter duas novas equa-
coes, equivalentes s anteriores, de tal forma que em cada uma delas apareca
apenas uma incognita. Resolvemos, entdo, cada uma destas equagbes e volta-
mos para as incognitas originais. (No Capitulo 12 vocé poderd ver outros mé-
todos para tentar resolver tais sistemas.)

Observe que em uma situagdo deste tipo teriamos um sistema da forma:

¥=nx
¥=nY

ou, na forma matricial

HEERIE

Isto nos d4 a pista para tentar desacoplar o sistema original: devemos
diagonalizar (se possivel) a matriz do sistema original.

Fagamos isto no caso particular em que m, = My = m ¢ ky = ky=ky=k

As equagbes tornam-se entdo (na forma matricial)

2%k
—_— —_— X
— m m -
U A 2k
Y w Tm y
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Podemos pensar na matriz

-2k k
Aol

L3

m m

como a matriz de um ope i : 2 q
perador linear de R? em R? em relagdc a4 base cand-

nica ¢ as ¢
T xey como as componentes de um vetor em relagio a base candnica
entemos diagonalizar tal operador: l

2k X
= m m k
PO = det | 7 " %&+)é+%)
- = m m
m m

t - =
I orta 1O 05 autOV&]OIeS 330 A] 2

€ ;\ e 0§ al.ltOUalOl‘SS aSSOCIadOS da
eleS S40 11 = (], 1) e 1)2 - (1, -1), IeSpectlba]llente. Cllﬂmﬂlldo ¢ d baSE cano-
]IICa, B = {l’l, V;} a baSC CompOSta pOI talS aUtOMEtOIGS €

s

MB = i] temos:

= 0
o el (1) A

onde

I
16 -
i [] )
Além disso, por simples derivagdo:
¥ 8 [X]
[yJ‘[”a[;]

Substituindo ecstes resultados na equagio original vem:

g m A UB. H
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7.2.1 Definicdo: Seja p(x) = n
_ : =apx" + 4 + inémi
uma matriz quadrada. Entio p(A) éna matriz % * do um polinomio ¢ A

ou Y
X
[.Y.] — Byt oAl m
PAY = apA" +  + g A+ agl.
N » Quando p(A) = 0, dizemos que o polinémio anulz a matriz A.
X — 0 X
_ ™ Exemplo: Sejam p(x) = x* -9 o g(x) = 2¢ + 3
; e .
Portanto O ! -4
Se A= 5 l:l,
X-2x
- 2
s p(A):[; 4] -9[1 O]:[O 0
Y="TY 1 o o
m

S 10
A) = 18
¢ A 2[2 1]+3[0 Jz[‘* 5]

Entdo, p(x) anula A e g{x) ndo anula A.

Podemos resolver separadamente cada uma dessas equagoes obtendo

k
X= Alsen(\/m;‘t +8,)
2k
Y=Azsen( —’;l—t"'eg)

que sdo os chamados modos normais de vibragzo do sisterna.

’ .2.2 De'lnlcao. Seja A uma ma triZ quadl‘ada () ()1”1 mio
‘ . ..

k-1

m(x) = P dp | x + ... +a,

Voltando para as varidveis originais temos tal que

x = Alsen(\/zf + 9)* AzSEﬂ(,/3—kf t SD
m m
k 3k

y = Alsen(\/;t + 9) - A;sen(/—Am i+ 8)

7.2 POLINOMIO MINIMAL

1) m(A) = 0, isto é, m(x) anula a matriz A.
i) mx} é o polinbmio de menor grau entre aqueles que anulam A.

( Ol))serve que o coeficiente do termo x* do polindmio minimal ¢ 1
agp = 1)

i\ seguir apresentaremos alguns resultados envolvendo polindmio minimal
que v@o nos levar a descobrir um procedimento que nos possibilite determi
se um operador linear ¢ diagonalizdvel ou ndo, sem calcular os autovetoresmf\r
demonstragoes desses resultados sio em geral muito elaboradas, abran endo. S
outros conceitos como o de decomposi¢io de um espago vetor’ial emgs di
reta de subespagos, e que fogem aos objetivos deste texto! o e

Nos exemplos anteriores nds mostramos queé 03 operadores eram ou ndo diago-
nalizdveis, exibindo uma base de autovetores, ou mostrando a inexisténcia desta
base. Em casos de espacos vetoriais de baixa dimensao, como 0s dos exemplos,

conveniente. Entretanto, podemos estar interessados —

¢ este o procedimento
de os cilculos

principaimente no caso de espagos vetoriais de dimensdo alta, on
sio longos — em saber se um operador linear ¢ diagonalizdvel ou ndo, sem

calcular os autovetores. J4 sabemos a resposta para este problema na seguinte
situagdo: se dim ¥ = n e o operador linear T tem n autovalores distintos,

entdo ele é diagonalizdvel (veja 7.1.2). No caso geral, a resposta estd ligada ao
aspecto de um polindmio que chamaremos de polinomio minimal do operador
T Para isto, vamos introduzir a nogdo de polinémios calculados em matrizes.

7.23 Teor.ema: Sejam T: V> ¥ um operador linear e o« uma base qual-
quer de V de dimensdo n. Entdo T ¢ diagonalizdvel se, e somente se o poling
mio minimal de [T]g é da forma pormer

1 -
Voot pode encontrid-las. por exemple. em Hot{m: i

5. ) ple. em Hoffman, K. e K - .
Poligono. S3o Paulo, 1971. uuze. R Algebra Linear. T-ditora
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mix) = (x - N) X -A;) o (x = N)

com Ay, Az, ..., A, distintos.

O nosso problema que consiste em determinar se T € diagonalizdvel
reduz-se entdo ao de saber achar o polindmio minimal de 7. Os teoremas quc

nos ajudardo a fazer isto sdo:

7.2.4 Teorema de Cayley-Hamilton: Seja 7:V — V um operador linear, «
uma base de V e p(x) o polindmio caracteristico de 7. Entdo

p(ITI) = 0

Isto significa que o polindmio caracterfstico é um candidato ao polinomio
minimal porque ele satisfaz a condi¢do #) da definigdo 7.2.2.

Exemplo: (Demonstragdo do teorema no caso 2 x 2.)

Sej b
eja [T]g _ [tz d].

Entdo o polindmio caracteristico €

PV = det([i 3} - 7\[}) ?D =@-N@-N-be
iy~ ([ 212 21} (s 202 )
1 0O 0 O
} bc[o 1} - [o 0]

7.2.5 Teorema: As raizes do polindmio minimal sdo as mesmas raizes
(distintas) do polindmio caracteristico.

Estes dois teoremas juntos nos dizem como achar o polindmio minimal
de um operador linear T:¥ » ¥. O polinémio minimal deve ser de grau menor
ou no maximo igual ao do polindémio caracteristico (7.2.4) e ainda deve ter as

mesmas raizes (7.2.5).
Por exemplo, seja 7':V > ¥ um operador linear e o uma base de V. Su-

ponhamos que o polindmio caracteristico de T seja p(A)=(A=3) (A -1)* (A +5).

Entio o seu polindmio minimal serd um dos polindémios:
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Px)=(x-Dx-1x+5
pa(x) = (x -3)? (x - 1) (x +5)
Palx) =(x - x-1P x+9
Palx) =(x -3)(x - 1)* (x + 5)
Ps(x) ={x - 3P (x - 1)? (x +5)
Pe(x) = (x - 3)% (x = 1)® (x + 5).

Como o polindmio minimal é o de menor grau que anula [T]g, verifica-

mos primeitamente se pl([Tlg) = 0. Em caso afirmativo, p,(x) serd o polino-
. s o .

mio minimal. Se p,([T]a) # 0, testamos pz([T]g) e assim sucessivamente. Na

pior das hipdteses o polindmio minimal serd p(\) isto ¢, o polindémio caracte-
ristico.

VolFe agora ao teorema 7.2.3. O operador acima s serd diagonalizdvel se
0 seu polindémio minimal for g, (x). Esse argumento nos motiva a reinterpretar
0 teorema 7.2.3.

7.2.6 Teorema: Sejam Ay, X,, ..., A, 08 autovalores distintos de um ope-
rador linear 7. Entao T serd diagonalizivel se, e somente se o polinbmio

x-A) (x-Xxy) o (x -2
anular a matriz de T,

Exemplo: O operador linear T:R* - R* definido por T(x, y, z, ) =
= (3x - 4z, 3y + 5z, -z, -t) é diagonalizdvel?

Resolugdo: Seja o = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}
a base canonica, Entdo a matriz

3 0 -4 0

o 0 3 5 0
=10 o 1 o
00 0 -l

Calculemos o polindmio caracteristico
PN = det([T) - M) = (3 - NP (-1 - W2,

Os autovalores sio A, = 3 ¢ A, = -1, ambos com multiplicidade 2. Entdo, os
condidatos para o polinémio minimal sio

polx) =(x -3} (x +1)

pa(x) = (x - 3 (x +1)
pa(x) =(x -3) (x +1)»
palx) = {x - 3) (x + 1)? Bibtioteca de

cigncia & Te<nc

FPe
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Notamos que p,([T]g) = 0 e é, dentre os candidatos, o de menor grau.

Entdo

pi{x)=(x-3)(x 1)
é o polindbmio minimal. Portanto, T ¢ diagonalizivel, isto ¢, existe uma base 3
de autovetores e nesta base

g _
[T]ﬁ =

coocw
cowo
ot oo
Looo

* 7.3 DIAGONALIZAGAQ SIMULTANEA DE DOIS OPERADORES

Suponhamos que sejam dados Ty : V>V e T V>V operadores lineares, am-

bos diagonalizdveis. Isto significa que existem bases a; ¢ a, de V tais que

(1, ]i‘ e [T, ]ﬁz sio diagonais. No entanto, nio podemos garantir que o, = ay,
1 ¥

isto ¢, ndo podemos garantir sempre que existe uma mesma base « de ¥V em

relagdo 4 qual as matrizes de T; ¢ 7, admitem o mesmo conjunto de autove-
tores LI. Em que situagdo vale tal relagdo entre T, ¢ T,? Mostra-se® que dados

T, e T, operadores diagonalizdveis, entdio T, e T, sdo simultaneamente diago-
naliziveis se e somente se T, ¢ T, comutam (7,07, = T,0T,).
Na pratica, dados 7, ¢ T,, tomamos uma base § qualquer de V e verifi-

camos se T, e T, sdo diagonalizdveis. Se isto acontecer e, além disto, (7, ]g[ﬂ ]g =
=17 ]g 7 }g, entio podemos concluit que 7, e T, sdo simultaneamente dia-

gonaliziveis.

Exemplo: Sejam T,, T, :R?® > R? operadores lineares cujas matrizes em
relagdo 4 base candnica sdo respectivamente

S 2 8
5 5 0 5 5 0
12 6 K 1
[Tl] =15 35 0 € [Tz] =% -5 0
0 0 2 0 0 4
Calculando os autovalores de Ty, temos A, = 1, A, = 2 ¢ A3 = 2. Observamos

que o polinémio m(x) = (x - 1) (x - 2) anula [T], e portanto T, ¢ diagonali-

2Veju, por exemplo, Hoffman, K. ¢ Kunze, R. op. dt. pdg. 190.
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zivel (veja 7.2.6). Calculando os autovalores de 7,, temos Ay = -1, A; = 3 ¢
A3 = 4. Como eles sdo distintos, T, € diagonalizdvel (veja 7.1.2). Além disso,

115 70
s 25 9

[r, 17,1 = 010 g =Rl
0 0 8

Portanto, T, e T, sio simultaneamente diagonalizdveis.
Poderiamos ter observado isto calculando os autovetores.
Para Ty : com A = 1 obtemos os autovetores (x, -2x, 0} e com A; = 2, 0s
autovetores (-2y, v, 7).
Para T5: A, = -1 € associado ao autovetor (x, -2x, 0), A, = 3 a (-2y, », O) ¢
Ay =4 a (0, 0, z).

Entdo (1, -2, 0), (-2, 1, 0), (0, 0, 1) s3o simultaneamente autovetores L1 de
Ty ¢ T,, ¢ desse modo na base § formada por estes vetores

0 -1
ol e 7, ]g =0
> 0

o W o
=~ o O

i
mif-=|o
b

[an T NN ]

7.4 FORMA DE JORDAN

Ji sabemos que nem todo operador ¢ diagonalizdvel. Por exemplo, T:V > I,
onde V' € um espago vetorial real de dimensio dois, cuja matriz em relagiio a

uma base o é
o | O 1
7], = [.1 0:|

a qual ndo ¢ diagonalizdvel, pois o seu polindmio caracteristico ¢ A> + 1, que
nio possui raizes reais. Assim, este operador nio possui autovetores, ¢ portanto
r’uio possui autovalores. Entretanto, se o espago vetorial V for complexo (isto
€, se permitirmos que os escalares sejam nimeros complexos quaisquer) e consi-
derarmos a mesma matriz, o polinémio caracteristico passard a ter duas raizes
distintas, { e =i, e portanto o operador serd diagonalizivel. De fato, um autove-
tor associado ao autovalor ¢ é (1, {) e um associado a -i é (1, -i}. Se § for a

. i 0
base destes autovetores, entio [T}g = l:[; i :| Vemos assim que com relagdo
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ao fato de um operador linear ser diagonalizdvel ou ndo, o conjunto dos esca-
lares no qual trabalhamos desempenha um papel importante.

Ainda assim, mesmo permitindo valores complexos, nem todo operador
linear é diagonalizivel. Por exemplo, seja T:V -V, onde V € um espago veto-
rial complexo de dimensdo 4 €

01 0 0
a |-1 0 0 O
[Ty = 0 0 1 1
0O 0 0 1

onde a € uma base de V. Entdo, o polindmio caracteristico de T é p(d) =
= (A - i) (A + §) (\ = 1)*, e portanto seus autovalores sao A, = i, Ay = -,
A; = | (com multiplicidade 2). Ndo é possivel, entretanto, enconirar dois auto-
vetores LI (tente!) para A3 = 1, ¢ assim I nao é diagonalizdvel.

Porém, quando T:V -V for um operador linear n3o diagonalizdvel e ¥
um espago vetorial complexo, poderemos achar sempre uma base § de V. tal

que [T]g assuma uma forma especial, chamada forma de Jordan. Esta forma ¢

obtida por blocos do tipo

B 0]

Ad

ou [X;] colocados na diagonal.

Exemplo:

J

—
1
(%)

,_
1—- oo
|
| o o
|
Lo
joooo

r"f—

coocoo
coococoo
cooocoo
cococoo

oo CocCc oo
[ T - I o e T i e [ oo
o C oV

oo o oo
_— ) O
W oo

oo o ciw
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A demonstragdo deste fato ¢ um t6pico especial que deve fazer parte de
um estudo mais avancado de Algebra Linear” .

7.5 EXERCICIOS
1. Entre os operadores dos exercicios 2 a 8 da secgdo 6.3 verifique quais sdo
diagonaliziveis.

2. Dizemos que uma matriz A, ¢ diagonalizdvel se seu operador associado
T, : R" - R”" for diagonalizdvel, ou seja, A ¢ diagonalizavel se, e somente

se A admitir # autovetores LI, Baseado nisto, verifique quais das matrizes
dos Exercicios 9 a 18 da sec¢do 6.3 sdo diagonalizdveis,

3. Dada a matriz

ODOFJ:
o O =
S OO
w o oo

4) A ¢ diagonalizdvel (use a definigio do exercicio anterior).
s} Encontre seu polindmio minimal.

4. Seja A uma matriz 3 x 3 triangular superior, com todos os seus elementos
acima da diagonal distintos ¢ nao nulos.

b ¢
d e
o f

A:

oo R

2) Quais sdo os autovalores e autovetores de A?
b) Qual é o polindmio minimal de A?

5. Para quais valores de a as matrizes abaixo sio diagonalizdveis?

Pa-ly o "o-[g 1]

*purs detalhes consulte Lipschutz, S. Algebra Linear, Mc Graw-Hil! do Brasil Ltda., Rio de
Janciro, 1971 ou Hoffman. K. ¢ Kunze. R. Algebra Linear, Editora Poligono, Sio Paulo.
1971: ou Gelfond. 1. M.: Lectures in Linear Algebra; Interscience Publishers, New Yorl,
1961.
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6.

10.

Sejam T: R® » R? linear, « = {(1, 0, 0}, (0, 1, 0}, (0, 0, 1)}, a base ca-
nénica de R?, = {(0,1,1),(0,-1,1), (1,0, 1)} ¢
2 0 1
=10 -3 1
0 o -3

a) Encontre o polindmio caracteristico de T, os autovalores de T e 0s auto-
vetores correspondentes.

b) Ache [T]ﬁ ¢ o polindmio caracteristico. Que observagdo vocé faz a este

B

respeito?
¢} Encontre uma base y de R?, se for possivel, tal que [T]z seja diagonal.

. @) Sejam T:¥ — V um operador linear (¥ de dimensdo finita) e a e § bases

distintas de T. Mostre que

det [T1% = det mg

(Sugestdo: veja a relagdo entre [T]g, e [T]g no Capitulo 6).

b) Se A, x,, ¢ diagonalizivel, mostre que o determinante de A € o produ-

to de seus autovalores.
{Sugestdo: considere T : R" > R”, observando que a matriz de T, na

base canénica ¢ exatamente A. Use entdo o resultade do item (2) consi-
derando como « a base candnica € § a base de autovetores.

3

. 2 . N . 4 0
. Mostre que a matriz A = [I 2:1 ¢ semelhante & matriz |:0 1:\

. @) Mostre que um operador linear T (num espago de dimensdo finita) que

comuta com qualquer operador linear diagonalizdvel ¢ diagonalizdvel.
b) Nas condigdes do item (q) mostre que na verdade 7 é um maultiplo esca-
lar do operador identidade, isto &, existe um numero 7 tal que T =r. 1.

Diz-se que um operador linear T:V — V ¢ nilpotente se existir um nimero
inteiro positivo n, tal que T = 0 (isto é, ToToJoToTOTo ... OT(v) = 0)
para todo v € V).

a) Seja T nilpotente. Encontre seus autovalores.

p) Encontre uma matriz A, x, # O tal que T, :R? > R? seja nilpotente.

¢) Mostre que um operador linear nilpotente, ndo nulo, ndo é diagonalizdvel.

11.

3 0
#12. Mostre que A =[O0 2 -5
0 1

“13.

14.
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Diz-se que um operador linear T:¥ - ¥V ¢ idempotente s¢ T* = T (isto ¢,
se ToT(v) = T(v) para todo v € V).

a) Seja T idempotente. Ache seus autovalores.

b} Encontre uma matriz A, ; # 0 tal que 7', : R? - R? seja idempotente.
¢) Mostre que um operador linear idempotent% ¢ diagonalizdvel.

0
ndo ¢ diagonalizivel. No entanto, se A repre-
-2

sentar, numa certa base, um operador linear 7: ¥ » V, onde ¥ é um espaco
vetorial complexo, entdo T é diagonalizdvel. Verifique este fato ou, equiva-
lentemente, que existe uma matriz com elementos complexos P; 5, inversi-
vel, tal que

3 0 0
PP A.P=|0 i O
0O o0 |

Problema-pesquisa: FM a a a n
Seja a M a ... a a
A= a a M a a
a q a .. M a

a2 a a .. a Mjnxn

onde M e a # 0 sdo nitmeros reais. Mostre que
a) Os autovaiores de A sio
A = M - a com multiplicidade n - 1
e u=M+(n-1)a
bydet A=M-a)""' . [M+ (n-1)a]
{Este é um caso particular da situagio estudada no artigo *'sobre uma classe
de matrizes cujo problema de autovalores é facilmente soluciondvel” de
Odelar Leite Linhares, publicado na revista Ciéncia e Cultura (SBPC) volume
29, nimero 8, de agosto de 1.977.)

Utilize a forma diagonal para encontrar A" nos seguintes casos (n natural):

3 4 0 7 -6
DA=17 BA=l-1 4 o
0 2 =22

Vocé pode generalizar 0 seu procedimento para o caso de uma matriz qua-
drada qualquer? Quais sdo as condigBes?

Biblioteca de g'\
cigncia & Tecnolligi:
'] g |
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*15, Considere o sistema mecinico mostrado na figura abaixo

corpo 1

Utilizando os procedimentos da secgdo 7.1.5 estude a vibragdo do sistema
quando ele é tirado da posigdo de equilibrio. Resolva completamente descre-

vendo o comportamento do sistema no caso em que M, = 0,5 kg, my =

=05kg, &k, = 1,2%—, ky = 1,8% . Os deslocamentos iniciais dos corpos

1 e 2 sdo, respeciivamente, 0,1 m para cima ¢ 0,2 m para baixo.

7.5.1 Respostas
1. 6.3.2;: 6.3.3; 6.3.4 ¢ 6.3.8 sio diagonalizdveis.

2. 6.3.9: 6.3.10; 6.3.13; 6.3.14; 6.3.16 ¢ 6.3.17 sdo diagonalizdveis.
3. 4) Nao
By p(x) = (2 - x)* (3 - %)

S.9)a=1
bYa=0

6.a)pN) =2 -G +N5 N =2, v =0, Ok Xy = -3, v, = (0, y. 0)

b) 3 0 -

Bl -4 -LZ].pM)=@2-NE+?

1 [

w h-)l—.l u]u

O polindémioc caracteristico ¢ independente da base.
¢) Nio existe.
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8 |1 1 1 2] |4 o0 1 |
3 -2 3 217010 - 3 2
10.a) A =0
b0 0
1 0
c) Se T fosse diagonalizdvel, existiria uma base § tal que os autovalores esti-
vessem na diagonal de [T]g, uma matriz diagonal. Mas os unicos autova-

lores de 7' sdo 0 (veja a), e logo, [Tlg = 0. E dizer, T seria nulo, o

que ndo estd de acordo com a hipétese.

llﬂ')?\:o ou 1

by |2 -
2 -
¢) Como T?v = Tv, (I* - T)v=10, ou seja, 7> - T = O
Seja p(x) = x* - x = x(x - 1). Entdo p(T) = 0
Como os autovalores de 7 sio 0 e 1, o polindmio caracteristico de T é

da forma p(A)} = (-A)" (1 - M)™. Entdo p(x) é o polinémio minimal de
T e como os fatores lineares sio distintos, T é diagonalizdvel.

14. 2) Note que se temos uma matriz diagonal entdo [?(\]1 f ] "
2

0
e autovetores respectivos (é possivel fazer isto), bem como a matriz de
mudanga de base. Utilizando 5.4.10 pode-se escrever

1 4([1 off1 4!
T3

Portanto
anc (DAL O [T AT AL ol e

11 0 -2 1 1llo 2 -
L4l oln|1 47!
B D 1 (T

_ L jel2nrr g otz

I S S I

b) E similar ao anterior.

A . _
= [ x| Diagonalize, entdo, a matriz A calculando os autovalores
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No caso geral o procedimento poderd ser o mesmo se A for uma matriz
diagonalizével. Isto &, sendo B a forma diagonal de A,
A = CBC™! ¢ entdo
A" = (C.B-C 'yt = (CBC™!) - (CBC™")... (CBC™Y) = cB"C!

n vezes
Assim temos um processo bem mais simples que © usual para se obter a
poténcia de uma matriz diagonalizivel, wma por ser B uma matriz dia-
gonal B” é calculada diretamente.

PRODUTO INTERNO

Leituras Sugeridas e Referdncias

1 Gelfond, I. M.; Lectures in Linear Algebra; Interscience Publishers, New York, 1961.
2 Hoffman, K. ¢ Kunze, R.; Algebra Linear; Editora Polfgone, Sio Paulo, 1971.
3 Lipschutz, 8.; Algebra Linear; McGraw-Hill do Brasil Ltda., Rio de Janeiro, 1971

8.1 INTRODUGCAO

Estaremos interessados neste capitulo em formalizar os conceitos de com-
primento de um vetor e de dngulo entre dois vetores. Com isto teremos pro-
cessos para que se possa “medir” num espago vetorial, da mesma forma pela
quallse mede no plano ou no espago. E é a nogdo de medida que nos leva a
precisar conceitos como o de aproximagfo, drea, volume etc.

g S _._|
t
i
|
|
|
i
b
|
1
I
- |
R
I
¥
=

A ____

x{’

Figura 8.1.1
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Consideremos inicialmente o plano R?, munido de um referencial carte-
siano ortogonal (eixos perpendiculares) ¢ um ponto P de coordenadas (x, y}.
Vamos calcular a distincia deste ponto P 4 origem. Observando a figura e utili-
zando o teorema de Pitdgoras, temos que d = v x* + y? . Podemos também
interpretar este resultado dizendo que o comprimento (que passaremos a chamar
de norma) do vetor (x, ¥) € Vv x2 + y* . Denotaremos isto por ||(x, y)Il =
=+ x* + y* . Analogamente, a distincia d entre dois pontos (x;, y,) €
(x;, ¥») é a norma do vetor diferenga, isto €,

d=\/6fl -5l (- p)

Y i
ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ g
" IV = lx1, y1)
F = (x2,y2) |
|
Y2 -——- ] i
| f
B |
! I
i i
6710, !
1
|
f)1 I |
X2 Xy X
Figura 8.1.2

Consideremos agora um corpo no plano R? que se desloca em linha reta
da origem até um ponto (x,, y;) por a¢do de uma forga constante F =
= (x5, ¥2). Queremos saber qual é o trabalho realizado. Dos conceitos da fisica
sabemos que o trabalho é dado pela equagdo: 7 = IIFI - llvl - cos¢ onde 8 ¢
o dngulo entre v = (x,, y,) e F = (x3, yz). Mas cosll = cos (02 - 0;) =
cos facos 8, + senfysen ), = _|T)I€‘T2ll_ "):’1" + % . -"’:—1" Portanto, T =
=x,x; +y,¥;. Ou seja, o trabalho produzido é um “produto” dos vetores ve
F. denotado por (v, F), ¢ dado pela regra: (v, F) = {(x;, »), (x2, 20 =
xyxy + y1y;. Este produto recebe o nome de produto escalar ou produto
interno, e tem uma relagio importante com a norma de um vetor v = (x, y):

Wl =V +3 =vVx-x+y.y=+tv.v.

Se, a0 invés de trabalharmos no plano R?, estivéssemos trabathando no
espago R? (munidos de um referencial cartesiano ortogonal), terfamos encon-
trado uma expressdo similar para o produto escalar:

Produto Intetno 221

(x1, ¥ia 200 (X, Y2, 22D = x1x, Iy 22,

e a mesma relagdo com a norma de um vetor y = (x, y, 2)

ey —
M =VX+3 32 - Vv v

_ Voltando ao caso do plano, se tivéssemos trabalhado com um referencial

ndo ortogonal (eixos nao perpendiculares), e quiséssernos calcular a distincia da

origem até um ponto P {cujas coordenadas em relagio ao referencial fossem
(x,»)), teriamos, usando o teorema de Pitdgoras

d = litx, y)il =

(x +ycosa) + (ysena)? = V1% + (2cos a)ey + y*

p
1
I T
I
+sen &
cos o |-<— X

Figura 8,1.3

Observe que, se usdssemos o produto escalar

xy, ¥1) (X2, 220 = X%, + y ¥

neste caso ndo valeria a relagio vl = v/{v,v) , mas ela passaria a valer se
usdssemos a seguinte regra para o produto:

(Ceg,wy), (2, Y2 = x1x5 (cosa)x,p, + (cosalx,y, + Y1y, pois
v, v) = {x, ), (x, ¥)) = x* + (cosa)xy + (cosayx + y? = ||v|2,
Portanto, novamente a nog¢io de distincia poderia ser dada a partir de um pro-
duto intermno de vetores.

Concluimos destes exemplos, que 0 processo usado para se determinar
medidas num espago pode variar e, em cada caso, precisamos ser bem claros so-
bre que produto interno (e conseqiientemente sobre que norma) estamos tra-
balhando. Estes produtos, no entanto, gozam de propriedades que sio utilizadas
para definir produto interno num espago vetorial real qualquer.

8.1.1 Definigdo: Seja " um espago vetorial real. Um produto interno so-
bre V' ¢ uma fun¢do que a cada par de vetores, v, e v,. associa um numero
real, denotado {v,, v,), satisfazendo as propriedades;:
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i) (v, v) = 0 para todo vetor v, ¢

{v, v} = 0 se, e somente se v = 0.
i) {avy, v2) = alvy, V) para todo real a.
iy (v + va, va) = (v, v3) t+ (vy, V3,
iV) {vy, Vz) = vy, ¥y}

Exemplo 4: Um campo elétrico uniforme induz uma forga constante dada
pelo vetor f = (10, 2, -5) em uma particula carregada eletricamente. Vamos
calcular o trabalho realizado quando a particula se move na trajetoria que co-
mega e tefmina em A, dada pela Figura 8.1.4. O trabalho total é

T'=Tap + Tye + Tca
onde Tap ¢ o trabalho realizado de A a B etc. Ainda, AB = (2, 3. 2) -
- (}s 1: 3) = (Is 23 _1)) BC = (03 —1, —I) € CA = (—], —I, 2) COmO f01 maos-
trado na introdugo, o trabalhe € o produto interno da forga pelo vetor que
dd o deslocamento. Entdo Thp = (f, AB) = ((10, 2, -5), (1, 2, -1)) = 19,
Tea = -22. Portanto, T = 0.

8.1.2 Exemplos
Exemplo 1. O produto escalar usual de vetores do espago R3.

Para v = (x;, x5, x3) e w = (¥1, Y2, V3)
(v, W) = Xy + X202 + X3V
De modo andlogo, definese o que chamamos produto interno usual para o €s-
pago R™:
Dados v = (x;, X2, ... Xp) & W=, Y2, .- Vn),
(v, w = x; ¥, t xa¥3 t ... ¥ Xn¥n

Veremos em 9.1.1 que, uma vez escolhido um tipo especial de base, todo pro-
duto interno tem uma expressdo como esta.

Fxemplo 5: Uma fabrica produz um determinado componente eletronico.
Devido a variagdes na linha de produgdo, qualidade de material etc., verifica-se
que os componentes ndo tém todos a mesma durabilidade. Fazendo-se experién-
cias com relagio ac niimero de horas de uso efetivo, obtém-se a seguinte tabela
gue relaciona durabilidade com a respectiva probabilidade.

Exemplo 2. V = R, vy = (x;. y1) e va = (xa, ¥a2)

vy, ¥2) = 21X - X1y - XY t 2 durabilidade/h | 2000 | 2500 | 2700 | 3000

probabilidade | 1/3 1/5 1/5 4/15

Exemplo 3. Se V é o espago de fungdes continuas no intervalo

[0. 1], dadas f, e f; € V, definimos
1
<f|, f2> :/0 fl(t)f2(f) dt

Poderemos verificar que as quatro condigdes da defini¢do sao satisfeitas
em cada exemplo e, portanto, {,) ¢ um produto interno.

Queremos saber a durabilidade média dos componentes.

Temos, entdo, a durabilidade média (ou valor médio ou valor esperado)
que é

. 2000(1/3) + 2500(1/5) + 2700(1/5) + 3000(4{15) = 2520 horas.

O que queremos observar, no entanto, é que a expressio da durabilidade média

Lo é exatamente a do produto intemo canodnico em R* do vetor probabilidade
% ,% ,% ) %) pelo vetor durabilidade (2000, 2500, 2700, 3000), isto &,
1 1 1 4
(= ,— .=, —) (2000, 2500, 2700, 3000))
B=t2,3,2) (3 5 S 15) (
- De modo geral, s¢ uma grandeza pode assumir valores x,, x,, ..., X, com

c-@227 probabilidades p,, p;, ..., py, respectivamente, entio o valor médio da grandeza
(também chamado valor esperado) € dado pelo produto interno canénico em
RFI

Floura 1.4 {1, Pas oo Pr)s (X1y X2, cos Xn)) = P1X1 + L+ ppxy Biblioteca de §

ciéncia & Tecnoksh
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Na secdo 8.7 vocé podera ver uma outra versao deste fato, juntamente com ou-
tras aplicages estatisticas do produto interno.

O produto interno é usado para caracterizar a nogdo de perpendicularis-
mo ou ortogonalidade de vetores. Formalmente:

8.1.3 Definicdo: Seja ¥ um espago vetorial com produtu interno ¢, ).
Diz-se que dois vetores v e w de V s3o orfogonais (em relagdo a este produto
interno) se {v, w) = 0. No casc em que v ¢ w sdo ortogonais, escrevemos
viw

Propriedades:

i) 0 LvparatodoveV

if) v L wimplica que w | v.

iiify Se vl w para todo w € v, entio v = 0.
iv) Sev, lwevs, L w,entiov, +vy; 1w
v) Sev .l we Xéum escalar, Avl w.

Vamos demonstrar a primeira delas e voce poderd provar facilmente as
outras, usando as propriedades do produto interno.
i) Para mostrar que 0 é ortogonal a todo vetor v, lembremos que 0 =

=0-.ve, portanto, (0, v} = (0« v, v} = 0{v, v = 0.

A nogio de ortogonalidade tem uma aplicacdo interessante na verificagio
da “honestidade™ de apostas. Vejamos isto em um exemplo.

Exemplo: Duas pessoas A e B fazem a seguinte aposta: elas vio jogar
duas moedas simultaneamente ¢, se o resultado for duas caras, A ganha dez
cruzeiros, se for duas coroas, A ganha sete cruzeiros, ¢ se for uma cara ¢ uma
coroa, B ganha 9 cruzeiros. Queremos saber se esta aposta € justa, isto €, se A
ndo tem mais probabilidade de ganhar do que B, ou vice-versa.

Para isto, vamos calcular o valor esperado por A e B. Observamos entdo
que a probabilidade de dar duas caras é 1/4, de dar duas coroas € 1/4 e de dar
uma cara e uma coroa ¢ 1/2. O vetor probabilidade é entdo (1/4, 1/4, 1/2) e o
vetor aposta do ponto de vista de A é (10, 7, -9) e do ponto de vista de B ¢
(-10, -7, 9), onde o sinal menos indica a perda da aposta. O valor esperado
por A ¢ dado pelo produto interno

1 1 1 _ 1
((1/4, 174, 172) , (10,7, =90 =4 (10) + 3 () -5 O) = -
enquanto que o valor esperado por B €

(/8. 1/4, 1/2), (-10, =7, 9)) =% .
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O valor esperado por B € positivo, indicando que ele tem vantagem na aposta.
enquanto que o valor esperado por A ¢ negativo, indicando que ele tem maior
probabilidade de perder a aposta. Esta so seria justa se nio houvesse vantagem
para nenhum dos apostadores, isto é, se o valor esperado para ambos fosse nulo,
ou seja, o vetor probabilidade fosse ortogonal ao vetor aposta.

O resultado a seguir estabelece uma relagdo entre ortogonalidade e inde-
pendéncia linear.

8.1.4 Teorema: Seja {vl, Vi, .., Vot UM conjunto de vetores nio nulos,
dois a dois ortogonais, isto é,

(vi. ¥vp = 0 para i #j Entio {vi, ooy v,,} ¢ linearmente independente.

Prova: Sejaa,v, + azva + ..+ apvy = 0.
Fazendo o produto interno dos dois membros da igualdade acima por v, temos:
{a;vy + ...+ apvy, viy = 0, vp)
e, portanto, a; (vi. Vi) + .t @ lvy, viy + Lt (v v) = 0,
Como (v, v} = 0 para j #{ e (vj, v;) # 0, temos ¢; {v; , ;) =0
e assim a; = 0.
Como isto vale para todo i = 1, ..., #, temos a, = 0, ..., 4y = 0; logo
{v;, ..., va} 6 LL

Vocé ji deve ter notado que quando se trabalha no espago ( R®), em ge-
ral € mais simples usarmos a base candnica {:? ) ; i}. Isso se deve em grande
parte & caracteristica de que estes vetores sZo dois a dois ortogonais. A conve-
niéncia de bases desse tipo se mantém para espacos vetoriais quaisquer, como
vocé verd em 8.2.

8.1.5 Definigdo: Diz-se que uma base Wiy ey vu) de V ¢ base ortogonal
se {v;, vj) = 0 para i # j, isto é, os vetores da base 530 dois a dois ortogonais.

Observe que, pelo teorema anterior, se obtivermos um conjunto de n ve-
tores dois a dois ortogonais num espaco de dimensao #, este conjunto serd uma
base ortogonal.

8.2 COEFICIENTES DE FOURIER

Bases ortogonais so importantes porque existe um procedimento padrdo para
se encontrar as coordenadas de um vetor qualquer em relagio a elas. Seja ¥

um espaco vetorial com produto interno {, ), § = {v1, ..., ¥z} uma base orto-
gonal de ¥ e w um vetor qualquer de V. Vamos calcular as coordenadas de w
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em relagdo a B. Sabemos que w = x v, + x3vy + .. + X,V, € queremos deter-
minat a i-ésima coordenada x;. Para isto, fagamos o produto interno dos dois
membros da igualdade acima por v;. Entdo (w, vp) = x;{v, v

_w, vp

donde x; = v Esta coordenada ¢ chamada coeficiente de Fourier de w
RN

em relagdo a v;.

8.2.1 Exemplos

Exemplo 1:  Seja ¥V = R* com produto interno usual e
g =1{(1, 1), (-1, DL
Observamos que § é uma base ortogonal, pois ((1, 1), (-1, 1)) = 1(-1) +
+ 1(1) = 0. Caleulemos [(2, 3)]3.
Existem x; e x, tais que
(2: 3) = xl(15 1) + xZ(_l: l):
onde x, ¢ X, sdo as coordenadas do vetor (2, 3) em relagdo a base § que esta-
mos procurando.

(2, 3), (1, 1)) = G, 1) + x,(-1, D), (1, 1))
(1, 1), (1, 1) + < (=1, 1), (1, 1)
x (1, 1), (1, 1) + x5((-1, 1), (1, 1

O segundo termo, x, (-1, 1), (1, 1)}, € nulo e assim,
CA(Z,3), 0,1 5

T D, (1, I 2

2, 3), (-
Analogamente, X, = (% =%
572
Portanto, i, 3)]§ =
1/2

Vamos formalizar agora a nogdo de comprimento de um vetor num es-
pago vetorial. Faremos isto de tal forma que seja verdadeira a relagdo vista em
8.1, entre produto escalar e norma.

8.3 NORMA

8.3.1 Definigdo: Seja ¥ um espago com produto interno (, ).
Definimos a norma (ou comprimento) de um vetor v em relagdo a este produ-
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to interno por lvll = \/(TT) CSe lvl =1, isto &, (v, vy =1, v ¢ chamado ve-
tor unitdrio. Dizemos também, neste caso, que v estd normalizado.

Observe que todo vetor ndo nulo v € ¥ pode ser normalizado, tornando

v .
u= i Se considerarmos, por exemplo, ¥ = R? e {, ) o produto interno

- _ _

usual, entdo se v = (x, X2, X3} € R, |lvl = Vv, v} = V] + 5] + x5 que
¢ o comprimento do vetor v. Assim, para v = (1, 2, -1), teremos 0 vetor nor-
malizado.

v W2y (1 2 -l
Wi - VIR +22 +(-12 - \W6'vV6 V6

A nogio de norma formaliza o conceito de comprimento.

=
It
1}

Exemplo: Vamos calcular a forga (que é um vetor) de atragio entre dois
corpos de massas 2 e 5 unidades, colocados nos pontos (1, 3, 5) e (2, 1, 0),
respectivamente, sabendo que a intensidade da atracdo entre eles ¢ dada pela

~ Mp My N . .
relagao onde m; € a massa do primeiro corpo, m, a do segundo e

dz k]
d a distincia entre eles, e sabendo ainda que a forga age na direcdo da reta
que une os dois pontos.

A (1.3, 5)

(2,1, 0}
Figura 8.3.1

Vemos que F deve ser um vetor na dire¢io e sentido de
2.5 1

2.1, 0) - 3, 5) = (1, -2, -5) e deve ter intensidade ————— = — L
( 1 1 ) (l> ) ( ) ”(l, _2, _5)“2 30 3
ou seja, F =% u, onde u ¢ um vetor unitdrio na dire¢do de (1, -2, -5). Por-

tanto,
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,-2,“ 30
“=||((117?)“=(1/\/%,-2/\f3_0 ,5/V30)

e F =% (130, -2V/30, 530 ) = (1/3V30, -2/3V 30 , 5/3/30 )

Vejamos agora que a definicdo formal de norma tem realmente todas as
propriedades que esperamos de uma nogdo de comprimento,

Propriedades: Seja V' um espago vetorial com produto interno, Para quais-
querv,wem Ve ¢ € R

i) vl =0 e |lvil = O se, e somente se v = 0.
i)y llavll = fallivil
iy 1w, wil < |ivll Iwll (Desigualdade de Schwarz)
v) v+ wll < Ivli + [Iw|} (Desigualdade triangular)

Prova: Vocé pode mostrar i) e if) a partir das propriedades do produto interno.
iif) Sejam v e w em V com v # 0. (Para v = 0 vale a igualdade [{v, w) =
= vl liwll = 0.)
Para qualquer t € R, (tv + w, tv + w) 3 0, isto €,
(v, 2 + v, wit +{w, wy = 0

Temos entdo um trindmio do 2° grau que deve ser positivo para qualquer va-
lor de ¢. Como o coeficiente ¢v, v} de t* é sempre positivo (v # 0), o discri-
minante A deve ser negativo: A = 4¢v, w) - &(v, v){w, w} < 0.

Isto &, 4(v, w)* - 4||v|? [[w]* < 0, o que implica que IKv, w)| < lIvllilwll .
iv) A desigualdade triangular vocé pode fazer como exercicio.

8.3.2 Angulo entre dois vetores

A desigualdade de Schwarz nos dd a possibilidade de definir dngulo entre
dois vetores ndo nulos em um espago vetorial ¥ munido de um produto inter-
no. Sejam v, w € V ndo nulos. Entdo 8.3.1 (i#i) pode ser escrito como

M <1 ousea v, W) < 1, e portanto existe um dngulo 6 entre
Il (1wl fIvi lwli
0 e m radianos tal que cos @ = I%iiw)ﬂ . Este angulo # é chamado édngulo en-

tre v e w. Observe que esta nogdo ¢ compativel com a nogao de ortogonalida-
de pois, se (v, w) = 0, entdo cos0 = 0; logo ¢ = m/2.

Seria muito interessante se vocé verificasse agora que se considerarmos o
plano R? ou o espago R® com o produto interno usual, o conceito geral de
angulo aqui definido coincidird com o conceito geométrico de dngulo entre dois
vetores.
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Exemplo: Sejam V' = M(2, 2), as matrizes quadradas de ordem 2 reais e
o produto interno dado pela expressio (comprove que realmente é um produto
interno, testando as propriedades):

a b e f
e dr g hJ>=ae+2bf+3c‘g+dh

Vamos calcular o angulo entre as matrizes [ ! _IJ e [ : ]J segundo es-
0 1 -1

te produto interno. Entdo

Qo L1 D
O S

Portanto, cos @ = 1/2+/ 10 e assim, @ = arccos 1/2 +/ 10 .

=2 e

Em 8.7 vocé poderd ver que a nogdo de correlacio usada em estatistica
provém do conceito de dngulo entre dois vetores.

Também utiliza-se o conceito de norma para caracterizar o tipo de base
que, em geral, ¢ mais conveniente quando se trabalha com um determinado
produto interno. Numa base deste tipo as coordenadas de um vetor s3o dadas
por um praduto interno.

8.3.3 Definicdo: Seja V" um espago vetorial com produto interno. Diz-se
que uma base § = {v,, ..., v,} de V' é ortonormal se for ortogonal ¢ cada ve-
tor for unitdrio, isto é,

0 se i¥F7
v, i) = .
1 se 1=}
Observe que se tivermos uma base ortoncrmal {vl, v,,}, os coeficien-

tes x; de um vetor w = x,v; + ... + XpV $d0 dados por

_ (w,v;) ]

= (—4—% V) ={w, v} .
Exemplo: Seja V = R? e (,) o produto interno usual e

8 = {(1, 0, (0, 1)} uma base ortonormal, temos x, = (v, e;} ¢ x, = {V, €;).

Xi
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xq =¥, 83) v=ixq, x2)

\

-2 X1=(V‘ 31}

Figura 8.3.2

8.4 PROCESSO DE ORTOGONALIZAGAO DE GRAM-SCHMIDT

A partir de uma base qualquer de um espago vetorial existe um processo para
se obter uma base ortonormal. Inicialmente vamos dar uma descricio deste pro-
cesso de ortonormalizagdo para uma base § = {vi, v;}.

Seja v, = v,. Precisamos encontrar a partir de v, um novo vetor v; or-
togonal a v}, isto &, (vy, v;) = 0. Para isto tomamos Vg = Vy - cvl, onde ¢ €
um nimero escolhido de modo que {vy, vy} = 0, isto ¢, {v, —cvl, vi) = 0.

Iste significa que

Figura 8.4.1

Ficamos ent2o com

vy =V
r
' (va, vy
v2 = VZ _< ] ]
vlsvl>

Observe que v; foi obtido de v,, subtraindo-se deste a proje¢ao do vetor v, na
diregdo de v},

Produto Intemo 231

’
(Vz, Vl) v'

" N 1
vi.vp ’

' ' - . - ..
e que v; e v, 3o vetores ortogonais nio nulos. Podemos entdo normaliza-los,

Vi vy

u U = ——
T 27 ivall

obtendo uma base § = {u,, uy} que é ortonormal. Como vocé pode afirmar
que u; ¢ uy; sio LI? (Veja 8.1.5)

8.4.1 Exemplo

Exemplo 1: Seja § = {(2, 1), (1, 1)} uma base do R?. Vamos obter a
partir de § uma hase ortonormal em relagio ao produto interno usual.
Sejam v; = (2, 1) e vy = (I, 1)

t
Vi=v = (2 1)
V2 =V; - CVI
P r .
Como j4 vimos, a condi¢io de que v, seja ortogonal a v; implica que

vy, v
T, v
€, portanto,
! — _ (V;, Vi) _ ((ls 1): (2: 1)) _ 1 2
Vi ¥a (V’I, V;) V) _(1’ 1) - <(2’ 1)’ (2’ 1_'_)) (2, l} = (-'-5-, ?)

Normalizando estes vetores obtemos:

T (\/_ f) 2=n_:zfn=<\715'~725—)

Entdo, 8' = {u,, u,} é uma base ortonormal.
O procedimento de ortogonalizagdo de dois vetores pode ser generalizado

para uma base § = {v,, ..., v,}. Tomemos como 1o caso anterior
vy =¥,
!
' {vy, ¥ )
Vi = Vy - ¢V, onde ¢ = 2]

{vi. vp)

Entdo, v, é ortogonal a vj.

Vameos procurar agora um vetor vy que seja ortogonal ao mesmo tempo a
v; e v, . Por analogia ao caso anterior vamos estabelecer que v, =
= vy - mvy - kv e determinar os valores de m ¢ k tais que (vy, vi) = 0 e
(v}, v4) = 0. Desenvolvendo estas duas condigdes, obtemos:
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Wy, vy =0 == (v3 - mvy - kv, vi> =0
= {vy, ¥1) = m{vy, ¥1) - k{vy, v =0

Assim, como (v, vi) = 0, temos (v3, v3) = 0 se, e somente se
_ <v3= V;)
vy, vy
Da mesma forma, {vy, v4} = 0 se, e somente se
3, V2
m = (Vg, V;)
1
(v2! vl2)
E portanto,

vy (vy, vy, vy, v
- v, - 2]y ]
P vy, v vy, Vi)

. . o~ r
Observe que k e m sdo os coeficientes de Fourier de v; com relagdo a v; ¢ a

v, respectivamente, ou seja, v € obtido de v, subtraindo-se suas projecdes

sobre v| e v5.
Procedendo de maneira andloga, obtemos 0s vetores Vi, eeey Vrro

Assim, a partir de uma base § = vy, .., v,} de um espago vetorial V,
construimos a base ortogonal {v}, ..., v,} dada por:

Vi =V,
i
V' v (Vz, V1> .
=¥ - 1
: {vi, vi)
r '
v, = v {vy, Vo) Vrz _ (V3, V1> V'l
= - ¥ T
! 3 (v;.s V’z) <vl! V1>
’ ’
, ¥n,y Vn- 1) v (Vn, ¥,
V., =V, - 5 —— ¥p.| = . — T
" T ¥por. Vi) vy, V) !

Este procedimento é conhecido como processo de ortogonalizagdo de

Gram-Schmidt. .
Se quisermos agora obter uma base ortonormal, basta normalizarmos 0§

vetores v;. Isto €, tomando

'

Vi .
u; = L—’,H . obtemos a base {ul, Uy, .y un} de vetores ortonormais.
vy

Exemplo 2: Seja B = {(1. 1, 1), (0, 2, 1), (0, 0, 1)} uma base de R®.

Vamos obter a partir de 8 uma base ortonormal em relacdo ao produto usual.

Sejam vy = (1.1, 1), vz = (0, 2, 1), v3 = (0, 0, 1),
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v, vir (0,2, 1). (1,1, 1»
vi=vy - 2y eqoo2 ) L %02, 0.0, L) ,
e N BT R e T N N (N 1) A

_ 0,2, 1) _g(x, 1, 1) = (-1, 1, 0),

- _<v3=v'2> ' <V3,V'1) )
A A A AT
- €0, 0, 1), (-1, 1,0p
=(0,0 - n My P, R,
© 0D -G ooy € 1O -
40,0, 1), (1, 1, 1) ,
L0, @yt LD=0.01-0-20,1,1)=

1 1 2

3:'?:?)

Entdo os vetores normalizados sio

r -
e B = {u, u,, u3} € uma base ortonormal.

Observe no exemplo que, dos vetores originais da base § o Gnico que foi
preservado, pelo menos em sua diregdo, foi o vetor v, a partir do qual foi ini-
ciado o processo de ortogonalizagdo. Vale a pena notar que partindo da mesma
base § = {v;, v;, v3} poderemos obter uma outra base ortogonal §” iniciando,
por exemplo, o processo de ortogonalizacdo a partir de vy(v] = vy = (0,0, 1.
Neste caso, os cdlcuios seriam simplificados pois v3 jd € um vetor unitdrio.
Obteremos assim 8" = {w,. w,, w3 J,onde o vetor cuja diregdo ¢ preservada é
vy, ¢ ndo mais v, .

Exemplo 3: Seja § = {(1, 0), (0, 1)} a base canédnica de R?. Vamos obter
a partir de § uma base ortonormal em relagdo ao produto interno de R?, defi-
nido por
X1, ¥1), (2, y2 ) = 251X = X1V2 = X0y + p,p, .
Sejam v, =(1,0) e v, = (0, 1).
V; =V, = (l, 0)
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- (Vp. V) o {0, 1), (1, op _
EVe it T O 1 -7, 0), (1, 0% (1,0) = (0. 1)+

1 1
+5(1’0)=(T‘ 1)

Normalizando estes vetores obtemos:

o - ()

:m: 2

Assim, 8’ = {u,, u,} é uma base ortonormal em relagdo ao produto interno
definido acima. Observe que a base inicial § ¢ uma base ortonormal

em relagdo ao produto interno usual de R?, mas ndo em relagdo ao produto
aqui definido.

8.5 COMPLEMENTO ORTOGONAL

Consideremos um espago vetorial ¥ munido de um produto interno {,) e um
subconjunto ndo vazio S de V. (§ nfo € necessariamente um subespago.) Con-
sideremos entdo o subconjunto de V:

sl={ve v:v ¢ ortogonal a todos os vetores de S}.
Valem os seguintes resultados com relagdo a §.
i) St ¢ subespaco de ¥ (mesmo que § ndo o seja).
De fato, se v, e v, pertencem a S~ ¢ w & um vetor qualquer de S, en-
tdov, Lwev, L wedeS8L4 (Wyv, + v, L w,ouseja, v, +
+tv, € sl Analogamente, usando 8.1.4, (v) hv, L wpara qualquer A €R.
i) Se § é subespago de V, entio V = §@ st (veja 4.3.5).
e Sl ¢ chamado complemento ortogonal de S. Para mostrar isto, basta
tomar uma base ortogonal de S {v,, v;, ..., vk} (veja 8.4), estendé-la a
uma base de ¥, {v,, ..., ViWks;, -, Wn) € aplicar o processo de
Gram-Schmidt, observando que v,, ..., ¥ ndo mudam no processo.
Obtém-se assim uma base ortonormal de ¥, {v,, ... V. Vks 1, ..., ¥} . Note
que {Vg,,, ... ¥y} é uma base de S1 (verifique). Assim,

V = [vla AR Vk]® [vk+ls R ] vﬂ] = S®Sl
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8.6 ESPACOS VETORIAIS COMPLEXOS — PRODUTO INTERNO

No Capitulo 4, quando introduzimos espagos vetoriais reais, comentamos que
se os escalares fossern numeros complexos, (€} teriamos um espago vetorial

complexo. O que queremos nesta secgdo ¢ ressaltar um fato importante que
ocorre com o produto interno num espago vetorial complexo

. Observe 0 que ocorreria se tivéssemos V. um espago vetorial sobre C, mu-
nido de um produto interno (. ) segundo a defini¢do 8.1.1 e quiséssemos, dado
v nio nulo em ¥, calcular o produto {w, w) onde w = jv. Entio por un; lado
pela condigdo (f) de 8.1.1, temos {w, w} > 0. Por outro lado (w' w) = ‘
= {iv, ivy = iV, iv) = iv, v = i3y, v) = -1{v, v} < 0 pois zv \:} >0
Entdo (w, w) deve ser ao mesmo tempo maior que 0 e menor ’que 0 o‘que g
absurdo! lsto quer dizer que as duas condigdes i) (v, v) > 0 para tocio ve
i) {v, w) = {w, ¥} para quaisquer v, w sio incompativeis quando estamos tra-
balhando com espagos vetoriais complexos. Sendo assim, precisamos de uma
nova definicdo.

8.6.1 Definigdo: Seja V' um espago vetorial complexo. Um produto inter-
ne sobre V é uma aplicagio

(L, NVXV oC
(n,v) =@ w

que satisfaz as seguintes condigdes:
i} (v, v) >0 para todo vE Ve (v,v) = 0 se, e somente se v = 0.
i) {oau, V)=ofu, v), paratodoa ECeu, v E V.
@) {u; +uy, vy={uy, v) +{u;, v) para todo u;, u, vE V.
&) (u, vy = (v, u) para todo u, v € V¥,

_Observe que a condigdo (iv) foi mudada em relagdo ao produto interno
definido sobre R. Ela nos diz que {u, v) é o conjugado de (v, u),

Exemplo: Sejam V = C?, v,, v, € V com v, = (x,, X, X3)evy =
={¥1, ¥z, ¥3). A expressio
Vi, ¥ai = X1 J) + X0, + %37,

define um produto interno em €3, Verifiquemos a condigdo (iv).

B 2(“'2, Vi) =X F Xy tYsXs = 0%t VaXy t X =y %)+
t VaXy +V3X3 = X1 Pt x5y XYy = (Vi V)

Um exemplo importante de espago vetorial complexo ¢ dado pelo con-
junto das solugdes de um sistema de equagdes diferenciais lineares. Ele sers
apresentade no Capitulo 12.
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Do mesmo modo gque definimos os congeitos fundamentais (norma, dis-
tancia, ortogonalidade etc.) num espago vetorial real com um produto interno,
podemos definilos num espago vetorial complexo, Por exemplo, 3 norma de
um vetor v = (x,, x4, X3) € C* em relagdo ac produto internd dado no exem-

plo anterior é
p- = = < H 2
vl = Vv, v) = ¥V x, Xy + XXy + X3X3 = Tx 1% + Ixgl? + 1xl

Nio vamos tratar mais detalhadamente sobre este assunto porque, neste livro,
estamos mais interessados em espagos vetoriais reais.

8.7 PRODUTO INTERNO E ESTATISTICA

Uma situacio que aparece {reqiientemente na andlise de experimentos € a se-
guinte: verifica-se que o fendémeno estudado tem # possibilidades distintas Sy,

Sy, ..., Sp de se manifestar, cada uma delas com probabilidades py,
P2, s Pn» Tespectivamente. O conjunto § = {S,, ..., Sy} é chamado espaco
amostral ¢ o vetor p = (py, ..., pp) é chamado vetor de probabilidades. Por

exemplo, no langamento de uma moeda, podemos considerar S = {cara, coroa}
e p = (1/2, 1/2); no langamento simultinec de duas moedas, § =

= {(cara, cara), {coroa, coroa), (cara, coroa)} e p = {1/4, 1/4, 1/2); num grupo
de 3 pessoas podemos considerar § = {pessoa 1, pessoa 2, pessoa 3teps=

= (1/3, 1/3, 1/3) se cada uma delas tiver a mesma probabilidade de ser escolhi-

da ao acaso.

Se em um espago amostral § = S, . Sp}, com respectivo vetor de pro-
babilidade p = (P, ..., Pn), associarmos, a cada elemento §; do espago amos-
tral. um valor X;, teremos o vetor X = (X, ., Xn) que chamaremos de varid-

vel aleatoria. Vejamos alguns exemplos.

8.7.1 Exemplos

Exemplo 1: Se duas pessoas A e B fazem a seguinte aposta: lan¢am uma
moeda e, se der cara, A ganhari 10 fichas e, se der coroa, B ganhara 10 fi-
chas. Entdo teremos § = {cara, coroal}, p = (1/2, 1/2), a varidvel aleat6ria
do ponto de vista de A serd X = (10, -10) e a varidvel aleatéa do ponto
de vista de B sera Y = (=10, 10).

Exemplo 2: Num grupo de trés pessoas A, B, C que pesam 70 kg, 80 kg
e 50 kg, respectivamente, podemos considerar § = {A.B, Cl,p=
= (1/3, 1/3, 1/3) € a varidvel aleatoria X = (70, 80, 30).
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Exemplo 3: A situagdo escrita no Exemplo de 8.1.3 podemos associar o
espago 'a.mostral S = {(cara, cara), (coroa, coroa), (cara, coroa)}, o vetor de
p1:obab111dades p = (1/4. 1/4. 1/2) e as varidveis aleatorias X = (10. 7. -9) que
dd a aposta de A, e Y = (-10, -7, 9) que d4 a aposta de B.

) Dado um espago amostral § = {S1, .., S41, o vetor de probabilidades
p= (Plv’ Pn) € uma varidvel aleatéria X = (X,, ..., X,), denominamos de
valor médio de X (ou valor esperado) ao ntmero ,

X=pX +Pp2Xy + L+ pyX,,
de varianca de X ao numero

VIX)=pi(X, - X% L+ pu(X, - X)?
e de desvio padrio de X ao nimero

D(X) = V V(X).

A ligagdo desies conceitos com o conceito de produto interno é estabele-

cida da seguinte forma: nas condigbes anteriores, consideremos em R? o seguin-
te produto interno

<(x1= teey xn); {yls reay yﬂ)> =P ) +..t PrnXn¥n
Temos entdo que, em relagdo a este produto interno
X=X (1, .., 1p
UX) =X =-X(1,..,1),X-X(, .., 1p
DXy =X - X(I, .., 1}il.

Vocé pode verificar tranqiilamente estas igualdades.

8.7.2 Exemplos

Exemplo 1. O produto interno associado €
{xn, Y1), ez, Y2 = %x1x2 +%y1}’2
Entdo X = {(10, -10), (1, 1} =-;~ <10 - 1 +%(—10) s 1=0eDX)=
= 1(10, 10) = O(1, 1)]| = 110, 10}l = V(1/2)10% + (1/2)I0? = 10. (Faga o

mesmo para a varidvel aleatéria Y.)
Exemplo 2: O produto interno é

. 1 1 1
Uxy, y1, 210 {x2, ya, 2200 = 3%z + 3N 300
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_ 1
Entdo X = (70, 80, S0, (1,1,1)):13- 70 - 1 +%-80 L+t 50-1=

= —22—0 , isto ¢, o valor médio da fungdo aleatéria peso (o peso médio) é 200/3
e o desvio padrio €

D(X) = 1I(70, 80, 50) - %’ (1, 1, D)l = 1(10/3, 40/3, -50/3)l =

- VBN + (BXE0R) + (IBX-5013) = 2 V14

Exemplo 3: O produto interno é

1 1 1
((xl) yl: Zl): (x2s yl: 22)> = Zx]xz + Zylyz + 52122

1
9.1=-7

1
AR

£l

Entio X = (10, 7, -9), (1, 1, 1» =%- 101+

35
DOX) = 1010, 7, 9) = (- 3301, L )il = 1A - =183

(Compare com o Exemplo de 8.1.3.)

Consideremos agora uma situagio em que a um dado fenomeno associa-
mos o espago amostral S = {S,, ..., SpJ, 0 vetor probabilidade p = ®1, s Pn)s
e dois aspectos do fenomeno sdo representados por duas varidveis aleatérias
X = (X, .. Xp)eY = (Y, ... Yp) Estamos interessados em descobrir qual
¢ a relagdo entre X e Y. Sejam X e ¥ os valores médios correspondentes a X

e Y. Considerando os vetores
X-X(1, .. =X -X, o, Xy - X

Y-FQ,. .. D= -7, .. Y-1)

Vejamos o que acontece se existir um nimero A tal que
(Yl - ?, very Yﬂ - ?) = R(Xl - Xv, caey Xn —f)

Neste caso podemos concluir que se X mudar, Y mudard proporcionalmente,
ou seja, chegaremos 4 conclusdo que os aspectos X e Y estudados estio forte-
mente relacionados. Mas a existéncia deste nimero X ¢ equivalente 4 condigio
de que os vetores tenham a mesma diregdo, ou seja, o angulo @ entre eles é 0
ou 7, e portanto cost = 1 ou -1.

Assim, chegamos 2 concluso, que o valor do co-seno do dngulo entre os
vetores X - X(1, ..., 1) e Y - ¥(1, .., 1} é uma medida da relagdo entre X ¢
Y. A este valor os estatisticos chamam de coeficiente de correlagio linear entre
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XeY e denotam-se por r{(X, Y). Aplicando a fé6rmula do co-seno do anguio
entre dois vetores, temos:

_ (X-X(, ., 1), Y-F(, ., 1D
IX-X(1, ., DHI-1Y-Y(, ..., DI

X, Y)

Observamos que 0 produto intemno indicado é aquele montado a partir do ve-
tor de probabilidades ¢ que quanto mais proximo r(X, Y) estiver de 1 ou -1
mais podemos dizer que X e Y estdo correlacionados linearmente.

Exemplo 4: Consideremos um grupo de 10 alunos do qual conhecemos as
notas de Matemdtica e Fisica dadas pela tabela abaixo.

Aluno 123456 78910

Matemdtica | 2 8 5 7 7 53 1 9 9

Notas

Fisica 197274639 7

Queremos saber qual é a correlacdo entre os resultados nas duas matérias. Para
isto, consideremos como espaco amostral o conjunto dos alunos, numerados de
1a10,8={1,2, .. 10} Como a probabilidade de se considerar as notas de

1 1
= R) 3 ey E), a
varidvel aleatéria que dd as notas de Matemdtica ¢ X = (2,8, 5,7, 7,5, 3, 1,
9,9 ea que dd as natas de Fisica é Y = (1,9,7,2,7,4,6,3,9,7). Calculan-
do, temos X =56 e Y =535,

X-)Z_(l, o 1)=(=3,6; 2,4; -0,6; ...; -4,6; 3,4; 3,4)

Y- Yil, . 1)=(-4,5; 3,5; 1,5; ...; -2.5; 3,5; 1,5)

(X-X(1, .., 1), Y-Y(, .., 1p=49

X=X, . . DIF=74ellY-F(,... 07 =7,2

e o coeficiente de correlagdo é

qualquer aluno € igual, o vetor probabilidade ¢, entao, p

X, Y) = 0,67

*8.8 O AJUSTE DE CURVAS E O METODO DOS MINIMOS
QUADRADOS

Consideremos a experiéncia na qual se utilizou o circuito abaixo para
determinar o valor da resisténcia R de um resistor,

Bibliotech

ciencla

Cf
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amper imetro

o - voltimetro

Feitas as medidas de corrente para vérios valores de voltagem, 0s dados
foram tabelados

1

corrente (Ampére) | 0,03 | 0,06 I 0,10 | 0,16|
voltagem (Volts) ' 10,0 | 18,0 | 32,0 | 40,0|

i

v

e a seguir colocados em um grifico
o

W0 —— =

2 - —— i
|

|

|

|

I

I

L :] S 4
10f-———

A partir destes dados, se quisermos obter a relagdo entre corrente e
voltagem, inclusive para pontos intermedidrios ou exteriores aos tabelados,
deveremos propor uma curva (uma fungo) que se ajuste aos pontos tabelados.
A ptoposta de tal fungio deverd levar em consideracio que:

i) Qualquer medida contém um erro (inerente ao aparelho de medigdo, falh»
do operador etc.)

if) Pode jd existir algum argumento teérico ou de bom senso que nos indique
qual deve ser o aspecto analitico da fungdo.

O item (i) nos mostra que exigir que a curva procurada passe por todos
os pontos nio ¢ somente desnecessdrio mas, provavelmente, errado, enquanto
que o item (if) nos mostra que deveremos ter alguma argumenta¢fo convin-
cente para fazer previses. Juntos, estes itens mostram que entre todas as
funges com um determinado aspecto analitico deveremos procurat aquela
que, em um certo sentido, melhor se ajuste aos pontos da tabela. Na
experiéncia que estamos considerando, por exemplo, existe uma fundamentacgo
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tedrica que relaciona a corrente com a voltagem: V = R . [, isto €, o grdfico
de V em fungdo de { deve ser uma reta passando pela origem e com certa
inclinagdo R que mede a fesisténcia. Devemos, portanto, estabelecer um
mecanismo que fornega o “melhor ajuste™ aos dados de, que dispomos.

Como fazer isto? Uma idéia ¢ a de que a reta procurada deve ser tal que
torne pequenos os desvios (isto ¢, a diferenca entre o valor dado na tabela ¢ o
valor dado pela reta) em cada um dos pontos da tabela. Mas como garantir
isto? O método que escolheremos serd exposto na sec¢do seguinte.

a0 reta a ser

T procurada
R———— !

/_l_; idesvios
18 ——MH;//‘I/I
|
10— — T
I ! C
1 t 1
003 006 010 0,6

8.8.1 O Método dos Minimos Quadrados
Observemos inicialmente que se temos fungdes tabeladas
X |x1 |x2 |x3 |...|x,, |

) | foe [ ) | Ax) | e | A0

de forma que os valores da varidvel independente x,, x3, ..., X, 330 sempre os
mesmos, cada uma dessas fungbes pode ser considerada como um vetor de um
espago vetorial (o das fun¢Ges definidas nos pontos xy, Xa, ..., x;;). Tal espaco
é isomorfo ao R” (veja 5.3.12) e nele é que trabalharemos.

Vamos generalizar um pouco a situagio da introdugfo para podermos
utilizar a linguagem da Algebra Linear é resolver o problema.

Suponhamos que conhecemos o aspecto analitico de duas funces g, (x)
e g.{(x) e que queremos *“aproximar” uma dada fungio f(x) por uma
combinag¢do linear de g,(x) e g,(x), isto €, queremos achar coeficientes ¢, e ¢,
tais que a fungio

g(x) = c,8.(x) + 282(x)

seja uma *‘boa aprqximag‘a'o” para f(x). Por exempio, se g,(x) =1 ¢
g2(x) = x, estaremos aproximando f(x) por uma fungio afim g{x)=c; +c,x;
se g4(x) = sen x e g2(x)} = cos x estaremos aproximando por
g(x) = ¢, sen x + ¢, cos x etc.
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Vamos introduzir agora uma nogdo de distincia entre fungDes. Para
isto, lembramos que se tivermos um produto interno <,> num espago
vetorial podemos construir uma nog¢do de distincia entre dois elementos v, €
v, como a norma da diferenga entre eles.

distincia entre vy e vy = vy - »ll = \/<V1 -y, V- V2>

Definimos, entdo, o seguinte produto interno (verifique se realmente ¢
um) no espago vetorial definido no infcio da secgdo.

88.2 <fi,fi> =[1lx1) folx1) + fi(xz) - falxa) * et [1(xp) « f2(xn)

n
= Z J1Gxq) « f2(xi)
i=1
Com relagdo a tal produto interno a distancia entre duas fungdes ¢ dada
pela expressio

883 |ifi-fall = /i (f10x) - fax))?
i=1

Observe que a expressio dentro do radical ¢ exatamente a soma dos
quadrados dos desvios que existem entre f1(x) e f,(x) em cada ponto x; da

tabela.
Lembrando que se sabemos que a soma de certos nimeros positivos é

pequena entdo podemos concluir que cada um desses niimeros € pequeno,
teremos a chave para descobrir os coeficientes ¢, e ¢, devemos calcular a
distincia entre f{x) € g(x) = ¢,g1(x) + c2g2(x) a qual, evidentemente, serd
fungio de ¢, € ¢z, ¢ entdo minimizi-la seguindo os procedimentos normais de
minimiza¢do de fungBes de virias varidveis (consulite Leithold, L., “O Clculo
com Geometria Analitica”, Edit. Harper & Row, SP, 1977).

Seguindo este caminho teremos a distancia entre fx) e g{x) dada por

Diey, ;) =llf - 18- cagall = ‘/g(f(xi) - c181(x;) - ngz(xi))z
i=1

Achando o ponto (¢y, ¢z) que minimiza tal fungdo (isto é, achamos 0s pontos

criticos 2D =0 e D

aCl 3(.‘2
fornecem a fungio g(x) = c181(x) + c282(x) que melhor aproxima f(x) devem
satisfazer o sistema linear:

= 0 ete)) terernos que os valores ¢ € €3 que
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<Z El(x:‘)gl(xi)> cp t ( Z gl(xi)gz(xi)> € = i £ ) flx;)
i=1 i=1 i=1

(Z Sz(xi)gi(xi)> cp t (Z gz(xi)gz(xi)> €2 = i £2(x) fx)
i=1 i=1 i=1

ou, lembrando a defini¢io do produto interno 8.8.2,

8.8.4{<g1,g1>cn+<gl,g2>cz=<gl,f>
<g‘23gl>cl+<g2!g2>62=<32!f>

Como conhecemos a expressio de g,(x) ¢ g,(x), os valores de f{x) nos
pontos x; da tabela e os produtos internos s6 dependem dos valores das
fungBes nestes pontos, podemos resolver o sistema e obter os valores de ¢, e
¢y. Este procedimento é chamado o método dos minimos quadrados para
ajuste de curvas.

Exemplo: Ajustar uma fun¢fo do tipo g{x) = a + bx aos pontos da
tabela

x |0 1] 2
Mo | 1] o | -3

Temos g(x} =a -1+ b+ x%, ou seja, g,(x) = 1 ¢ g,(x} = x*
Entioc <gy,g4>=1:.1+1-1+1.1=3
<gn g2 >=<gy g >=1-0241.12+1.2*=5
<gy g >=0%.0%+1%.1242%.22=17
<g,f>=1-1,1+1.01+1.(-3,1)=-19
<gy f >=0%.1,1+12.01+2%.(-3,1)=-123

Dai [ 3a+ Sb=-19
e+ 17b = -12,3

Resolvendo temos @ = 1,12 ¢ b = - 1,05. Portanto, entre as fungGes do tipo
a + bx? a que melhor se ajusta aos dados da tabela é 0,912 - 0,927x*.
(Trace os grificos.)

Podemos interpretar intuitivamente a formula 8.8.3 (na verdade a
argumentagdo a seguir pode ser demonstrada rigorosamente).

Observe a Figura 8.8.1 onde f representa a fungfio tabelada, g, ¢ g1 as
fungdes cujo aspecto analitico conhecemos € o plano representa o subespago
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gerado por g, € g2. A funglo g = ¢,8, + 282 procurada é o ponto do plano
que esti & menor distincia de f.

Figura 8.8.1

Intuitivamente sabe-se que tal ponto € o pé da perpendicular ao plano
(isto pode ser provado rigorosamente). Portanto o vetor f - g ¢ perpendicular
a g e g (que estdo no plano). Devemos ter entdo

0=<g1,f-8>=-c1<81. 51> -2<81, 82>+ <81, [ >
0=<g:,f-g>=-1<g2.81>-C2<82. 82>+ <g2, f >
que sio exatamente as relagdes de 8.8.3,

Toda a argumentacio anterior pode ser facilmente repetida no caso de
termos um numero k(k = 1, 2, 3, ...) de fungBes gi{x) ao invés de apenas
duas. Formalmente:

8.8.56 Se quisermos achar coeficientes ¢,, ¢3, ..., c¢ tais que a fungio
g(x) = c181(x) + caga(x) + ... + cpgr(x) é aquela que melhor aproxima uma
fungdo tabelada flx) no sentido do méfode dos minimos quadrados, tais
coeficientes satisfazem o sistema linear

ancy tapct ot ayck = by
apc1 * dgaca b ot agrck = by

onde ajj = < &i & >
by =<gf >

e <, > ¢ o produto interno dado por 8.8.2,
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8.8.6 Exemplos

Exemplo 1: Vamos resolver o problema do inicio da secgdo. Nesse
problema a corrente / faz o papel de x, k = 1 ¢ g,(f) = i Segundo o resultado
de 8.8.5, R deve satisfazer

<V.g1>=R<g1, 8>
Como < gy, g1 > = (0,03)? + (0,06)% + (0,10)* + (0,16)* = 0,0401
<V, g >=10.0,03+18.0,06+32.0,10+40.0,16=10,98

10,98

=1273,81 ohms

Exemplo 2: Sabendo que a populagdo de uma certa localidade varion
com o tempo segundo a tabela

Ano ( 1940 ‘ 1950 ‘ 1960 ‘ 1970

Populagio X 10* | 1,0 | 1,5 | 1.8 | 20

aproximando os pontos da tabela por uma fungio do tipo (¢t = tempo)
g(ty = a + bt + ct?,
qual serd a populacdo em 19907
No contexto de 8.8.5 teremos &k = 3, g,(t) = 1, g,(£) = t, g5(¢) = ¢%.

Além disso, para os niuneros se tornatem menores, identificaremos ¢t = 4 com
1940, t = 5 com 1950 etc. Dessa forma 1990 serd representado com ¢ = 9.

Entdo: <g1,g| >a+ <g1,gz >bh +<g1, g3 >c = <g1,f>
<En 5120+ < gy, £ 2b+< g, g3>c=<g, >
<g3. 81 7a+ <8, 522b+t<gy, 83>c=<g, f>

onde
< gL&1>=4,<g1,8:> =<8, > =22,<g2,£:> = 126,

< 81,832 g3.817=1206,<g2,8:>=<g3,82>= 148,
< g3,8:>=4578,<g,,f>=63,<g2,.f>=363,<g,,f>=2163

Substituindo e resolvendo o sistema temos ¢ = - 2,415, b = 1,155 ¢
¢ = -0,075. Assim g(f) = -2,415 + 1,155t - 0,075¢* ¢ a populagio prevista
para 1990 serd dada por g(9) = 1,905, ou seja, 1,905 - 10% = 19050 pessoas.
Uma vez entendido o ponto de vista técnico, vamos discutir a confiabi-
lidade dos resultados obtidos. Em particular, vocé confia no resultado do
tltimo exemplo? Por que foi proposta uma funcdo do tipo g(r)=a + bt + et?
para aproximar a tabela e n3o cutra? A resposta a esta questio é dada no
item (i) discutido no infcio da sec¢do, isto €, devemos ter alguma funda-
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mentagdo tedrica sobre o fendmeno que estamos estudando (no caso dindmica
populacional) para entdo propor o tipo de fungdo. Na verdade a fun¢do
quadritica proposta no exemplo ndo satisfaz a este requisito; ela foi proposta
apenas para exercitar a técnica. Um tipo de fungo que descreve um pouco
melhor a dindmica populacional, apesar de ndo levar em conta uma série de
fatores, € g(f) = ae ! com a e b a serem determinados. Vamos refazer o
problema nesta nova condi¢do, lembrando-nos que, nos problemas de previsao,

a nio confiabilidade dos resultados ndo é devida a Matemdtica, mas sim a
quem propds o modelo tedrico.

Exemplo 3: No exemplo anterior, prever a populagdo aproximando os
pontos da tabela, utilizando uma fungdo do tipo g(t) = ae ‘

Notamos que na forma como foi apresentado o problema ndo
poderemos usar diretamente 8.8.5, pois a fungdo g(f) proposta para aproximar
ndo é uma combinacdo linear de fungbes conhecidas. Vamos colocd-la noutra
forma. Utilizando o simbolo = para “aproximadamente”, observamos que o
problema original € achar ¢ & b tais que

fit) =a- e
Aplicando o logatitmo neperiano a ambos os membros, temos
F(t) =lnfit) = Ina + bt
Chamando ¢, = lna, ¢, = b, g1() = 1 e g,(¢) = ¢, temos
In f(t) = ¢,81() + c282(0)
Isto é, o problema fica no contexto de 8.8.5 se aproximarmos nao a tabela
original, mas a tabela modificada.

t=6
1960

t=1
1970

t=5
1950

Ano

Fy =5 | 0.0 | 0405 | 0588 | 0,693

Assim < g,, g, > =4, < g1, 82 >=Xg1 51> =22, <82 g2 > =126
<g, F>=1686<g, F>=10,404

Temos entdo o sistema

dey+ 22, = 1,686
22¢, + 126¢, = 10,404

1]

que resolvido fornece ¢, = 0,226, ¢, = - 0,822. Donde « = € = 0,439 ¢
b = ¢y = 0,226. Assimg(t) = 0439¢%2%% ¢ g(9) = 3,356. A populagao prevista
serd de cerca de 3,356 - 10* = 33 560 pessoas.
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Compare este resultado com o do Exemplo anterior. Qual deles vocé

acha melhor? Por qué?

Em geral sempre que temos uma proposta para aproximarmos uma tabela

por uma fun¢do ndo linear fazemos certas modificagSes para obter uma
situagdo linear, e entdo usamos 8.8.5.

Uma palavra final deve ser dada com relagdo 4 nomenclatura. Os estatisticos

ao utilizarem o método dos minimos quadrados chamam-no de anglise de regressdo.
Assim, fazer regressdo linear, quadrdtica ou exponencial significa aproximar os
dados de uma tabela por uma fungdo do tipoa + bx, a + bx + cx? oy g - e res.
pectivamente, utilizando o método dos minimos quadrados (8.8.5). ’

8.9 EXERCICIOS

L

. Comprove que as fung@es definidas nos exemplos do parigrafo 8.1 sio pro-

dutos internos.

Seja ¥V = R?. Sejam v, = (X1, y1) € Vo = (x5, y3). Se flvi, v3) =
= 2x1xy +x1¥y + x5y, ty1y;, mostre que £ é um produto interno.

. Mostre a desigualdade triangular. (Veja 8.3.2 - i) (Sugestdo: [lv + w|? =

={v + w, v + w); desenvolva ¢ use a desigualdade de Schwarz -
832 -ii).

. Seja B = {(1, 2), (2, 1)}. Use o processo de Gram-Schmidt para achar uma

base ortonormal ' de R? em relagdo ao produto interno usual.

- Seja g=1(1, 1,0}, (1, 0, 1), (0, 2, 0)}. Ache uma base ortonormal §' de

R?, em relagdo ao produto interno usual.

. Seja B = {(-1, 1), (1, 1)}. Ache uma base ortonormal §' de R?, em relacio

a0 produte interno definido no Exercicio 2.

- Determine uma base ortonormal (em relaggo ao produto interno candnico)

pama o seguinte subespago de R®:
Vellx, 7, ) ER, x -y +z=0}

. Seja W C R? o subespago gerado por (1,0, 1) e (1, 1, 0).

a) Considere WL em relagdo ao produto intermno canénico. Encontre uma
base para W,

b) A mesma pergunta anterior se Wl ¢ considerado em relagdo ao produto
interno <(x,y,z), (x', 3,2 >=2x X" +y .y +7.7

Bibliotec
Citngia § 1 de
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9. Seja T: R*~>R® dada por 7(x,y,2) =(2,x - ¥, -z) e seja W=ker T.
a) Encontre uma base ortonormal para wl(em relagdo ao produto interno

candnico de R?).
b) O mesmo em relagdo ao produto interno

<(x,y,z), (x,: y', Z')>=2X-x' +y-yJ +4z.z'

10. Considere o subespago W de R® gerado por v, = (1, 0, 0), v, = (0, 1, e
v3 = (1, -1, - 1). Sendo <, > o produto interno candnico (@) Ache W,
(b) Exiba uma transformacdo linear T R*>—R? tal que Im(T) =We
ker(T) = WL.

11. Considere em R® o produto interno
<(x, y, 2), &', ', Zy>=x.x"+5y -y + 22 z

@) Verifique se realmente é um produto intemo.
b) A partir da base {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ache uma base orto-
normal.

12. Seja P, o espago das fungdes polinomiais reais de grau menor ou igual a
dois. Definimos em P,

< g> _f A1) - (iyde

Considere W o subespago de P, gerado pelos vetores p(r) = 1 e gty = 1-1.

a} <f, g> é um produto interno?

b) Se a resposta de (@) for afirmativa determine uma base ortogonal para W.

13.S¢ja V=R* e S=1{(1,0, 1), (1, 1,0}, (2, 1, 1}

a) Encontre st

b) Encontre uma base ortogonal para S ¢ st

¢) Se S fosse [(1, 0, 1), (1, 1, 0), (2, 1, 1)], qual seria S17 Neste caso, en-
contre uma base ortogonal para § e 57,

14. Seja A = [gjl, , vma matriz quadrada. Definimos o trago de A, Tr(A),
n

por y_' (147

) Calcule Tr B _;]
by Tr(A - B) = Tr(B - A)?
¢) Tr(A) = Tr(A)?

d) Tr(A) = (Tr(A™1)™"1?
e) Tr(A - B) = Tr(A) - Tr(B)?
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15. Sejam A e B matrizes de M(2, 2). Define-se
<A, B>=Tr(B - A)

a) Verifique que <A, B> ¢ um produto interno.
b} Exiba uma base ortonormal segundo este produto interno, a partir da

e (3206 0)- (0 2) ()

16. Um corpo ¢ deslocado em linha reta do ponto (-1, 3) até o ponto (5, 2)
por uma forga constante F = (3, 2). Qual ¢ o trabalho realizado? ’

17. Podemos definir uma “distincia” entre dois pontos P = (x,, y,) e Q =
= (x3, y2) do plano por d(P, Q) = |x, - x,1 + ly, - y, | (veja a Figura
8.9.1). Verifique se a aplicacdo dada por

<(x1 » M ): (I’Zv yz)) = d(Ps O)
define um produto interno no plano,

le -V |
Figura 8.9.1

18. Uma particula percorre a trajetoria OABO onde O, A ¢ B sdo os pontos
(0, 0, 0), (1, 1, 0) e (0, 1, 1) respectivamente (a unidade de comprimento é
o metro) com velocidade constante de 1 m/seg. Se um campo elétrico induz
uma forga na particula dada por
(1,1,1) se 01l
(1,1, -1) se 1«2
f=<(1,-1,1} e 2<t<3
(-1,1, 1) se 3gt<4
(-1,-1,-1) se >4

calcule o trabalho realizado para percorrer esta irajetdria uma vez.
19. Em relagiio ao produto interno do Exemplo de 8.3.2 calcule x de modo que

R 1 -1 J R |
o dngulo entre [ 2 l] e [ , x] tenha uma medida de 90°.
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*20, Duas pessoas, A e B, fazem a seguinte aposta. A joga uma moeda até que

*21.

aparega cara. Se ela ocorrer na primeira jogada, B pagard l’ﬁcha; se .nao
aparecer cara na prmeira e sim na segunda jogada B pagara 2 fichas; se
ocorrer cara pela primeira vez no terceiro lance, B pagaré 4 fichas etc. Em
geral, se os primeiros # lances forem coroas € o (n + 1)£simo lance for‘
cara, B pagard 2n fichas, onde n < 5, supondo-se que 5 seja O limite ma-
ximo de lances. Se todos os cinco lances forem coroa, B pagard 50 ﬁc':has.
Antes de comegar, A paga a B 5 fichas. Quem levard vantagem neste jogo?
Quanto A deveria pagar a B no inicio do jogo para toméi-o justo?

Dez pares de observages foram feitas das varidveis X e Y, resultando no
afico abaixo.
B v A

70
60
50
40
3¢
20
10

Figura 8.9.2 1 2 3 4 5 6

@) Qual é a correlagio entre as duas varidveis? . .
b) Se as unidades do eixo-x fossem 10, 20 etc., qual seria a correlagio?

¥23. A tabela seguinte lista o namero de acidentes em veiculos motorizados na
Grande Sdo Paulo em alguns anos entre 1960 e 1978.

Ano Total de acidentes Acidentes por 10 000 veiculos

1960 16 600 1988

1965 19 800 1587

1970 20 800 1429

1975 26 400 1693

1976 27200 1718 B
1977 27 400 1697

1978 29 200 1746

*23.
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a) Compute a regressdo linear de acidentes no tempo. Use-a para prever o

nimero de acidentes em 1980. Isto recebe o nome de andlise de série
temporal (i.e. regressdo no tempo para prognostico futuro).

) Compute a regressdo quadrdtica do namero de acidentes por 10 000 vei-

culos no tempo. Use esta nova regressdo para prognosticar o numero de
acidentes em 1980.

¢) Compare estes resultados. Em qual vocé estd propenso a acreditar e

por qué?
Sugestdo: utilize os resultados de 8.3.

Os dados abaixo representam a produgdo de soja durante vdrios anos em
um determinado terreno.

Ano Produ¢do (toneladas)
1969 96,2
1970 92,0
1971 90,1
1972 89.0
1973 86,8
1974 82,6

Utilizando seus conhecimentos tedricos, experimentais e bom senso, faca
uma previsio da produgioc em 1980.

Supondo-se que a produgdo é economicamente invidvel se for inferior a 66,0

toneladas anuais, a partir de que ano deveremos mudar a espécie plantada?
Faga wma critica da sua proposta.

Sugestdo: utilize os resultados de 8.8.

8.9.1 Respostas

. N 4 o o211
5.ﬂ={(\/—2‘,\/3,0),(\/g,-\/—6-\/g),(\/3,\/3,\/'3‘)}
6. {(-1, 1), (0, 1)}

10. 2) WL ¢ formado pelos vetores ortogonais a todos os vetores de W. Para

saber se um vetor estd em WL é suficiente, porém, que ele seja ortogonal
aos vetores de uma base de W (por qué?). Achamos entdo uma base de
W, obtendo:

W= [(11090)= (Os 1, 1)]
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Portanto W = x, v, 2) 1< (x,,2),(1,0,0) > =0¢ <(x, , 2),
0,1,1})> =0}
Mas <(x,»,2),(1,0,0)> =x =0
< 2.2,0,1,)>=y+z =0
Assim Wl =ixyz)x=0¢e y= -z}
={(0,-z,2), z€R}
={z+(0,-1,1), z€R}
= [(07_17])]

b) Para que ker (T) = WL devemos ter T(0, -1, 1) = (0, 0, 0). Por outro
lado para que Im (T) = W cada um dos vetores (1, 0, 0) e (0, 1, 1) deve
ser imagem. Observando que {(0, -1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 1)} formam
uma base de R® (por qué?) e que uma transformagdo linear fica determi-
nada pelo o que ele faz numa base, podemos escolher T tal que

T(0,-1,1) = (0,0,0),7(1,0,0) = (1,0,0)e T(0,1,1) = (0, 1, 1)
A seguir achamos a expressio de 7{x, ¥, z).
13. 2) St = [(-1, 1, 1)]

b) S ndo é subespaco
¢)S=1001,0.1), (1,2 -DleSt=[-1,1, ]

v

14. a) 7 b) sim ¢) sim d) nio ¢) nio

pil LSRR I IS U o 0 R
2 JE VE I /3

LT BT ’ 1

° Fl Y % 1 0 O

16. T'= 16

18. T=10-7+/2

19, x = -15§

20. B leva vantagem. 3,69 fichas.

21, 0,82
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TIPOS ESPECIAIS DE
OPERADORES LINEARES

9.1 INTRODUCAD

Neste capitulo vamos estudar dois tipos especiais de operadores. Tais operado-
res 540 importantes, ndo apenas pelas propriedades interessantes que eles possu-
em, mas também por serem os gue mais aparecem em aplicaghes prdticas e,
assim sendo, merecem um estudo um pouco mais apurado. Os operadores guro-
-adjuntos aparecem naturalmente em problemas que envolvam simetria e em
outras situagdes como em Mecdnica Quéntica, onde estio normalmente associa-
dos a consideractes sobre energia do sistema. Qutro tipo de operadores, os or-
togonais, aparecem na Dindmica de Corpos Rigidos, ligados a problemas de ro-
tagdo e translagdo. No Capitulo 10 vocé verd o uso desses operadores no estu-
do de conicas e quddricas.

Iniciamos o estudo desses operadores fazendo algumas observagdes.

A primeira delas diz que, ao trzbalharmos com base ortonormal, o produ-
to interno poderd ser expresso numa forma candnica (teorema 9.1.1). As
outras versardo sobre propriedades de certos tipos especiais de matrizes que
caracterizardo os operadores a serem estudados.
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9.1.1 Teorema: Sejam V um espago vetorial real com produto interno

(.yea={uy, .., u,} base ortonormal de V. Entdo, se v e w 530 vetores de
V com
Xy M1
[Vlcx =] le [w]a =| & | temos
Xn Yn

v, wr=x1y tx¥; t o Xphpn

Em outras palavras, ao trabalharmos com uma base ortonormal, para efe-
tuar o produto interno de dois vetores basta multiplicar as coordenadas corres-

pondentes € somar.
Prova: v =y +xuy oLt Xz,
e W= Ut yauy tot Yplly.

, W) = {xuy o b XUy, P+ F Yptn)
= (xpuy oot xpuy, you)d F Ogu ok Xy, yauy) +
S dxgup oL+ XUy, YpUy)

H n
Xy (ug, ugd Z Xy (up ugd) + oLt ley,, uy, uyy)
1 i=1 i=1

M

i}
Xy (l.li, l.lj).

1=

j=l1i=1

Mas como (u;, u) = [1) ! ;_& !
se =7,
os Unicos termos ndo nulos sio aqueles onde i = j. Logo,
n, W) = xp T Xy t ot Xphy.
A seguir introduziremos as matrizes que estardo associadas aos operadores a

serem estudados.

9.1.2 Defini¢io: Seja A uma matriz #n x n real ¢ A’ sua transposta.
a) Se A = A" dizemos que A ¢ uma matriz simétrica.
b)Se A-A" = A"+ A =1(ou seja, a inversa de A ¢ A", dizemos que A

é uma matriz orfogonal.

No Capftulo | jd vimos exemplos de matrizes simétricas. Quanto & se-
gunda definigdo, as matrizes ortogonais determinam um subconjunto das matri-
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zes inversiveis. Efetivamente a relacdo entre matrizes simétricas, inversiveis e
ortogonais é indicada pela figura abaixo.

: matrizes
: matrizes inversiveis

) -
MO: matrizes ortogonais

MS ;. matrizes simétricas

S

Figura 8.1.1.

Como exemplos de matrizes ortogonais temos:

Exemplo:

sen @ cos & 0

0 0 1

cos 8 -sen @
sen @ cos @

:] cos @ -sen @ O
e

Para verificar isto basta multiplicar cada uma pela sua transposta obtendo
assim a matriz identidade. Calculando temos, no primeiro caso:

cos @ -sen @ cos § sen f [

sen @ cos 8 sen @ cos @ |

_|cos® 8 +sen’ 8 O {10
0 en? @ +cos? 0| |0 1

Observe que a transformagdo associada @ primeira matriz € uma rotagdo. (Veja
5.24)

Consideremos agora trés propriedades das matrizes ortogonais.

9.1.3 Teorema: Seja A uma matriz ortogonal. Entao detA = +1.

Prova: Como A ¢é ortogonal, A - A" = L

Entdo det(A + A") = detl e (det A) (det A =1
Mas det A = det A".

Assim (det A)® = 1, ou seja, det A = £1.
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9.1.4 Teorema: Uma matriz ¢ ortogonal se e somente se as colunas
{ou as linhas) sdo vetores ortonormais.

Prova: Seja
dy 412 .
dy, 4 .. @
A= 2 22 in
i dp2 Ann

Na primeira parte da prova queremos mostrar que se A € ortogonal isto im-
plica que

an din

Anut |y o dyn

sio ortonormais (o mesmo vale para as linhas). Para isto, fagamos o produto
de A pela sua transposta.

ayy 25, ay e Qyp
A -A= : =
a a @n1 a
in nn nn
apy ..t 2y e 11910 L Antdun 0 1 0
+ ' + at, + + 4k . . )
Ay t o Y dpndpy - tn T . nn 0 0 .. 1
pois A'A =
a1
Observamos que a?, + ... + a}, = 1. Mas isto quer dizer que | © | € unitdrio.
adny

D mesma forma, percorrendo a diagonal principal, vemos que cada vetor-co-
luna da matriz A é unitirio. O que encontramos saindo desta diagonal? . O

elemento na posi¢do ¢, f (i #]) € ayay; + ... + dgdpy € SEU valor deve ser zero.

a1f aj

Mas isto diz que o produto interno de por | : | € nulo, ou seja, o5

i dnj
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vetores-coluna sdo dois a dois ortogonais quando i # ;.

Estd terminada, entdo a primeira parte da prova. Ainda falta provar que
se¢ os vetores-coluna (linha) de uma matriz forem ortonormais, a matriz serd
ortogonal. Vamos deixar esta prova para vocé, jd4 que ela ¢ apenas uma adapta-
¢do da prova dada acima. (Veja o Exercicio 4 da seccio 94.)

Apresentaremos agora uma situacdo onde as matrizes ortogonais OCOIfem
naturalmente.

Exemplo: Seja V =R? e a = {(1,0), (0, 1)} e § = {(cos 8, -sen ©),
(sen @, cos 0)) bases ortonormais. Calculemos a matriz de mudanca de_base

[r ]g. (Veja 4.7.}. Como B é uma base ortonomal, podemos encontrar as coor-

denadas dos elementos da base o em relagio a § por meio dos coeficientes de
Fourier.
(1, 0)= {(1, 0}, (cos 0, -sen 0)}
* 7 (cos 8, —sen 8), (cos @, -sen A)
{t, 0) (sen 0, cos )
{(sen 0, cos 0), (sen 8, cos 8))

=cos 0 {cos 0, -sen ) + sen @ (sen 0, cos 0)

(cos 6, —sen 8) +

(sen 6, cos ) =

Analogamente,
(0, 1) = -sen & (cos 8, -sen ) + cos 8 (sen 8, cos 8)

Assim
@ |cosf -sen a
[1]5 - [sen f  cos 8}

Observe que esta matriz é ortogonal (veja o Exemplo de 9.1.2}. Tal resultado
vale em geral,

9,15 Teorema: Se V é um espago vetorial com produto interno e « e 8
sdo bases ortonormais de V, entdo a matriz de mudanca de base [I}g é uma

matriz ortogonal.
Prova: Sejam a = {v,, .. vq} € f= (Wi, ., Wn} e

an aln
mg -

dn1 Qnn
n Biblioteca de

C:enchﬁTecno qaa
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Como f§ ¢ base, existem nilmeros @ tais que

¥ = dn 1wy + ...+ an Wy

Vp = d1pWy Lt ap,Wy

Mas o € ortonormal e por isso cada v; € unitdrio. Isto é, 1 = {v;, vp. Além

disso, § ¢ ortonormal e assim podemos encontrar (v;, v multiplicando as coor-

denadas. (Veja 9.1.1) Portanto 1 = a%; + ... + a%;. Em outras palavras, cada
vetor-coluna de [I]g ¢ unitdrio. Mostraremos agora que estes vetores so orto-
gonais e portanto [[]g ¢ ortogonal. {Veja 9.1.4.)

Como v; e v; sdo ortogonais quando i # J, 0 = (v, ¥ = ayithj + ... ¥ dnidpj,

an aij
ou seja,| e | sio ortogonais sempre que [ # f.

ani Tnj
Assim a afirmagio de gue [I]g ¢ ortogonal é verdadeira.

Observamos, entdo, que nesta situagdo
By _
mg anky =1,
ou seja, ({I]g)’ = ([]]g)", e ainda mais
ﬁ ’ 44
Wy = Ui
[sto facilita o processo seguido para se encontrar [I]g conhecendo [7 }g

onde « ¢ § sio bases ortonormais. []]g ¢ nada mais que a transposta de [/ ]g.

Estamos agora em condigdes de introduzir os conceitos de operador ortogonal
e auto-adjunto.

9.2 OPERADORES AUTO-ADJUNTOS E ORTOGONAIS

Agora definiremos os operadores associados ds matrizes estudadas em 9.1, esta-

beleceremos relagbes entre estes e o produto interno e descobriremos as parti-
cularidades de seus autovalores. Isto nos permitird chegar a importantes resul-
tados sobre diagonalizagio na proxima secgdo.

9.2.1 Definicdo: Seja V' um espago vetorial com produto interno, o uma
base ortonormal e T:¥ — ¥ um operador linear. Ent3o
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a) T é chamado um operador auto-adiunto se [T]g é uma matriz simé-
trica.
b) T é chamado um operador ortogonal se [T]g ¢ uma matriz ortogonal.

Os operadores auto-adjuntos (ou ortogonais) estio bem definidos no senti-
do de que o fato de um operador ser auto-adjunto (ou ortogonal) ndo depende
da base ortonormal escolhida, isto é, se [Tjg for simétrica (ou ortogonal) numa

determinada base ortonormal «, entdo [T]g também serd simétrica (ou ortogo-

nal) para qualquer outra base ortonormal . Mostremos este fato no caso do
operador ser auto-adjunto. (O case ortogonal ¢ demonstrade de maneira simi-
lar.)

Sejam ¢ ¢ § bases ortonormais e suponhamos que [T]g seja simétrica.
Queremos mostrar que [T]g também é simétrica, isto é, ([T]g)' =[T]g.

Observamos que
(= @y el
Também
by = anby
pois a e § sdo ortonormais (Veja 9.1.5). Entdo
(7 = Wy - 171 - 1
Tomando a transposta temos
)y - @by - andy - vl
-y v
-7

pois ([]]g)” = [I]ﬁ e [T](; é simétrica.

9.2.2 Exemplos

Exemplo 1: Consideremos T:R? -+ R?, a rotagdo de um angulo ¢ em
torno do eixo-z. Podemos expressar T por:
Tix, y, z) = {x cos § - ysen, x 50 g + ycos®, z). (Verifique.)
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Figura 9.2.1

Tomando a base candnica & e calculando z matriz de T nesta base, temos

cos 8 -sen @ O
(715 =|sen 8 cos & O
0 0 1

Ji vimos que esta matriz é ortogonal e portanto T € um operador ortogonal.

FExemplo 2: Seja T:R* - R? onde T(x, y) = (2x - 2y, -2x + 5y).
Se o é a base candnica de R?, a matriz de T € [T]g = [_i 'gil uma ma-

triz simétrica, e portante T ¢ operador auto-adjunto.
Estudemos agora as propriedades destes operadores.
9.2.3 Teorema: Seja ¥ um espago vetorial com produto interno (, ) ¢

T:¥ - V¥ linear. Entio T auto-adjunto implica que (Tv, w) = (v, Tw) para todo
v, we

Prova: {caso n = 1)
Sejam a« = {v,, v} uma base ortonormal, v = x;v; + y;v, ¢

W= X;v T YV, ou [V]Ot = |:;’11:! ¢ [W]a ) [;EJ

Como T é auto-adjunto, [T}g é simétrica.

Seja [T]g = IZC; ?j|
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_ _|la b | _laxg + by la bi|x
Entdo [Tv]a = [b c:| {}’1:| = |:bx1 N cy‘:| e [Tw]a ;Iib (} [}zjl -
_|ax: + by,

bx, + ey,

Assim (v, w) = (@x) + by )x, + (bx, + ¢y )y
e v, Tw = x;(ax; + by,) + y(bx, + cy;) e portanto, {Tv, w) = {v, Tw).

9.2.4 Teorema: Seja T:FV > V auto-adjunto e A,, A, autovalores distintos
de T e v, e v, 05 autovetores associados a A\; e A, , respectivamente, Entio
vy 1 v,
Prova:
N, v = 0wy, vy = Ty, vy = vy, Tvyd =
={vy, Mavad = Ay vy, vy}

Entdo (A, - Ay} vy, vp) = 0.
Como A, - Ay =0, vemn que v, v;) =0 ou v; Lv,.

As propriedades dadas a seguir sio conseqiiéncias dos resultados anteriores mas
sdo tdo importantes que as destacaremos numa sec¢do especial.

9.3 DIAGONALIZAGAO DE OPERADORES AUTO-ADJUNTOS E
CARACTERIZACAO DOS OPERADORES ORTOGONAIS

O teorema 9.2.4 nos dd uma idéia de que, com relagdo & diagonalizagdo, os
operadores auto-adjuntos comportam-se de uma maneira especial. Por exemplo,
se T:V > V for auto-adjunto, dim ¥V = n e T admitir # autovalores distintos
(portanto uma base de autovetores), entdo T € diagonalizdvel e os autovetores
sio automaticamente dois a dois ortogonais €, apds a normalizagdo, podem ser
transformados em ortonormais. Isto é, 7, além de ser diagonalizdvel, admite
uma base ortonormal de autovetores. Tal propriedade continua valendo em ge-
ral e é caracteristica dos operadores auto-adjuntos. Temos assim:

9.3.1 Teorema: Seja 7:¥ — ¥ um operador auto-adjunto. Entdo existe
uma base ortonormal de autovetores de T.

Se vocé estd interessado na demonstragdo desse teorema, siga cuidadosa-
mente as etapas enunciadas nos Exercicios 10, 11 ¢ 12 da secgdo 9.4
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9.3.2 Exemplos

Exemplo 1: Seja T:R® » R® o operador linear cuja matriz em relagdo 4
base candnica €

-2

0
[T = 6
|

oSN —_- o

0
0
Podemos exibir uma base ortonormal de autovetores para este operador? Inici-
almente observamos que T é um operador auto-adjunto pois a base candnica é
ortonormal (em relacdo ao produto interno candnico) e a matriz € simétrica. O
teorema 9.3.1 garante, entdo, a existéncia de uma base ortonormal de autoveto-
res, Calculando os autovalores e autovetores associados temos:

Para A, = -2, v, =(1, 0, 0);parax, =7, v3 =(0, 1, 1) e para A3 = 5,
v; = (0, 1, -1).

Como estes autovetores provém de autovalores distintos-e T ¢ auto-adjun-
to, o teorema 9.2.4 garante que eles sio ortogonais. Entdo {(1, 0, 0),(0,1, 1),
(0, 1, -1)} ¢ uma base ortogonal de autovetores. Basta agora normalizd-los para

obtermos a base procurada:

(o, m,ﬁ ©, 1, 1), \/—%(0, 1, -},

Exemplo 2: Seja o operador linear 7:R* » R? cuja matriz em relagdo 4
base candnica é

2 1 l
2 -l
-1 2

Exibamos uma base ortonormal de autovetores para este operador. Procedendo
de modo andlogo ao anterior, vemos que T ¢ auto-adjunto e portanto tal base
existe. Calculando os autovalores e autovetores associados temos: Para A; = 0,
os autovetores sio do tipo (=y, y, ¥} e o subespago destes autovetores tem di-
mensdo 1. Para A, = 3 os autovetores sio do tipo (¥ +z, y, z) € 0 subespago
associado tem dimensao 2.

Vamos construir uma base de autovetores escolhendo um autovetor do
subespago associado a A, = 0 e dois autovetores LI do subespago associado a
A, = 3. Suponhamos que v; = (-1, 1, 1) tenha sido tomado no primeiro subes-
pago. Como todos os autovetores no segundo sdo da forma (v *+z, y, z), obser-
vamos que o produto interno de (-1, 1, 1) com qualquer da forma (vtz,»2)
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¢ 0. Mas ndo € garantido que quaisquer dois vetores de (v +z, ¥, 2) sdo orto-
gonais, mesmo que sejam LL. Por exemplo, (1, 1, O) e (1, 0, 1) sdo LI mas
nao ortogonais. Contudo, podemos usar o vetor (1, 1, Q) e procurar outro ve-
tor do tipo (¥ +z, ¥, z) que seja ortogonal a (1, 1, 0), isto é, o produto in-
terno destes deve ser nulo. Ou seja,

yrzt+ty=32y+z=0 ou z=-2y

Um vetor que satisfaga estas relagSes deve ser do tipo (-y, y, -2y). Por exem-
plo (-1, 1, -2).

Ficamos assim com a base {(-1, 1, 1), (1, 1, 0), (-1, 1, -2)} que € for-
mada de autovetores dois a dois ortogonais. Normalizando estes vetores temos
a base procurada:

|
(J5 L1, \—/1-5(1, 1, oLﬁ(q, 1, -2)}

Suponhamos que o seja uma base ortonormal qualquer de Ve 8 a base
ortonormal de autovetores dada pelo teorema 9.3.1. Observemos a relacio entre

L1} e (79, Temos (7% = /)] - (71 - g = @y - - U e portanto,

44 4 2Y] .
[T]a = ([]]ﬁ) . [T]g . [I]g pois « ¢ f§ sio ortonormais. Isto serd utilizado na
classificagdo das conicas.

O teorema seguinte caracteriza as transformacgdes ortogonais.

9.3.3 Teorema: Seja T:V - ¥V um operador linear num espago vetorial V
com produto interno (, ). Entio as condicOes abaixo sao equivalentes:

a} T € ortogonal.

b} T transforma bases ortonormais em bases ortonormais, Isto é, se

{vy, ..., vo} € base ortonormal de V, entio {Tv,, ... Tvy} é uma base orto-
normal.

¢) T preserva o produto interno, isto €, {Ju, v} = (u, v}.

d) T preserva a norma, isto é, 17vIl = llvl.

Prova: A demonstragio é deixada como exercicio.

O item (d) dd uma caracterizagdo geométrica dos operadores ortogonais.
Estes sdo, entre os operadores lineares, os que estdo associados a movimentos
rigidos. Por exemplo, se nos restringirmos s transformages lineares do plano
no plano, estes operadores serdo as rotagdes de um dngulo 0 e as reflexdes em
relacio a uma reta pela origem, ou composigdes delas.
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9.4 EXERCICIOS

1. Seja a = {w,, wa, w,; )} uma base de ¥, um espago vetorial real com pro-
duto interno {, ).

2 5
[“]a =|-1] e {V]a =| 2
3 =3

Se (u, vy = 2, a base « ¢ ortonormal?
2. Ache valores para x e y tais que [_T )6] seja uma matriz ortogonal.

3. Sejam a = {(1, 1), (2, 0)} e § = {(-], 0), (2, 1)}. A partir das bases a ¢
§ construa bases ortonormais, usando o método de Gram-Schmidt. Se estas
novas bases forem o e § respectivamente, mostre que a matriz de mudanga

[

de base [I]g, é ortogonal.

4. Dada uma matriz A cujas colunas s3o vetores ortonormais, prove que Aé
ortogonal.

5 Seja T(x, y, 2) = (2x + y, x +y +z, y - 3z) de R?® em R?® com produto
interno canonico.
a) Mostre que T é um operador auto-adjunto mas nao ortogonal.
p)Se v = (2, -1,5) ¢ w= (3,0, 1), verifique que Tv, w) = v, Tw).
¢) Exiba uma base de autovetores de 7 e verifique que ¢ uma base ortogo-
nal, A partir desta base, escreva uma base ortonormal.

a t] 0
6. Dadaa matriz A = |0 b ¢
0 ¢ b

@) Mostre que os autovalores sio g, b +ce b - c
b) Ache uma base de autovetores.

7. Seja o operador linear T:R® »R? cuja matriz em relagdo d base candnica ¢

1 4 2
4 -5 -4
2 -4 1

Exiba uma base ortonormal de autovetores.
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8 M it
(();m:‘ que uma tralnsformagao ortogonal do plano no plano deixa invariante
a distancia entre dois pontos, isto &, dados

10 u e v vetores quaisquer do pla-

2

I7¢u) - (W) = flu - v

(Sugestdo: use o teorema 9.3.3 (d).)

9. a) Most : i
) Mos .re que se T:e ‘uma transformagao ortogonai do plano no plano, sua
atriz em relagdo 4 base candnica sé pode ser da forma:

A=|Ca -sena
en o COS o

ou da forma

B= | sena
Sen @ -Ccos @
(Sugestio: 9.3.3 (d).)
b) Observe que se a matriz de T for da forma dada por A. T seri uma ro-

tagdo de um angulo a (veja 5.2.4.). Mostre que B= A - J onde J =

_ |1 0 .
) [0 -I:' - {J ¢ a matriz em relago 4 base candnica de reflexdo no

eixo-x. Veja 5.2.2. Conclua finalmente, usando composigdo de fungdes
que se a transtormacdo T for dada por B, T serd uma reflexio através de
uma reta do plano que passa pela origem.

10. Sejam ¥ um espago vetorial real de dimensio n, com produto interno {, ) e
(}i". T;»}l;’ um operador linear auto-adjunto. Se ¢ for uma base 0rton0m;al
e V, chamemos de i @ i 3o i
A a matriz [T]a‘ Consideremos a transformagdo linear

TA O o cr dada por

onde x; € C (C = conjunto dos nu g
e meros complexos) e .
candnico em C", dado por P Jeo produto interno

V. wic =x, 7, +x0, + .+ Xn¥n

Biblioteca de
C'épc_la_a;Tecnc
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X1 Y

para v = | | ew= | (Veja 8.6)
Xn Yn

a) Mostre que T, tem sempre autovalores. (Sugestdo: Lembre-se de que um
polindmio sempre tem raizes se estivermos trabalhando sobre os nuimeros
complexos.)

b) Mostre que (Tyv, Wy, = v, Ty w), para quaisquer v, w € C". (Sugestdo:
Siga a idéia do teorema 9.2.3))

¢) Mostre que os autovalores de T, sdo necessariamente reais. (Sugestdo:
Chame de A um autovalor de T, com autovetor v. Lembre que para um
nimero complexo A ser real, basta que ele seja igual ao seu conjugado.
Desenvolva entdo (T v, v), de dois modos distintos, utilizando o item ()
e as propricdades de produto interno sobre um espago vetorial complexo.
Veja 8.6.)

d) Mostre que os autovalores de T e T, sdo os mesmos,

¢) Utilizando os resultados anteriores, conciua que um operador linear auto-
-adjunto tem autovalores ¢ eles sdo necessarjamente reais.

11. Seja ¥ um espago vetorial real de dimensdo »n, T:¥ — ¥ um operador linear

auto-adjunto e v € ¥ um autovetor de 7.

a) Mostre que fv], o espago gerado por v, é invariante por aplicagdo do ope-
rador T, isto é, se w € [v], entdo Tw € [y].

b) Mostre que [v]L, o complemento ortogonal de [v] (veja 8.5), é invariante
por aplicagdo do operador T, isto ¢, se w E [v}L, entdo Tw € [v}L e por-
tante T induz um operador linear T, .[v] fv]

w - Tw

c} Mostre que o operador T definido no item () é auto-adjunto.

d) Mostre que todo autovetor w de 7, com autovalor 6 também é autove-
tor de T com o mesmo autovalor §.

12. Demonstre o teorema 9.3.1, isto é, se T:V —» ¥ um operador linear auto-ad-
junto, entdo existe uma base ortonormal de autovetores de T. (Sugestdo:
Faca por indugdo finita sobre a dimensdo de V, utilizando os Exercicios 10
e 11)

13. a) Dé a transformagdo linear que descreve o movimento rigido que leva o
segmento de extremos (-6, 2) e (-1, 2) no segmento de extremos (-2, 6)
e (1, 2) respectivamente.
b) Mostre que esta transformagdo é uma rotagdo e encontre seu dngulo.

14. a) Use a defini¢gdo 9.2.1 ¢ o teorema 9.3.1 para mostrar qué um operador é
auto-adjunto se e somente se existir uma base B de vetores ortonormais

em relagdo 4 qual [T]g é diagonal.
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b) Use agora o resultado acima para dar uma caracterizagio geométrica das

0 b

= I:f) ﬂ . [(l) g} e note o efeito geométrico de cada uma destas

transformagdes auto-adjuntas do plano no plano. (Observe que [ﬂ 0:|=

duas Gltimas matrizes.
¢) Analise separadamente em &) o0s casos
Na+0 e b0
MNa=0e bx0
iiya=0 e b=0.

d) Seju o a base candnica e [T]g = I:_; _13:|

i) Diagonalize o operador T. (Escolha uma base ortonormal.)

it} Interprete geometricamente T usando b).

iti} Teste sua interpretagdo geométrica, verificando qual € a imagem por
T de um quadrado de vértices (0, 0), (1, 1), (0, 2) e (-1, 1).

9.4.1 Respostas

1. Ndo, pois <u,v>#2:.5+(-1)-2+3(-3).

= -1
1 1 1 1 ’
= —y = h \—H- = = —l, 0 s 0, 1
1(\5 JE) (Ji \/5)} g = {( ), (0, 1)}
1 1
a’ ‘-\[_2_ - JT Cl." a’ B
I, = Ui, « ({7,) =1
JI a7
5.(11=(2 1 0] ¢ simétrica. Logo T é auto-adjunto. Como as colunas
1 1 1
o 1 -3

de [T} ndo sdo vetores ortonormais, T nido ¢ ortogonal.

7.h]=-9, R2=A3 =3
Vi =(1! —2,-1), Va :(19 0; l)s V3 =(13 13—])
-2 1 1 1 1 -1
B:

4 -2 -t R
{(K’K'r)’(ﬁ’o S J“)}

i
N

9.4g) Sejam T = [j‘ 3 } e v = (x, ¥) qualquer T ortogonal = EIT(V,“
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= ||| etc., escolhendo vdrios vetores v para gerar um sistema de equagDes

que fornece a, b, ¢ € d.

b) Sugestdo: a inclinagio da reta pela origem tem inclina¢do de % . Ache a

imagem do ponto (x, ), onde v = (x, ¥), e mostre que esta jmagem €

exatamente B + [x] , ou seja, Ty.
g

11. 2) w € [v] = 3u € R tal que w = uv.
Tw = T(uv) = uTv = u + Av onde A ¢ o autovalor associa

(zM)v € [v], e portanto Tw € (vl

b) Sejaw € [v]l. Entio<w,v>=0.
Como < fw,v > =<w,Iv> pois T é auto-adjunto,
Tvz?\v.<Tw.v>=<w,?w>=?\<w,v>=0
Portanto, Tw € [v]\.

c) Seja B = {“—:n Vg, .., Vg } uma base ortonormal de V.

do a v. Mas

Entdo B; = {Va, +rs } é uma base de [v]l.

[T]B ¢ simétrica pois T ¢ auto-adjunto ¢ da forma | an 0 - ]
0 an dan
0 ¢« e
an ain n2 nn
Entdo [T, ] 5 = é simétrica e Ty ¢ auto-adjunto.
1
8n2 - dnn

d) Tw=Tyw, pois w € [v]l, e Tyw=dw.
Entioc & é autovalor de T e w um autovetor associado.

13.Seja[T]={‘; g].Entio[‘z ’;] [-%] =]:-%]e
2 5] [ ][4 oot - [ome e

3
onde @ = -arccos ¢ -

U\I}a u-lu
tnlw o=
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FORMAS LINEARES,
BILINEARES E QUADRATICAS

10.1 FORMAS LINEARES

Supl;);};z que uma pessoa necessite_comprar ferro, chumbo e cobre a cinco, seis
. 20 crllllzelros 0 quilo, respectivamente. Se esta pessoa compra x quilos de
o ,efo qu1t os de chumbo e z quilos defcobre, podemos representar esta com-
p pelo vetor (x, y, z} e o custo total é dado pela expressio 5x + 6

bserve que a “fungdo custo” e

¢c:RR— R
{x, y, z)— Sx + 6y + 4z
p . . .
uma transformacdo linear (verifique) cujo contra-dominio é um espago vetorial

muito i is 6 i ]
o Partlcular, pois ¢ o conjunto dos numeros reais. TransformacBes lineares
ste tipo aparecem muito ¢ por isso recebem um nome especial

10.1.1 Definigdo: Seja ¥ um es i
: pago vetorial real, . )
uma transformagio linear f:V —> R : real. Uma forma linear €
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10.1.2 Exempios

Exemplo 1. f:R*—— R

{x, yY)— x + y ou na forma matricial
X x
— |1 1

Exemplo 2: g :R*— R

(x, ¥, z)—> 2x +y - z ou na forma matricial

X X
el
¥4 Z

Se f:V-— R é uma forma linear, o = {v,, .., va} é base de Ve f =
= {w} ¢ base de R, entdo

[f]; = [a, a3 .. aplixn-

SeveE VE tal que

X1

Xn |

entzo [/(W)g = 15 [¥)y -

10.2 FORMAS BILINEARES

Consideremos agora fungdes, associadas a espagos vetoriais, que se comportam
mais ou menos como produtos internos, isto é, fungdes que a cada par de ve-
tores associam um numero de tal forma que uma vez fixado o primeiro vetor,

a fungdo seja uma forma linear em relagdo ao segundo vetor, e vice-versa. Fun-

¢Oes deste tipo estdo muito relacionadas com consideragdes acerca da energia

de um corpo (veja 10.5) e, portanto, com toda a Fisica. Nesta sec¢do definire-

mos estas fungdes, que serio denominadas formas bilineares, ¢ estudaremos al-
guns aspectos técnicos, principalmente o seu relacionamento com matrizes, que
é 0 mais importante na prdtica.
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10.2.1 Definigdo: Seja V um espaco vetorial real. Uma forma bilinear ¢
uma aplicagﬁo B:V X V - R definida por (v, w) +— B(v, w) tal que:
i)  Para todo w fixado, B(v, W) é uma forma linear em v, isto &,
B(vi +v2, W) = B(v, W) + B(v;, W)
e B(av, w) = aB(v, w)
it)  Para todo v fixado, B(v, w} € uma forma linear em w, isto ¢,

B(V, Wy t w2) = B(V! wl) + B(V, WZ)
e B(y, aw) = aB(v, w)

10.2.2 Exemplos

Exemplo 1:0 produto usual de nimeros reais
p:RXR - R
(x, ¥} — plx, y) = xy
Verificando i) e ii):
plx, y + 2} =x(y +z) = xp +xz = p(x, ) + px, z)
plax, y) = ax + y = a(xy) = ap(x, y)
Analogamente mostram-se as ouiras propriedades.

Exemplo 2: B:R* X R* - R dada por

B((xy, ¥1). (x2, ¥2)) = X1X3 - 1)
¢ bilinear, De fato,
B((xls yl)) (x2» yZ) + (x31 y3)) = B((xl, yl)! (x2 + X3, V2 + y3)) =
=x1(x2 +x3) + 2y (v2 3} = (oxa + 20¥a) Y xixy + 2y, =
= B((x1, ¥1), (2, ¥2)) + B((xy, ¥1), (x3.¥3))

As outras propriedades sio verificadas de modo andlogo.

.Exemplo J: Seja ¥ um espago vetorial com produto interno {,). Podemos
definir a forma bilinear ¥ X ¥V - R por B(v, w) = (v, w}. O fato de B ser
bilinear € uma conseqiiéncia das propriedades de produto interno.

Vamos considerar agora um exemplo importante.

Exemplo 4.
-2 0 0
SelaM=|4 2 O
0 0 2
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Podemos associar @ M uma forma bilinear B:R* X R* >R definida por B(vy, vy) ... B(vi, vo)] [ »,

2 0 0] [»n =[xy .. xp] : ‘ ‘
B((xy, x2, X3), 1, Y2, ¥3)) = by xa x3) 1 4 2 Oy =
1 X2, X3 1> Y2, ¥3 1 A2 X3 0 o0 2 y3 B(vp, vi) ... Blvy, Vi) Yn
= =2y Ayt 2Xayy + 2xays v @
- I, (818 (),

A bilinearidade de B decorre das propriedades do produto e da soma de matri-

es.
£ 10.3.1 Exemplos

Exemplo 5: Sejam ¥ um espago vetorial de dimensdo n e o uma base de
V. De modo andlogo ao que foi feito no exemplo anterior, dada uma matriz
qualquer Mpx,, podemos associar uma forma bilinear B: ¥V X V.~ R defini-
da por:

Exemplo 1: Seja B:R* X R® - R a forma bilinear dada por B(v, w) =
= -x}yl + 2xayy + 5x3y, onde v = (X, x,) e w = (y;, ¥,). Entdo se
a = {e,, e, 6 a base candnica de R?, temos

N } [B]ﬂ _ Ble,. e} Bley, e;) - -1 0
. Vi a Bley, ;) Bley, er) 25
["]a =|:ie [w]a = Com isto, podemos escrever a forma bilinear dada na forma matricial:
Xn ¥Yn

Se B:V X V — R é uma forma bilinear ¢ dados v, v, Wy, Wy €m V,
em geral temos

B(v; + vy, w; + wy) # B(vy, w,) + B(vy, W3}

pois B(v, + vy, Wy + wp) = B(vy, w, + Wy} + B(vy, Wy + W) =
= B(vy, w;) + B(v;, wp) ¥ B(v,, wy) t B(vy, W)

B, W) = lx, x,] [; 2} B’]
2

ou seja, B(v, w) = [vI, [B]g [wl,

Exemplo 2: Seja B:R® X R* - R a forma bilinear definida por
B((xy, x2, X3), (1, Y2, ¥3)) = -2x,p1 t 4xpy1 + 2x2¥; + 2x3)3. Procure-

B(v, w) = [Vlp M [Wly mos [B}z, onde o = {e;, e,, €3}, é base candnica de R*:

Observe, ainda, que no Exemplo 4, temos V' = R? e a base candnica. A
seguir veremos que, na verdade, toda forma bilinear pode ser escrita na forma
do Exemplo 5, dado acima.

a Ble;, e,) Ble,,e;) Ble, e3)
[B]a = B(e2J el) B(e2: el) B(e‘lf 63)
Bles, ;) Bles. e3) B(es, e3)

Nesta matriz determinamos, por exemplo, B(e;, €,) = B((0, 1 0), (1, 0. 0)) =

=2:0-144-1-142+1-0+2+0-0=4. Calculando os outros
elementos, obtemos

10.3 MATRIZ DE UMA FORMA BILINEAR

Sejam V um espago vetorial e B:¥ X V' > R uma forma bilinear. Dada uma 2 0 0

base & = {¥,. ..., V1 de V, associamos a B uma matriz [B]z chamada matriz B]%= |4 2 0
@

da forma bilinear B, ha base a, do seguinte modo: 0o 0 2

Se wv=xv;t .. tx,vyew=yv,t. . VsV, n

Blv, w) = Blx,vy + .+ xpV, yivy t .0 % Yn¥n) =Z xi yi B(¥i, Vi)
iy

Compare com o Exemplo 4 de 10.2.2. Como ndo poderia deixar de ser,
[B]g =M.
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10.4 FORMA BILINEAR SIMETRICA

10.4.1 Definigdo: A forma bilinear B:V X ¥V — R € simétrica s¢
B(v, w) = B(w, v) para todo v, w € V.

10.4.2 Exemplos

Exemplo 1. Seja (,) um produto interno em V. Entdo a forma bilinear

e . Dessa forma, a energia cinética pode ser interpretada como uma fungio (que
Blv, w) = (v, w) é simétrica, pois (v, w) = (w, v).

ndo é linear) da velocidade,

Exemplo 2: B:R* X R* - R dada por z i
B(v, w) = =x,y; + 3x¥1 + 3x1y2 + 20¥2
onde v=(x;,x)ew= 01, ¥2)
Calculando, B(w, ¥), temos /%
B(W, V) = (0’1! y2): (X1, x2)) -‘7: (Vx, vy, Vz)
= oyx; + 3yaxy + 3yaxy t 2yaXxy

Como B(v, w) = B(w, v), B ¢ simétrica. f

Observe que [B]g ¢ uma matriz simétrica, De fato: s

- -1 3 Y1 Figura 10.5.1
B W) = xal - [3 2} [}’2] E.:R® -R

2 m 2 m

; . m
Este resultado vale em geral, podendo ser enunciado no teorema abaixo. (vx, vy, vz) o vy +7 - vy +—2— - v:

Se considerarmos, agora, a aplica¢do bilinear simétrica
10.4.3 Teorema: Uma forma bilinear B: ¥ X ¥V -— R & simétrica se ¢ BREXR oR

somente s¢ (B]S é uma matriz simétrica. . -
cuja expressio é

Prova: (Veja o Exercicio 7 de 10.7.) mi2 0 0 w
X
0

B((vx, vy, vz), (wx, Wy, wz)) = [0y vy 73] 0 m2
0 0 m2| |wl,
observamos que

10.5 FORMAS QUADRATICAS
Eo(vy, vy, vz} = B((vy, vy, vz), (Vxs Vy, ¥z)).
Expressdes que se comportam como a da energia cinética, isto €, que pro-
vém de formas bilineares simétricas, recebem o nome de formas quadriticas.
Agora, poderemos formalizar este conceito.

Consideremos uma particula de massa m deslocando-se no espago com veloci-
dade ¥ = (vy, vy, ¥z). A energia cinética que esse COrpo possui € dada pela
expressao

2
miy m
E, = 2l =5 (Vv tvy + v )

7 10.5.1 Definigdo: Seja ¥ um espago vetorial reale B:V X V¥ - R uma

forma bilinear simétrica. A fungdo @: ¥ — R definida por Q(v) = B(v, v) ¢
Portanto, chamada forma gquadrdtica associada a B.

Biblioteca de g
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Observe que (de 10.4.2) em relagdo a uma base a de V, Q pode ser ex-

pressa na seguinte forma:
o) = ¥l [BIZ [¥],

o e
onde [B]a ¢ uma matriz simétrica.

10.5.2 Exemplos

Exemplo 1.
0:R* -R
Q(v) = x* - 10xy +y*, onde v = (x, ¥)

Sabemos que

ov) = [x y] [‘; f] m

= ax® + 2bxy + ¢y,

Entdo, ax* + 2bxy + ¢cy? = x* - 10xy + 3%,
Logo,a=1,2b=-10,¢c =1

Substituindo,
00 = [x »] [; ﬂ [;]

Observe ainda que @ ¢ a forma quadrética associada a forma bilinear:

B(v, w) = [x; y,] L; _i:| |:;j

onde [v], = [;j , [wly, = Bj e [B]g = [ﬂ; ‘?]

(o é a base candnica de R?.)

O procedimento adotado no exemplo anterior pode ser aplicado a uma
forma quadratica genérica Q : R® — R, onde ({x, y) = Ax*> + Bxy + (y°.

Concluimos entdo que sua forma matricial ¢

A

B
2 X
Qx, ») =[xyl . {y}

ot
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Exemplo 2
Q0:R° -R
Olx, v, z) = 3x? + 2xy + «fl»y2 + 5yz.
Em relagdo a base candnica de R®, Q é dada na seguinte forma matricial:

3 1 0 X
5
Ox, y,2) =[x yz] |1 4 S|
5
0 5 0 z

Compare com o exemplo anterior € extraia um resultado anilogo para formas
quadrdticas @ : R* > R,
Olx, y, z) = Ax* + By + Cz* + Dxy + Eyz + Fxz.

Exemplo 3.
Q:R3 - R
Olx, y, z) = 2x* +y* - 32°
2 0 0 x
=[xyz]|0O | o | ¥
0 0 -3 z

10.6 DIAGONALIZACAO DA FORMA QUADRATICA

Veremos a seguir que qualquer que seja a forma quadritica 0:V - R sempre
existe uma base ortonormal de ¥ em relagio a qual a matriz de ¢ € diagonal,

ou seja, Q tera uma forma parecida com a do Exemplo 3 de 10.5.2. Antes de

formalizar este resultado no teorema 10.6.1, vamos “diagonalizar” a forma qua-
dritica do Exemplo 1 de 10.5.2.Q(v) = x* - 10xy + y* onde v = (x, »). Pro-

curemos uma base § de modo que se

[vlg = m

O = Nx} + Aoy

ou ainda oW = [x; ¥l [7\01 ;]2] [;ﬂ
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Temos
0, ) = x ] {; f””

ou Hx, y) = [v];)z [B]g [v]a, & base candnica do R?. Como a matriz [B]g é

simétrica, ela é diagonalizdvel, admitindo um conjunto de autovetores ortonor-
mais.

Os autovalores de [B]g sdo Ay = 6 e A; = -4. Procurando o0s autovetores,
encontramos para A, = 6, v; = (x, *x) e para A, = -4, v = (x, X).
(Verifique.) Assim, uma base ortonormal § de autovetores serd dada por

1 1 1

1
=gz -73) ¢ w=(J7 J7’
Seja {I]g a matriz de mudanga de base. Entio
0
(81% = 112 18 N5, onde {B)f - [g “4]
Substituindo em Q(v) = [v]zx [B]z [v],, temos
o) = ¥, (12 [BYS 111§ 1),

Como [I]g é ortogonal, pois & e § sdo bases ortonormais, (veja 9.1.5),

0By = g = anfy

donde
o = (115 1) 1816 (G (v),)
- vl 1816 V6.
Isto é,
o) =[x, 31 [g 3J m
= 6x] - 4y
X1

onde [V]B = {J’l]
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10.6.1 Teorema: Scja Q(v) = B(v, v) uma forma quadritica em V. Existe
uma base ortonormal § de V tal que se

Y1
[V]ﬁ =

Y|,

entio  Q(v) = ?\lyf +...+ 7\,,y,2,.

Prova: Seja @ uma base ortonormal qualquer de V.

Entao Q(v) = B(v, v) = [v], [B]g fvl,- Logo, a matriz [B]g ¢ uma matriz si-
métrica e, portanto, corresponde a um operador auto-adjunto T: ¥V - ¥ que
tem como matriz [T ]2 = [B]z. Como um operador auto-adjunto pode ser dia-

gonalizado mediante uma base $ de autovetores ortonormais, entdo

A 0
BIY=(ne-f | . 1
0 An
A 0
= () B (115
0 An
A 0
_ [+ ] ‘ 1 4
= (1 3 i
0 An

pois @ e f sdo bases ortonormais e, portanto, [1]; € uma matriz ortogonal.
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Entdo,
M 0
o) = vl - (UlgY - g - ]y
0 A
N 0
= (15 vl - (1115 V1)
0 A
M 0
= Vg Vg
0 An
A Ol I'»n
=Dy .. ol |
0 An| [ Pn

S YRR U - AR WA

10.6.2 Exemplos
Exemplo 1: Seja a forma quadritica em R® dada por:

Se v = (x1,x3). ,
Qv) = _4x:l’ - fx;x,; + 6x; ,
= -4x? - 3xyxp - 3xpx; +6X)

] -4 -3 Xy
= [xl X2 -3 6 Xa
Calculemos os autovalores.

-4-x -3 2
- = - 2x - 33
P(\} = det [ 3 6—?\] A

M=l-v3 e ny=1+V34
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"= ]
1 -+ 34 0 y
entdo vy = vy ».1] [ 1]
s 0 1+v34| L2

isto €,
O(v) = (1 - V34 ph + (1 +34 )2

Esta diagonaliza¢do das formas quadrdticas (forma normal) tem muitas
aplicagdes ¢ uma delas serd vista na classificagio das conicas, que apresentare-
mos no proximo capitulo.

10.7 EXERCICIOS

1. Seja f uma forma linear de R®* em R tal que
[, y) = x + 2y
Sejam a = {(1, -1), (2, 0)} e § = {-1} bases de R* e R respectivamente. Se

lvl, = [?J , calcule [f(v)]ﬁ.

2. Verifique se as aplicagdes abaixo sdo formas bilineares.
a) B:R* X R* - R definida por B((x;, y;). (x2, ¥2)) = x; + ¥,
bYB:V XV > R definida por B(u, v) = (u, v).

3. Em 2b) vocé deve ter mostrado que todo produto interno & uma forma bi-
linear. A reciproca é verdadeira?

-1 2
t&.SeM—{3 5

matriz M. Esta forma bilinear é simétrica?

], ache a forma bilinear B:R? X R® - R associada 3

5. Qual ¢ a matriz M, x, associada 3 forma bilinear de R* X R* - R que
dd o produto interno usual de R*?

6.a) Seja A : R> X R?® - R definida por A((x, », z), (x', y', 2 =xp" +
+ xz' - yx' - zy' + zz'. Ache a matriz de A em relagio &s bases i) cano-
nica i) {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 0)}.
b) Seja 4:R*> X R® - R definida por A((x, ¥), (x", »")) = xp’ - px' ¢
@ ={(, 1), (-1, )}. Ache [4]2.

Entio existe uma base § (que é aquela de autovetores da matriz) tal que se
Biblioteca de |
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7. Mostre o resultado afirmado em 10.4.2 e use este fato para dar exemplos de
formas bilineares simétricas B:R®> X R® - R.

8. a) Seja A((x, y), (x', ")) = 3xx’ - yy'. Ache a forma quadritica
@:R* - R associada a 4.
b) Seja x, y) = 2x* + 4xy - y*. Ache a matriz da forma bilinear associa-

da.
9. Seja O(x, ¥} = x* + 12xy - 4y*. Determine uma base § tal que

[v]B = [;:} e O(v) = axf + b_v";

10. Se A4 ¢ uma forma bilinear simétrica e @ a forma quadritica associada a ela,

mostre que

Ay, W) =% O+ W) - OV - W)

11, Uma forma quadritica ¢ é chamada positiva definida, se para todo
v+0, 0(v) >0
a) Como devem ser os autovalores da matriz de uma forma quadrdtica posi-

tiva definida? (Pense na matriz diagonalizada.)
b} A forma quadritica @: R* —— R dada pela matriz (em relagdo a base

candnica)
1 2
2 -4

12. Mostre que se B(v, w) ¢ uma forma bilinear simétrica cuja forma quadrética
associada é positiva definida, entdo B(v, w) € um produto internc. Compare

com o Exercicio 3.

¢ positiva definida?

13. Considere o conjunto ¥*, formado por todas as formas lineares 7:V - R,

onde ¥ é um espaco vetorial de dimensdo n, e V* é chamado de espaco dual

de V.

a) Mostre que V* é um espago vetorial.

b) Mostre que, dada uma base »,, ..., ¥, de ¥, as formas T3: ¥V - R de-
finidas por Ty{v;) = 0,se i #j e Ty(vj) = 1, se i = j, formam uma base
de V*.

¢) Conclua finalmente que V e ¥* sdo espagos vetoriais isomorfos.

Formas Lineares, Bilineares ¢ Quadrdticas

10.7.1 Respostas

L. lE@)g = (1]

3. Ndo, pois B(u, ¥) # B(v, u) e o produto interno é comutativo, ou seja,
(u, v} = {v, u).

7. Seja [B]g simétrica. [B]g = [ill T am} onde ajj = aj

"y ...ann
Seja u =[xy, ..., x,]
v—[}'l,--,yn

n n
Entdo B(u, v) = Z Z 2y

F=1i=:

n n
e B(v, u) = Z Z ayyix;. Como a adigdo é comutativa e aj; = a7, temos,

F=1 i=1
depois de trocar os indices i e j,

n n
B(v, u) = Z Z ayxiy; = B(u, V)a
=1 i=1

Agora, seja B simétrica. Entdo B(u, v) = B(v, u)

" n n n
Dai obtemos Z Z ayX;y; = Z Z QixjVi
}':1 I=1 i

Invocando indices 4 direita, temos

)

J=1 i

n n

&Xi¥y = Z Z & XYy

™M=

Il
—

Como isto € vilido para todos os vetores u e v,

L S
aj = e [B] ¢ simétrica.

283
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Exemplo: Seja

0 1 0 0 -1
1 0 2 0 0
Bl=| 0 2 -1 0 0
0 0 0 0 0
-1 0 0 0 3

B(u, v) = X1y, - x;¥5 t xp¥y + 2x303 + 2x3y; - X3¥a - Xs¥y + 3xgy

s0- (5. 29 (B )b o vig = [3]

e Q(v) = -8x% + 5y}

11. @) Os autovalores sao todos ndo negativos.

=3+ 41

b) Nao, pois os autovalores sdo 5

Leituras Sugeridas e Referéncias
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CLASSIFICACAO DE
CONICAS E QUADRICAS

11.1 INTRODUGAO

Neste capitulo estaremos interessados em figuras do plano R? ou do espago
R?, isto €, em conjuntos de pontos no plano ou no espaco, cujas coordenadas
satisfazem certas propriedades. Por exemplo, o subconjunto

{x, ER:x +y =1}

pode ser representado graficamente, como mostra a Figura 11.1.1.

Ay
0, 1)

Tz lx pilx+y =1}

-

(1,00 N

Figura 11.1.1
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Outro exemplo é {{x, y, zZ) ER3®:x =2 e y = 1} cuja representagdo
grifica €

//
"= {e, v 2)lx =2,y =1}

Figura 11.1.2

Estaremos particularmente interessados em estudar subconjuntos de R? da for-
ma

S={(x, ») ER*:Fx, ) = 0, ., Filx, y) = 0}
e subconjuntos de R® da forma
§S={(x, y,2) ER*:Fi(x, y,2) =0, ..., Fy(x, », 2) = 0}

As equagBes Fi(x, ») = 0, .., Fg(x, ») = 0 (ou F(x, y, 2) = 0, ...,

Fi(x, y, ) = 0 no caso do espago R?) sdo chamadas equagdes cartesianas da
figura que o conjunto determina. Observe que estas equagBes relacionam as
coordenadas candnicas, isto €, coordenadas em relagdo 4 base candnica de R?
(ou R?). Freqiientemente, dd-se apenas as equagdes cartesianas da figura.

11.1.1 Exemplos

FExempio I: Podemos desenhar a figura no planc cuja equagdo cartesiana
(em relagdo 4 base candnica) é y - x% = 0.

A figura pedida é o subconjunto § = {(x, y) € R*:y - x* = 0}, consti-
tuido pelos pontos do plano, da forma (x, x?). Portanto,

AY

Figura 11.1.3
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Exemplo 2: Para desenhar a figura no espago cuja cquag¢do cartesiana €
¥ - x* = 0, devemos saber que a figura pedida é o subconjunto
S={{x,y, 2)€R*:y = x*}. Note que z pode assumir qualquer valor.

V4
‘ ’

Figura 11.1.4

Observe ainda que as equagdes cartesianas dos dois exemplos anteriores sio
aparentemente as mesmas,

Analisemos agora o que acontece quando as equagdes cartesianas sio de
tipos especiais. Comecemos com o tipe mais simples, ou seja, as equagdes
Fx, y) =0 (ou Alx, y, 2} = 0), de primeiro grau.

11.2 RETAS NO PLANO

11.2.1 Definigdo: Uma reta no plano ¢ o conjunto dos pentes (x, ¥) do
plano cujas coordenadas em relagZo & base candmica satisfazem a equacgio car-
tesiana

Ax +By=C
onde A # 0 ou B # 0. Temos as seguintes possibilidades:
y
(0, c/8)
) A#+0eB+£0,Ax + By =C
L
[ (c/A, 0)
Figura 11.2.1
s v
i) A=0eB+*0,By=CC
{0, C/B)
X
Figura 11.2,2
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iy A40eB =0 v
Ax = C

Figura 11.2.3

-
{c/A, Q) x

11.3 PLANOS NO ESPACO

11.3.1 Definigdo: Um piano no espago é o conjunto dos pontos (x, y, 2)
do espago cujas coordenadas em relagdo 4 base canfnica satisfazem 4 equagdo

Ax +By+Cz+D=0
onde 4 #0ouB £ 0o0uC =0

E claro que esta definigio algébrica deve coincidir com a defini¢io geo-
métrica de plano. Consideremos um ponto qualquer {x,, yg, zo)} tal que
Axy + Byy + Czg + D = 0 (sempre exista). Entdo a equagdo Ax + By + (z +
+ D = 0 pode ser escrita, subtraindo-se a primeira da segunda,

0=A -xq) + By - yo) + Az ~ z4)
= ((A, B! 09 (x - Xo, Y — Yo, Z - ZO»
onde {, ) representa o produto interno candnico em R3. Os pontos (%, v, z)
que satisfazem a equagdo sdo (x, y, z), de tal modo que o vetor diferenca
v={x-Xxg, ¥~ Yo Z-2y) seja ortogonal ao vetor (4, B, (). (Veja a Figura
11.3.1.) Isto corresponde & defini¢io geométrica de um plano que passa pelo
ponto (x4, ¥4, zo) ¢ tem (4, B, C) como vetor normal.

Figura 11.3.1

Passemos agora a analisar o que acontece quando a equagiio cartesiana é
de segundo grau.
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11.4 CONICAS NO PLANO

Para tratar das conicas no plano de forma adequada procederemos estudando
figuras padrio e, através da diagonalizagdo de formas quadriticas associadas,

mostratemos que as equagOes representam uma das figuras padrio centrada,

possivelmente, em outro referencial.

11.4.1 Definigdo: Uma cdnica em R? é um conjunto de pontos cujas
coordenadas em relagdo 4 base candnica satisfazem a equagio:

AX* +Bxy + Oy +Dx + Ey + F =0
onde 4 ou B ou C £ 0.
Observe que a equagdo da cdnica envolve uma forma quadrdtica, Q(x, y) =

= Ax* + Bxy + Cy?, uma forma linear, L(x, y) = Dx + Ey, e um termo cons-
tante F. Isto &, a equag¢io que define a conica é:

O, ) + L{x, y) + F= 0.

11.4.2 Exemplos

Circunferéncia
x? + y? =gt
/‘\ A=C=1
B=D=F=0
\T/ o
Elipse
X2 y?
a +F_l
/.\ A= c-L.a50p>0
\_/ Tat _bz,a ,
B=D=F=0
F=-1
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Hipérbole

Paribolg

x2 y2

& ]

A== c--L.os0 >0
"a2a —_bZ:a 3
B=D=F=0

F=-1

y2-Dx =0

D+0

Temos ainda os casos chamados degenerados

Far de retas concorrentes (hipérbole degenerada)

Irv

¥

2 2

=

TR

>
>

b
2“%2'=0 =~'y=t7x
0
1]

Par de retas paralelas (pardboila degenerada)

J}v

m,cr

Vs

ax* - p =0
a>0
b>0
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Uma reta (pardbola degenerada)

by
x =0
x
Um ponto (elipse degenerada)
Ay
ax* + by? = 0
a>0
* b>0

Vazio (elipse ou pardbola degenerada)

ax? + byt +77 =0
a>0
b>0
(r#0)

As equagdes das cOnicas aqui apresentadas estio na “forma reduzida”,
istoé, B=0;5e 4+ 0,D=0¢ese C+#0,F =0. Veremos a seguir, através
de uma mudanga de referencial conveniente, que toda cOnica toma uma das
formas colocadas acima,

Estamos interessados aqui nas conicas, definidas algebricamente. No en-
tanto, cada conica pode ser perfeitamente caracterizada por propricdades geo-
métricas (por exemplo, a elipse é o lugar dos pontos do plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos (focos) é uma constante). O tratamento geomgé-
trico das conicas que é a forma como elas foram introduzidas pelos gregos serd
dado em 11.7. O estudo das conicas feito a partir de suas propriedades geoms-

tricas € muito bonito e tem muitas aplicagdes. Vale a pena ver!
Bihtioteca de & 4
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11.4.3 Exemplos Entio os autovalores sdo 0 ¢ 4.

Exemplo 1: 2x* -5y -7=0 P = 2 2110 e
al’a'hl Oa 2 2 ¥ = O’EVI"(" 2,\/3)
-5yt =7
2t 5y Para A — 4 [2 2] x 4x |
_ = = . = . d =" 7= .7 =
=1 2 2 21|y gy [ donde va = (5705 )
x> Y
7 7
- 5 Sabem’ols de 10.6.1 que nesta nova base de autovetores § = {v,, v, }, a furma
. s quadrdtica
X Y
- ‘=1, que € uma hipérbole
S A% oW =yl |2 2| X ] onde tvl, = | *
2 5 2 20|y |y
Exemplo 2: x* +y* -6x -2y +8=0 |} se reduz a

xt +y} =2 \

-

- 3R - =2
(-3 + 0 - ) /3* N )
- - 00) = [x, y.][o J[ﬂw [v]ﬁ=liyll}

39 Passo: Agora precisamos determinar a relagdo que existe entre [I} e [x ’:'
Yy

onde xy=x-3 ¢
yi=y-1 circunferéncia de raio /2 e centro (3, 1).

Consideremos agora um exemplo mais complicado. »i

e substituir o resultado na parte linear da equagdo dada.

Exemplo 3:
Dada a equagdo na base canénica a de R?:
U+ 2 +axy +4V2Zx + 12V 2y -8=0

nosso objetivo, mais uma vez, serd determinar que figura esta cOnica representa
no plano. Para isto, precisamos iniciaimente eliminar os termos mistos, do tipo
xy, através da diagonaliza¢ao da forma quadrdtica.

Lv) = [4vV2 12472} [j]
Mas, ':x }= U] auro‘vetores [xljl
y canonica M
Xy
Y1
49 Passo: A equagdo original se reduz a

= S U
[x, yll[g 2][;:} +[4vV2 12v72 ] f_ f_ B’l‘] -8=0
JI 7

19 Passo: Escrevendo a equagio anterior na forma matricial, temos

g

- x
(R
-
3 3

[xy]B ﬂ[ ]+[4\/5 1272 [;]_8=0

x
Y
29 Passo: Vamos calcular os autovalores e os autovetores ortonormais da ma-
|2 2
Z .
wlt 1]

POV = [25?‘ 23]:(2_7\)2 C4=oan W
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1 1 i
Oxi + 4y} + 4\/5(—ﬁx1 + %}’1) + 12\/5(72‘3‘1 "’%}’l) -8=0

4y} -4x; +4y, +12x, +12y, -8 =0
4y§+8x1+16y,—8=0
yit 2, +4y, -2=0

Esta dltima equagdo representa a cénica em relagio ao novo referencial forma-
do pelas retas suporte de v, e v,, como mostra a Figura 11.4.].

Y1 v2

Figura 11.4.1

Vamos zinda introduzir uma nova mudanca de coordenadas para identificar a
cOnica. Ela serd dada por uma translagio do referencial acima.

59 Passo: Para “eliminar” os termos lineares onde isto é possivel (A # 0), agru-
pamos os termos de yi + 2x, + 4y, - 2 = 0 convenientemente.

(O +4y, +8)-4+2x, -2=0
01+2?+2x,-3)=0

Tornando x, =x, -3 e y, =y, + 2, obtemos ¥} + 2x, - 6 = 0 ou finalmente

X2 = - Lz vi
Assim, a equagdo acima representa a cdnica em relagdo a um novo refe-
tencial R;, obtido por translagdo e podemos finalmente identifici-la como
sendo uma pardbola, conforme indica a Figura 11.4.2. (Veja 11.4.2 iv.) A ori-
gem deste Gltimo referencial Ry serix, =0ey, =0,isto é,x, -3=0e¢
¥y +2=0,
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¥z

X
x3 1 ¥i

/
\

Figura 11.4.2

Agora iremos formular o procedimento geral de classificagdo das cdnicas,
estabelecendo em defalhes o que deve ser feito em cada passo.

11.4.4 Procedimento Geral de Classificagio das Cénicas: Dada a equacido
(em coordenadas canénicas de R?)

Ax® + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0 (4 ou B ou C # 0),

para achar que figura ela representa no plano, devemos proceder do seguinte
modo:

19 Passo: Escrevemos a equacdo na forma matricial:

4 B
k), B]+[DE]B]+F:0
2 c

29 Passo: Diagonalizamos a forma quadrdtica para eliminar os termos mistos.

Para isto, precisamos encontrar os autovalores Ay € A; e os autovetores orto-
B

normais v; e v, de 2

C

M|!:o n

39 Passo: Obtemos as novas coordenadas, Para isto, precisamos para substituir

na equagio de
x| 7] autovetores | X,
y candnica i
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49 Pgsso: Substituimos as novas coordenadas na equagdo, obtendo a equagio
na nova base {v,, v2}

Mmoo 0 b autovetores | X, _
hln][6 AJ (] roam e ] er e

ou seja, A\yx3 + Ay} +ax, + by, + F=0

50 Passo: Eliminamos os termos lineares das coordenadas cujos autovalores sao
nio nulos. Temos entdo trés casos:

) A eh %0
Mxtax, t Ayl byt F=0

Alx +—a)’-—a~i+?\(y +—b)2--+F—0
TN, 4, VT, an, -

2

. a b ~
Seja xy = x; + 5N E Yy =¥ +2—7\2, temos entdo A x3 + A3 +f=0

(que ¢ uma das equagBes tipicas) onde

a* b?
T=f-am
i) A, £0ed; =0
MxEtax, by, +F=0
Aoy + e )2 &y +F=0
A Ve VL

Tornando x, = x;, + ﬁ ey, = ¥y, temos
1
Rlx% +by2 +f=0

(que é uma das equagGes tipicas) onde

a’Z

n
i) A, =0 e A, # 0. (similar ao anterior)
Como vimos, este procedimento permite-nos, através de uma mudanga de

referencial, colocar qualquer conica na forma de uma das equagDes tipicas
(11.4.2). Neste processo classificamos a cOnica, damos suas dimensfes e posi-

f=F-

¢oes no plano.

11.4.6 Muitas vezes, entretanto, estaremos interessados apenas em clgssi-
ficar a conica dada por uma equagdo Ax? + Bxy + Oy +Dx + Ey + F =0,
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sem d i i (v izagd i
" Llme\tefrmmar suas dlm;nsoes e localizagdo. Visando solucionar este problema
a forma mais ripida, vamos discuti ibili
Iscutir as possibilidades qu
. orm e temos em fun-
30 dos sinais dos autovalores associados i forma quadraiticaq ’

Consideremos, portanto, os autovalores Ay e Ay de Como jd

L] micg

A
B
2

vimos, obteremos depois da elimina¢do do termo misto uma equacdo da forma
(M Axi+hyt+ae, +by, +F =0

(D) Vam(?s analisar inicialmente, a situagdo em que A; = 0 e X, # 0. Neste
Caso, através de uma translagdo que é feita no 59 passo de 11.4.4 obtt;mos

Mxf+Myi+ =0
Note que se:

i) A, e A\, forem ambos positivos, teremos para £ < 0 uma elipse; para

/= 0 teremos um ponto (x, =
=y, =0 )
vazio (compare com 11'4'2)? Y2 = 0) e para f > 0 teremos o conjunto

i} Se X e, f9rem ambos negativos, também teremos uma elipse, um
i ggn;o ;)u}l va:jxo, COHf(.Jl'I'I.le f seja positive, nulo ou negativo. 1
' z UVErem sinals opostos, poderemos ter uma hipérbole, quand
f# 0, ou um par de retas concorrentes se f=0 A °

(I) Consideremos agora a situaca
. _ €a0 em que A; = 0 (e, portanto \
Como vimos, partindo da equagio (*), chegamos a uma Equagﬁo. 2 # 0)
Ayitax, +f=0
Note que:
{) se a # 0 teremos uma paribola.

i) seq-=
) G 0, po?ererilos ter um par de retas paralelas, uma reta ou o vazio
nalise em fun¢do dos valores de f, em que situacGes isto ocorre)

(II) O caso em que A; = 0 ¢ discutido de maneira andloga ao (II).

P . .
'odemos resumir os resultados até aqui obtidos no seguinte teorema:

. Bx; 145162 'ijc;)rema:};)ada Il;ma conica definida pela equagdo (*) Ax? +
: y x + By + F = (. Sej i
i sua form quadsitice: e ejam Ay e A, 0s autovalores associados

i} Se X, - X, > 0 esta equaca
quagdo representa uma elipse, ou 0
o bonte o b o pse, suas degenerages
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ii) Se A; - A, < O esta equagdo representa uma hipérbole ou sua degenera-
¢do (par de retas concorrentes).

jif) Se A; - Ay = 0 esta equagio representa uma parbola ou suas degenera-
¢oes (par de retas paralelas, uma teta ou o vazio).

Hiperboloide de uma folha

! ~

Podemos afirmar que o determinante associado 4 forma quadrética

]

L]
™

N

n~| =
+
%I
1
ol
Il

é igual ao produto de seus autovalores A, -+ A;. (Veja o Exercicio

L]

0 ~iw

wlw

2
7 de 7.5). Assim o sinal de A, « A, € 0 mesmo de -( -B—4— _ AC), que por sua

vez tem o mesmo sinal de - (B* - 44C). Podemos assim reescrever o teorema
anterior em funcdo do “discriminante™ B* - 44C.

Hiperboloide de duas folhas

11.4.7 Teorema: Dada a equagdo: Ax> + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = (,

esta equagdo no plano representard: ‘fz
) uma elipse ou suas degeneragdes, se B -44AC <0 .
i) uma pardbola ou svas degeneracDes, se B? -44C =10 R e
jiify uma hipérbole, se B> - 44C > 0 L) X2y g2
N - A
] >
/,
11.5 QUADRICAS EM R’ 4
11.5.1 Defini¢do: Uma quddrica em R® ¢ um conjunto de pontos cujas *
coordenadas em relagdo a base candnica satisfazem a equagdo:
5 5 2 Paraboldide eliptico
Ax* + By? + Cz% + Dxy + Eyz + Fxz +Gx +Hy+iz+J =0
comAd ouBouCouDoukFouF=0
£
11.5.2 Exemplos
Elipsoide
z || 2 2
| x
x .z .
AR ’

S
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Paraboldide hiperbolico b) Cilindro hiperbolico

x2 2
TR /
x2 y'Z
o ]!
Cone quadrdtico
4
x2 2
., 7+% = z? ¢) Cilindro parabolico
Cilindro
x = ky?

Se nenhum termo com z aparece na equagdo da quidrica, temos 0 cilin-
dro. O cilindro *padrio” é formado por retas ortogonais a0 planc z = 0 que
passam por uma conica neste plano. Por exemplo:

a) Cilindro eliptico

. A equagiio que define a quddrica pode representar o conjunto vazio
(x2 = -1), um ponto (x* + »? + z* = 0), uma reta (x> + y* = 0), um plano
(z 0), dois planos paralelos {z* = 1) ou dois planos que se inte;ceptam
(x.y ‘= 0). Estes casos s3o denominados degenerados. Da mesma forma que foi
feito para conica, mostramos através de uma mudanga de referencial convenien-
te que toda quddrica é de um dos tipos descritos em 11.2.1. Ou seja, quando
nos € dada uma equagdo do 29 grau em x, y, z, ¢ precisamos saber (,1ue figura
ela representa em R? (classificar a quddrica) procedemos de modo anslogo a
situagdo em R?, reduzindo a equagdo e interpretando-a no final.

(X}
X
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711.56.3 Exemplos

Exemplo 1: Para classificar a quddrica
-x¥ 4+ 2pz +z -y = 100.

escrevemos a equacdo acima na forma matricial, obtendo:

-1 0 0 x X
[x y =2z]| 0 0O 1}|¥|+10 -1 11|jyj|=100
0 1 0 z z

Calculando os autovalores e os autovetores ji normalizados da matriz

-1 0 0

0 0 1

0o 1 0
obtemos:

1 1
para?\1=-];v,=(1,0,0)e"2=(0,ﬁs\7_§')e
1 1

para?\;:l;v3=(0,ﬁ,£)

Temos ainda

* auioverQres !
= [f
Y ] canénica !
Z |can. 1 |aut
onde
1 0 0
qutovetores 1 1
I = (0

[ canonica JI 042
0 1 1
S J7?

Entio, a equagio da quddrica em relagio a o referencial dado pelos autovetores

serd:
-1 o 0 X, 1 ? (1) X
fx, v1 01 0 -1t oy |+l0 -1 1]J|0O 2 alln
0 0 1 z, 1 | Zy
0_4._ —
JI V2
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Isto é,
2 2 2 _2
xi -yi t 2] V7L 100.

Faremos agora uma nova mudanga de coordenadas para eliminar os ter-
mos lineares onde isto é possivel.

]
zi - x1 - (o +\/5)2 +]3-100=0

. 1
Seja x, =x,, ¥, =y, + —\/3 C Z; = z;; assim, temos a seguinte equagdo:

2 2 2
X3 &) Z3

- - +
199 1
VR VS IV

que representa a quddrica em relagdo ao referencial obtido por translagdo a

partir daquele dos autovetores, cuja origem é dada por x, = 0, y, = O e Zy =
= (. Entdo

1
xl=05yl+7—2—=0 e z; =0

Comparando a equagio obtida com as equagdes das quadrdticas indicadas em
i de 11.2.1 vemos que esta quddrica é um hiperboldide de duas folhas.

Biblioteca de g\
Cigncia & Tecnoldg
w2
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Exemplo 2: Para achar a figura dada pela equagdo

2x% + 29 + 228 + 2xy + 2xz + 2yz = 81

devemos resolver

x y» zI11

—
N
[ NI
NS =
1l
o0
—_—

Calculando os autovalores e autovetores respectivos (j4 normalizados) obtemos

VZIooV2

2
h1:19“'1:(2!_42_!0)
V6 V6 V6
?\2 = l,Vz =(?1T5'T)
V3 V3 A3
e A R
Ainda,
X
_[ autovetores y
Y= candnica !
z Z| | autovetores
JT JE J3
2 o 3
autovetores _| VI g J3I
onde [1] canénica 2 6 3
-Jé& J3
° & T3
Entao, a equagdo se torna
1 0 0O X1
by o oz]|0 10 yi | =81
0 0 4 Z;

ou x? + %+ 422 = 81, que é um elipside.
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Y1

Como ndo aparecem os termos lineares, se nio estivermos interessados na
posi¢do dos novos eixos mas apenas no formato da figura, bastaria calcular os
autovalores, escrever a equagdo x] + ¥ + 422 = 81 ¢ jd terfamos identificado
a quddrica.

Também no estudo das quddricas em geral, se tivermos problemas onde
somente a classificagio destas seja importante, ndo interessando suas dimensdes
ou posi¢do no espaco, poderemos resolvé-los apenas estudando os sinais dos
autovalores associados & forma quadritica. Seria muito interessante que vocé
discutisse todas as possibilidades, de modo andlogo ao que foi feito em 11.4.5
para cOnicas.

11.6 EXERCICIOS

Identifique a figura ¢ ache sua posi¢do quando a sua equagio é:
L3x2 + 2y + 3% -vV2x =0

24P +ap+y —x =0

xy+x+ty=0

4. x2+xp+y? -3=0

5 3x - 4\3xy - y* + 20y - 25 =0

6. 4xy + 3y + 2VSx + 45y =0

7.-5p* + 2xy - 8xz + 2¥z = 0
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8 y* +2:2 + 3yz = 0

2
5. Hipérbole: x3 - 22
9. 9x* + 16y* + 25z% + 24xy - 40x + 30y = 0

== I em relagdo ao referencial com centro no ponto
3
- - 5 . - Vi o1 N
Identifique a figura. Nfo € necessdrio dar a posicio. xey) =1 75=) e €ixos x, na diregdo de (- - 'T) e ¥, na diregdo
1 V3
10. 3x% + 29 + 322 + xz = 2 (5.5 )
1. y* +222 + 23yz =0

i
X1 "2\\ y ¥i

V2

11.6.1 Respostas

T X
2 2 .S
inep- X2 Y1 _ g i onto .
1. Elipse: 5 +—3 =1 em relagdo ao referencial de centro no p (8\/2_ 8\/2_)
64 32

L 1
e eixos x, na diregdo de ( % \ ﬁ ) e ¥, na dire¢io de (- ' 2 }.

S

7. Hiperboloide de 2 folhas de equagdo -3x] - 6yf + 4z = 1 em relagio ao
referencial, com centro no ponto {0, 0, 0} e eixos x; na diregio de
1 1 1 L. 1 2 1 L
4 e =, - d
(\/3_, 7 \/3—),},'1 na direcio (\/6_’ AR Wm)ezl na diregdo de
1

1
(__\/T!OvW)'

2 2
3. Hipérbole: xTz - yT’ = 1 em relagdo ao referencial de centro no ponto !

Y1
(x1, 1) = (-2, 0) e eixos x, na diregdo de (%, \/Lz—{) e v, na diregio de

\ y
(\}71-\}—2)- N Ly x| = X2
SN // )
\\\ \\ //
\\\ Dl = x 9. Elipsoide de equagio 125x3 + 125p3 + 10623 = 3125 em relagdo ao refe-
h <\ \\ rencial, com centro no ponto (xy, ¥1, 21} = (0, - 1i245— , 0) e eixos x, na
/// \\\\\ \\ dire¢do de (0, 0, 1), y, na diregdo de (% , % . 0} e z, na diregdo de
4 h va \m

4 3
55O
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*11.7 PROPRIEDADES GEOMETRICAS DAS CONICAS

Y

7
/
/
Y
\
\

\
¥
/
i

/e

>
AN

Figura 11.7.1
As conicas, ou secgGes conicas, foram estudadas pelos gregos e desenvol-
vidas a partir das suas propriedades geométricas. Muitos resultados aparecem
resumidos nos trabalhos de Apolionius (260-170 A, C).
Para apresentar estas propriedades e definir as conicas a partir delas vamos
estudar alguns pontos e retas especiais.
Consideremos as conicas na forma padrio:

2
X
+ 7

" 2 U (elipse) (E)

2 2
i; _§3 =1  (hipérhole) (H)
u

y? = dux (pardbola)  (P)

i

Suponhamos ainda 2 > b > 0.

Para a elipse e a hipérbole, definimos os pontos: F, (-, 0} e Fy(c, 1))
denominamos focos 4 esquerda e i direita,

Na elipse tomamos a distdncia focal ¢ = V'a® - b? e para a hipérbole
c=va®+ bl

Na pardbola definimos o foco como sendo Flg, 0); ie ¢ = a
(veja 11.7.1):
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n

a
X =—
e

x
1
[
oW

Figura 11.7.2

- c
A excentricidade e ¢ definida pela relagdo e =

Entdo, 0 < e < 1 para uma elipse (¢ = O para a circunferéncia), ¢ > 1

para a hipérbole e e = 1 para a pardbola,
As diretrizes da elipse E ou da hipérbole H sdo as retas:

a a
=-— & X=—
* e e

(O circulo ndo tem diretriz.)
A diretriz da pardbola P € tnica e é a reta x = . _
Se na elipse ou hipérbole tivermos b > ¢, a distancia focal fica sendo

c=vVb-a*ec=va+ b*, respectivamente, e os focos F;(0,~c) e
b

€ o
F,(0,c). A extremidade passa a ser e = €8 diretrizes y = i?.

11.7.2 Exercicios

1. Esboce o grifico das conicas a seguir, determinando seus focos, diretrizes e
Observe depois o papel geométrico da excentricidade.

excentricidade.
g) x¥ + 4y* = 100 d) x* + y’2= 4
by 2x* + y* = 100 e) x2 - 4y* = 100
R f x* - 2% = 100
cyo- =1
25 9
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x2 2
B35 - % = k) )2 = 4x
xt-y2=4 l)y22= 16x
i) ¥ = x m) 3x* - 4y? = 0
, -1
N y= 5 X

2. Determine as conicas representadas pelas equagdes abaixo, encontrando
também os seus focos, diretrizes e excentricidade.
a) 25x* + 92 - T2y - 81 = 0
b) 9x* - 187 + 54x - 36 = 0
c)x=4y*- 16y + 16

3. Dé as equagBes da elipse, pardbola e hipérbole “centradas” em um ponto
P(m, n) do plano e com eixos paralelos aos eixos coordenados. Encontre
também os seus focos, diretrizes e excentricidade.

4. Mostre que qualquer que seja o ponto P(x, y) sobre a elipse dada no
exercicio lc, a soma das distancias deste ponto aos dois focos € igual a 10.

Podemos agora estabelecer as propriedades geométricas das conicas.

11.7.3

1. Elipse 2. Hipérbole
)

4

d(P, F\ )+ d(P, Fy)=2a d(F\,P) -d(F,, P) =2
d(Fy, Q) - d(Fz, Q) = -2

3. ,

d(F, P)=ed(P. 9)

na pardbola
e =1:-

+"h

d(F. P) = d(P, 1)
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11.7.4 Teorema: Considere uma conica padrio (E), (H) ou (P) de excen-
tricidade e. Ento:

1} 8¢ 0 < ¢ <1 (elipse), entdo para todo ponto da cénica, a soma das
distincias deste aos focos tem o mesmo valor 2z (Fig. 1).

2) Se e > 1 (hipérbole), entso para todo o ponto da cbnica a diferenca
das distincias deste aos dois focos tem o mesmo valor absoluto
{Fig. 2).

3) Se e # 0, entdo para todo ponto sobre a cdnica, a distincia deste ao
foco € igual a ¢ vezes a distdncia deste 4 diretriz. (Focos direitos com
diretrizes dircitas, focos esquerdos com dirctrizes esquerdas. Fig. 3.)

Além disto, o que é fundamental é que cuda uma destas propriedades
caracteriza as conicas, isto é, ') um conjunto de pontos do plano que satisfaca
a2 propriedade (/) serd uma elipse dada pela equagdo (E), em relacdo a algum
referencial; 2' um conjunto de pontos que verifique a propriedade (2) serd
uma hipérbole (H) e 3"} um conjunto de pontos do plano que satisfaga (3)
serd uma cdnica, que satisfard (E} (H) ou (P).

Assim, como subproduto desta proposicio podemos dar as definigGes
geométricas das conicas:

Coroldrio 1: A elipse pode ser definida como o conjunto dos pontos do
plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos (focos) € igual a uma cons-
tante.

Note que esta constante serd igual a medida do eixo maior da elipse.
Por qué?

Exemplo: Encontre a equagdo da elipse de focos em (0, 0) e (0, 8) ¢
eixo maior medindo 5,

Deixamos agora espago para vocé:
i} Definir hipérbole pela propriedade 2.

i) Definir paribola pela propriedade 3.

Corolario 2:

Exemplo:

Corolirio 3:

Exemplo:

Finalmente dé a defini¢do geral (geométrica) de conica, pela propriedade 3.

Bibliote
Ciencia &
'l B
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Corolario 4:

Discuta e

A demonstragio da proposigdo 11.7.4. (ou dos corolarios que ela engloba,
inclusive os gue vocé enunciou) é feita a partir do cdlculo das distincias.
Tente fazé-las!"

11.7.5 Exercicios

1. Se vocé fosse jardineiro e quizesse arrumar canteiros elipticos como faria?
2 Volte ao exercicio 4 de 11.7.2, O que observa?
3. Encontre a equagio da elipse com focos em (-1, 0) e (5, 0} e semi-cixo

maior 2\/3 .

4. Encontre a equagio da elipse com focos em (0, 0), (0, 10) e semi-eixo

maior 3V 5.
5. Encontre a equagdo da elipse com centro em (1, -1), semi-eixo maior 6,

. 2 . . .
excentricidade e =3 e semi-eixo maior vertical,
6. Encontre a equagio da hipérbole com focos em (0,0)e(6,0)¢ee :%.

7. Encontre a equagdo da hipérbole com focos em (0, -3) e (0, 5) e um vértice

em (0,1 + V10).

8. Encontre a equagdo da pardbola com vértice em (2, 1) e diretriz x = 0.

i
9. Trés postos de escuta estao localizados nos pontos A(0, 0), B(O,%) e
a2_3:5 , 0), sendo a unidade 1 quilometro. Os microfones localizados nestes
pontos mostram que um revolver esté% km mais proximo de 4 do que de

Ce %km mais proximo de B do que de A, Localize a posigio do revolver.

(A resolugdo deste problema lhe dard idéia, por exemplo, de como se loca-
liza o epicentro de um terremoto. Sdo sempre necessarios os dados de trés
observatorios sismicos.)

1pura consultas veja Leithold, L. O Cileulo com Geometria Analftica, volume 1,
HARBRA, Sio Paulo, 1977, p. 491 ¢ 497, ou Bers, L. Calculus, Holt, Rinehart and
Winston, Inc., New York, 1967.
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10. Encontre as retas tangentes s conicas abaixo nos pontos indicados (use
derivagao implicita).

@) 9? = x em (I,l)

) 25x7 -yt = 100 em (-3, 5, 5)

by x? + 2557 = 100 em (6,%) d)3? = 25% em (9, -15)

11. Conicas em Coordenadas Polares
Usando coordenadas polares (r, #) no plano (x = rcos0, y = rsenf)
e a definicdo de conica dada por 11.7.4, parte 3, vocé pode deduzir de
modo simples as equagoes polares das cdnicas, tomando ¢ pdlo num foco
e o eixo polar ¢ sua extensdo ao longo do eixo principal®.
a) Mostre que nestas condigdes a equag@o polar das conicas é dada por

ed

y ==
1 +ecost

(O sinal + ou - é dado conforme a diretriz correspondente ao foco no
polo esteja a esquerda ou 2 direita deste.)

b) Dé exemplos de clipses, pardbolas e hipérboles com suas formas polares
¢) Um cometa estd se movende em uma Orbita parabdlica em torno do soi
no foco F da paribola. Fazse uma observagdo do cometa quando ele

estd no ponto P; a 15 milhdes de quildmetros do Sol; uma segunda ob-
servagio é feita quando ele estd no ponto £, a 5 milhSes de quildmetros
do Sol.
Os segmentos de reta FP, e P, sdo perpendiculares. Com estas informa-
QG(‘ES hd duas Orbitas possiveis para o cometa. Encontre a distincia mais
proxima que o cometa passa do Sol, em cada érbita.

) A oOrbita do planeta Mercirio em torno do Sol é eliptica, com o Sol em
um dos focos, tendo o semi-eixo maior 36 milhdes de quildmetros e ex-
centricidade 0,206. Encontre: (a) qual € a distincia mais préxima que

Merctrio passa do Sol e () 2 maior distancia possivel entre Mercirio ¢ 0
Sol.

12. Equacdes Paramétricas da Elipse

a) Mostre que as equagdes paramétricas x = acost ey = bsent, a > 0
b>0e0=¢ 2< 27 definem uma elipse cuja equacio em co;erenad’as
cartesianas € —'% +L2 =1.

at b

b) Mostre que as equagdes x = acos{-2f) e y = beos(-27), 0 < ¢t < m

definem a mesma elipse dada em (z). Encontre os “vetores-velocidadé”

2 :
Consulte Leithold, L. op. c¢it., caps. 1 ¢ 12,
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dx+  dy»

atVal)

¢) Use o item (2) para tracar a partir de duas circunferéncias concéntricas
2

¥

- R X
de raios 2 e b a elipse ? +? = 1.

nos casos () e (b). ("l;' =

13. Propriedade Reflexiva das Conicas
Um exemplo de aplicagio da propriedade reflexiva das conicas ¢ dado pelos
espelhos parabdlicos, cujo formato é obtido pela rotagdo de uma paribola
em torno do seu eixo de simetria. Tais espelhos transformam uma fonte
luminosa colocada no foco em um feixe de raios paralelos (como num holo-
fote) ou, reciprocamente, podem concentrar um feixe de raios paralelos em
um tnico ponto (como no telescopio). Estas propriedades sdo explicadas
por dois fatores:

i) A lei fisica que governa o movimento das ondas (o ingulo de incideén-
cia é igual ao angulo de reflexao).
ii) O teorema 2 seguir.

Teorema: Sejam P um ponto de uma paribola ¢ £ a reta tangente a
parabola em P. Sejam £, a reta ligando o focoa Pe %, a
reta que passa por P e é paralela ao eixo, entdo os angulos
0 e a a seguir sdo iguais,

)

o = dng. entre L e ¥
8 = adng. entre L e &

Demonstre este teorema.

14. Num espelho com a forma de um elipséide de revolugdo, toda luz que
emana de um dos focos se reflete sobre o outro foco. Este fendmeno ¢é
explicado por dois fatores: (/) Lei fisica da reflexo: dngulo de incidéncia
igual a0 dngulo de reflexdo, (i) Propriedade “reflexiva” da elipse que vocé
mostrara a seguir,
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Esta propriedade pode ter usos sérios (como por exemplo num laser)
ou jocosos como uma sala de cochichos. (Se estivermos numa sala elipsoidal

todo o som, que também ¢ onda, emanado de um foco serd perfeitamente
audivel no outro foco.)

Teorema: Scjam P um ponto da clipse e € a reta tangente a esta em P,
Sejam £, a reta ligando o foco F; a P e &, a reta ligando o
outro foco F, a2 P. Entdo os dngulos 0 entre as retas £ e £, ¢
« entre B; e € sdo iguais.

Demonstre este teorema.

Leituras Sugeridas e Referéncias

! Bers, L.; Calculus; Holt, Rinehart and Winston, Inc., New York, 1967.

2
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4 Leithold, L.; @ Cdlculo com Geometria Analitica; HARBRA, Sio Paulo, 1977.



RESOLUCAO DE SISTEMAS
DE EQUACOES DIFERENCIAIS

LINEARES

12.1 INTRODUGAO

Considere a seguinte situagZo: Um foguete estd subindo verticalmente a partir
do solo, sujeito A forga gravitacional (que € de cima para baixo € s.upomos -
constante e igual a mg), a uma forga constante para cima e a um impulso adi-
cional para cima, proporcional ao tempo ! decorrido depois do langamento.
Que altura ele atinge ¢ segundos apds o langamento?

Denotando por x a altura, ¢ usando © principio de que forga ¢ igual a
massa vezes aceleragio (segunda lei de Newton), podemos escrever:

d*x

-F—‘:a"'bt_mg

m
H 1
Ao resolvermos esta equagdo teremos solucionado o nosso problema.
Este exemplo ilustra como somos levados a utilizar equages envolvendo
derivadas. Assim como este, muitos outros fendmenos em Fisica, Quimica, Bio-

logia, Economia etc., sdo descritos por equagoes diferenciais.

Ta resolugio do problema é simples, bastando integrar duas vezes a equagio € impor as

condigdes iniciais x(0) = 0 e »(0) = % (0) = 0 sendo v(0) a velocidade inicial.
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Neste capftulo, presumiremos um conhecimento sobre derivadas de uma
fungdo de uma varidvel. Estaremos particularmente interessados na resolugdo de
sistemas de equagdes diferenciais, onde sio amplamente utilizados os conceitos
de espaco vetorial, base, autovalores e autovetores.

12.2 EQUAGOES DIFERENCIAIS

Fquagdes diferenciais sdo aquelas que relacionam uma fungdo e suas derivadas.
Por exemplo, as equagdes

. dx
f ? -2t=20
. dx
H) W— 3x
o d%x dx
Woar st

sdo equagdes diferenciais.
Para resolver uma equagdo algébrica (por exemplo, x* - 3x + 2 = 0)
procuramos numeros (1 e 2 no caso). Para resolver uma equacio diferencial va-
mos procurar fungdes que satisfagam a equacdo. Por exemplo:
x = ¢* ¢ uma solugdio da equagdo i). Uma outra soluggo de i) é x = £ +
+ 5. O conjunto de todas as solugdes de i) é expresso por x = t? + ¢, ¢ constante,
at die™)
dt

x = e* ¢ uma solugdo de if), pois = 3¢¥. Uma outra solugdo de

i) ¢ x = 2e™.

Podemos mostrar ainda que as sclugdes de i) sdo exatamente as funcbes
da forma x = ke, sendo k uma constante. Temos, portanto, infinitas solugdes
para #f}, assim como em £},

Suponhamos agora gue precisamos de uma solugo de i) tal que x(0) =
-5. Temos entdo x(¢) = ke*" e como x(0) = -5, devemos ter -5 = ke® "9,

0 que implica k = -5. Isto é, a Gnica solu¢do para o problema
dx
?[ = 3x
x(0) = -5 (condigdo inicial)
é x(1) = -5e¥.
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De modo geral as equagbes do tipo de if), ou seja,

dx = ax

ar

sio chamadas de equagies diferenciais lineares homogéneas de primeira ordem a
coeficientes constantes e admitem como solucao geral’,

x = ke™.

Isto é, a expressdo acima determina o conjunto de tfodas as solugGes da equa-
¢do, variando-se o valor de k.

Para comprovarmos que realmente é solu¢do geral, devemos considerar as
equivaléncias:

dx _ . dx -t -at
dt_a x:pdt ax_01=)(a? ax)e =0.e Py
ax _or -at _ d(x - ey _

— dfe ax - e _Oﬁwdt =0 =

= x.e% = f(constante) = x = ke, k ER

Agora, ao invés de uma Unica equagdo diferencial, podemos considerar
sistemas de equagSes diferenciais. Estaremos entdo procurando um conjunto de
funcdes que satisfagam simultaneamente varias equag¢des diferenciais. Chamamos
tal conjunto de fungdes de solugdo do sistema de equagdes diferenciais. Vamos
procurar também o que chamamos de solugdo geral do sistema, que € uma ex-
pressdo que gera toda solugfo do sistema.
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12.2.1 Exemplos

Exemplo 1: Encontre todas as fungoes reais diferencidveis x, = x,(7) e
X3 = x(¢) que satisfagam o sistema, isto ¢, encontre a solugdo geral do sistema:

d
IR
®
dx,
W ==X, + 2x2
Resolugdo:
Se denotarmos
ds,
x[x]eax | ¢
X3 dr | dx,
dt

Escrevendo o sistema {§) na forma matricial, temos
de,/fdt | _|-3 41| x
dx;/dt - -1 2 Xa

dX -3 4
T AX, onde A = |:_1 2}

ou ainda,

Uma solugdo deste sistema &, entdo, uma matriz

x,(t)
X =
l:xz(f)
cujos elementos sio fungbes que solucionam o sistema de equagGes (§).

_d
Com base na solugio geral da equagdo d—):= ax, que é x = ket (veja

o final da seccdo 12.2), vamos ver se €xiste, para o sistema, uma solugio do
tipo:
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Neste caso, calculando fix_t temos

X _d [x] _d |a

dr T dr | x| Tdr | e
AaeM \ a| 5

= = e
AbeM b

. = dX
Para que X seja solugdo, devemos ter - AX, e dessa forma ficamos com

a | Ar . a| X\t
?\[b:le —A[b]e

ou seja,

Pensando em [Z

] = v como um vetor de R?, a ultima equaglio se torna

Av = Av

que € exatamente a equagdo de autovalores e autovetores da matriz A.
Concluimos, entio, que X = veM ¢ solugdo do sistema se, e somente se
A € autovalor ¢ v € autovetor da matriz A.

Procurando os autovalores € autovetores de A, resolvemos

-3-A 4
det|:_l 2_)\]_0
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Isto implica que A\* + A - 2 = 0, ouseja, \; = 1 e Ay = -2. Para A, = 1 obte-

I . . .
mos o autovetor v, = [1 e, portanto, uma solugdo para O sistema sera

4 .
Para A, = 2 obtemos o autovetor v, = [ ] ¢ teremos outra solugdo, X; =

1
= v,e¥, isto €,

Como A, # A;, vemos que X; ndo é miltiplo de X, (ou vice-versa) e dizemos
entdo que X, e X, sdo solugBes independentes do sisterna.
Além disto, como veremos em 12.3.1, o conjunto das solucbes

x, (B
X=|""!
{xz(f)j|
do sistema (§) € um espago vetorial V' de dimensdo 2 e, portanto, duas solu-

¢Oes independentes geram V. Isto €, qualquer outra solugdo X é combinagdo li-
near de X, e X,. Portanto a solugdo geral do sistema é.

1 4

X = Cq i et + ] e-2f

1

sendo ¢, € ¢, constantes. Na verdade, ¥ € um espago vetorial complexo (veja a
secgdo 12.3.1) e assim ¢, € ¢; sio numeros complexos. Dependendo do in-
teresse, porém, pode-se considerar apenas as solugdes reais, tomando ¢; ¢ ¢;

X X1 _ Cler + ‘I’C‘ze_zr
| x, o + e

as funcdes solugdes do sistema s3o

reais.
Ou ainda, como

xl(t) = c,e‘ + 4C28_2[

x3(0) = cef + ¥ Biblioteca de |

Cigncia & Tecnol

Pe
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sendo ¢; e ¢, arbitrrios.
Se impusermos ac Exemplo 1, colocado acima, as condigdes iniciais
xl(O) = —1 e X2(0) = 2,

temos:

x1(8) = ¢,€" + de,e™
x:(t} = Cle[ + C;e-zr

para =10
—1 = + 402
2= ¢, t ¢y
que implica que ¢; = 3 e ¢y = -1

Portanto, substituindo,

x; = 3e' - 4e¥
x; = 3¢ - ¥

Esta ¢ a Unica solugio de

dx
Tfl = —3x1 + 4x,
tal que x,{0) = -1 e x,(0) = 2
dx
th = =Xy + ZXQ

No exemplo anterior obtivemos dois autovalores reais distintos. O sistema
se resolve da mesma maneira, no caso de autovalores complexos distintos, como
foi colocado no exemplo abaixo.

Exemplo 2:
dx
Tir_l =X, - 2%,
dx =2x; tx,

dr
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Temos

A1=l+2iev1=[;]

e

A = 1-2 ¢ v2:|:_lij|

Portanto a solugdo geral e

X = ¢, [ﬂe(mm v e, [—lij|e(1-2t)f

Ainda se faz necessdrio indicar outro exemplo importante, onde ocorrem auto-
valores complexos.

Exemplo 3: (oscilador harménico simples)

N

!—uw—;-ll
i

NANNNN

i I
1 1
1

—UONRNEA
[}
—

CLETELI T

NN

Figura 12.2.1

Consideremos um corpo rigiao de massa m preso a uma mola cuja cons-
tante de elasticidade ¢ k£ (k¥ > 0). Suponhamos que ndo haja atrito e que a
massa da mola seja desprezivel em relagdo a m. Sejam u o deslocamento do
corpo e v sua velocidade. Inicialmente, quando ¢ = 0, o corpo apresenta-se des-
locado de uy e parado (vy = 0).

Usando a segunda lei de Newton, montamos o sistema

dt ~ m
d“,-v
dt
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cujas condigGes iniciais sdo:

u(0) = uy
wW0) =0

Na forma matricial

dv k
dt 0 -F y
dul

ar 1 0 u

Qs autovalores e autovetores da matriz sfo:

)\1=i\/m£‘e v1=[i ;c/m}

-
IS
8
1
[
-
[ %]
1}
]
-
T
:|
| I

A solugio geral do sistema & entdo

o [

u

Impondo as condigBes iniciais, obtemos

. Sk . [k
[Oj|= !\/;cl-z\/-;—cz
Ug

¢t

Ly

OU seja, €y = Ca == -

Portanto, a solugdo procurada é
1k .k
i /j—(e -e )
[v] —-qu i
ul = 2 N . [k
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Usando as relagdes de nameros complexos

cosd = e + el
- P
senf = el - el
] ’
temos finalmente a solugio:
k k
v o=y [— sen [t
m m

=
li

ucos\/k—t
o m

12.2.2 Resta-nos ainda analisar o caso de sistemas de 2 equaghes em
que a matriz A admite apenas um autovalor A. Temos entio duas situagdes:

{) A admite dois autovetores v; ¢ v, LL

i) A admite apenas um autovetor v LI

A A

No caso i) obtemos duas solugdes LI, X, = v,e™ e X, = vye

A solugio geral € entdo

A M

X = ¢gvie’™ + cavae

No caso §i) obtemos somente uma solugdo do tipo velV. Entretanto, podemos
mostrar que existe uma outra solugdo Ll com a anterior, do tipo

et +d, N
C;t + dz

Substituindo-a no sistema, encontramos os valores para ¢y, ¢4, dy € dy, ¢
entdc a solugdo geral é

r+d
X = clve7\r + ¢y ]:zlt + d::leh
2

Este método usado para obtermos uma segunda solugdo é conhecido como mé-
todo da variagdo dos parimetsos?.

? Para maijotes detalhes consulte, por exemplo, Pais Leme, P.J.S.; Notas de Equagdes
Diferenciais Ordindrias, Impa, Rio, 1972; ¢ Leighton, W.; Equagdes Diferenciais Ordi-
ndrigs; Livros Técnicos e Cientf{ficos, Rio, 1970,
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Vocé entenderd melhor este método ao resolver o Exercicio § da $ec¢io
124.

12.2.3 Caso Geral: 56 resclvemos até aqui sistemas de duas equagdes. Po-
rém, tudo o que fizemos pode ser extrapolado para n equagdes, com as adapta-
¢Oes necessdrias, Também neste caso a resolugdo é mais simples quando obte-
mos # autovetores LI

Exemplo

dx
arc 14x + 66y - 42z

ay
2o ax + 24y - 14
7 x + 24y - 14z

dz
T 10x + 55y - 33z

A

A matriz é

14 66 -42
4 24 -14
10 S5 -33

Calculando os autovalores ¢ autovetores LI associados, temos:

M =2 com v, =(~11,2,0) e v, =(7,0,2)
=1 com vy =(6,2,7).

Portanto, a solugdo geral ¢

X -11 7 6
yi=ze, | 2 [e¥ +cp |[0[e¥ +¢, | 21
z 0 2 7

Vamos analisar agora os casos em que num sistema de trés equagdes nio
conseguimos trés autovetores L1 para a matriz A.

i) Se o polindmio caracterfstico é da forma (A - @)*(A - &), e associado ao
autovalor @ conseguirmos apenas um autovetor LI, procuramos uma ter-
ceira solugio independente da forma

ot +d;
X3(f) = | cat + dy (&
c3t + d;
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#) Se o polinémio caracteristico ¢ da forma (X - 2)®, ent@o podemos ter
duas situagGes:

a) a0 autovalor @ estio associados dois autovetores LI, v, e v,. Neste
caso temos duas solugBes LI: vie” e v,e7 e existe, como em i), a
terceira solu¢do LI exatamente como a dada acima.

b) a0 autovalor a estd associada apenas um autovetor v LI. Temos entio
uma tnica solugdo LI da forma X; = ve¥.

Neste caso mostramos que existern mais duas solugGes LI da forma

et +d; mtt 4+t +k,
Xy =fcat +dy |6 e Xy =|myt® +nat + ky |4
Car + d3 m3t2 + n3t + k3

Aqui, como nos itens anteriores, as constantes, ¢, di, my etc. sdo deter-
minadas substituindo-se as sclugdes no sistema.

12.3 RESOLUCAOQ DE SISTEMAS DE n EQUAGCOES LINEARES
HOMOGENEAS DE 12 ORDEM A COEFICIENTES CONS-
TANTES

Esta segdo envolve um problema genérico, que consiste em procurar um con-
junto de n funcdes reais que satisfaga, ao sistema:

r

dx,
—= = dnx;, t...tapyx
dt nx 1nxn
dx
=2 =dyXxy t ...t dyxp
dt
®
dxy,
— apx, t ...t aypx
;dt 1 nn-+n

onde 0s a;; s sdo constantes reais. Na forma matricial temos:

_ - ~ -~
dx,

ar 2y 2 - dyp X
dxp

ar gy dn2 - fnn | | Xn
L “* L 4L
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Xy

Uma solugdo serd uma matriz X = | : |, cujos elementos sdo funcdes que
Xn

solucionam o sistema (§).

O fato essencial que relaciona sistemas deste tipo com a Algebra Linear
¢ dado pelo teorema seguinte.

12.3.1 Teorema; O conjunto § de todas as solugdes do sistema

% = AX é um espago vetorial (complexo) de dimensdo n.
Xy Y1

Prova: De fato, observamos que se X =| : (e Y= | sio solugdes do
Xn ¥n

sistema, entdio X + Y e kX (k € C) sdo solugles, pois

dX +Y) dX  dY _ .
A= St S = AX AY = AX 4 Y)

Isto €, X + Y é solugdo. {(Um procedimento andlogo ¢ usado para mostrar que
kX ¢ solugdo do sistema.

Vemos assim que S é um espago vetorial complexo (subespage do espago
vetorial das fun¢@es definidas em R com valores complexos). Para mostrarmos
que a dimensdo de S é n, isto é, que existem n e nio mais que # solugSes
linearmente independentes, precisamos do Teorema da existéncia e unicidadede
solugdo de um sistema dé equacdes diferenciais com condig@o inicial®.

12,3.2 A proposi¢do anterior pode ser utilizada para se achar a solugdo
geral de um sistema. Assim, se encontrarmos n solugbes linearmente independen-
tes do sistema

ax X
E;*—AX,XI,...,X,,,(lstoedt —AX;)

3a demonstragdo deste teorema n3o serd feita aqui, mas se vocé estiver interessado
em estudf-la veja, por exemplo, Paes Leme, op. cit. p, 56.
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podemos gerar todas as solugdes do sistema, e qualquer uma delas serd da for-
ma:

X=X, +...+eX, (¢ €C)
Note que cada solugdo X, € uma matriz n X 1 de fungdes:
x;i{t)
X; =

xnt)

12.4 EXERCICIOS

1. Uma coldnia de bactérias cresce a uma razdo diretamente proporcional ao
nimero de bactérias presentes. (Se chamarmos de B(¢) a quantidade de

bactérias depois de um tempo ¢, isto significa que % B(ty=k-B@), k =
= constante.) Se o nimerc de bactérias triplica em duas horas, quanto tem-

po serd necessdrio para que tenhamos cinqiienta vezes a quantidade inicial?

Nos Exercicios de 2 a 5, dé a solugo dos sistemas lineares.

2. %=4x-3y 3. %=—Sx
% =5x - 4y % = -5y
com condi¢@o inicial x(0) = 1, y(0) = 2
4. !—g;= 9x + 19y + 4z
1% =-3x +7y +z
L ax+ 17y + 2
5. 4%‘?: xty
% =Y Biblioteca aeg

Ciénclt CTIO!
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6. Num circuito LC, seja um indutor de indutincia [ ligado em série com um
capacitor de capacitincia C. Seja i a corrente que circula no circuito ¢ ¢ a

carga no capacitor. .
( lq
c
i

Suponhamos, iniciaimente, que a corrente no circuito seja i, e o capacitor
tenha uma carga g,. Sabendo que a diferenca de potencial no indutor é

Qutra solugio LI € do tipo
_ et tdi| a
X = l:czt + d,:l ¢

- dX
Entdo Z AX,

Como

. ix_z_ Cy at Clt +d1 2t
() - [ﬁile + ert + d, 2e

di . . q . - . .
L— ¢ no capacitor ¢ ¢ temos o sistema de equagdes diferenciais ) ey e+ +dy) N
e (i) AX; = e
i di La_ g (3ey = ¢ )t + (3d; - dy)
a C Igualando (i) e (i), temos:
%I=t 2eat +2dy tey =(ey te)ttd td,
t 20,0+ 2dy +dy = (3¢, - eyl +3d, - d

Encontre as expressOes da carga e da corrente em fungdo do tempo. Como isto é uma identidade de polindmios, igualando os coeficientes,

temos:
-CI+C2:O, -d1+d2=cl, -C1+62=03'd1+d2=£'2

Portanto, ¢; = [, e; = 1,d, =0 e d, =1 e

_| ! 2t
X2 = [t ¢ 1]9

A solugdo geral é

x(2) = ke + kyte*!
W) = kie* + ky(r + e

12.4.1 Respostas

2 €n 50
3

2. x(t) = ¢, e + 3cpef
¥ = c1€" + Seyet

3. x(r) = E'“t 6. i() = akett + gke k!
— -5
y(t) = 2e q(l) - aekt - ﬁe—kl‘
4. x(t) = ¢, (9 - 4)eF + (9 + 4i)e + 3¢ _Jotka 5 _Fo - ki -
(1) 1 ) 2( ) 3 onde a 7 , B o e k oA

y(®) = ¢, (3 - I)e't + (3 + ,-)e—ir + e
2(t) = ¢1(7 - 20e" + 0y (7 + 2™ + 23

Leituras Sugeridas e Referéncias
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5. Solugdo: A matriz associada é A = |: 1 3 |
- 1Bentley, D. e Cooke, K.; Linear Algebra with Differential Egquarions; Holt, Rinehart and
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], o Gnico LI. Uma solugdo é X, = [l}e”.
1 3Pais Leme, P.J.S.; Notas de Equacies Diferenciais Ordindrias; Impa, Rio, 1972.

A=2 e v=[i




PROCESSOS ITERATIVOS E
ALGEBRA LINEAR

13.1 INTRODUGAO

Em qualquer problema concreto é necessirio nio apenas saber que uma solugdo
existe, mas também chegar a esta solug@o em termos numéricos. Os problemas
que aparecem na pritica, no entanto, envolvem tantas varidveis ou sdo tdo difi-
ceis que tornam-s¢ praticamente impossiveis de serem resolvidos sem o uso de
recursos como calculadoras, computadores etc.. (Tente, por exemplo, resolver
um sistema linear de 100 equagbes e 100 incognitas.) Ha necessidade, entdo, de
desenvolver processos numéricos que possam ser usados em computagio eletrd-
nica. Estes processos podem ser divididos em dois grupos: processos exatos e
processos iterativos.

Por um processo exato entendemos um processo através do qual se obtém
a solu¢do numérica de um problema por meio de um nimero finito de opera-
¢Oes elementares. O método de resolugdo de sistemas lineares por redugio da
matriz, que vimos no Capitulo 2, é um exemplo de processo numérico exato
que pode ser programado e usado em computadores {embora para este fim
existam outros métodos exatos de resolugdo de sistemas lineares que sio me-
lhores, como o método de Gauss que utiliza uma quantidade menor de opera-

Processos [terativos ¢ Algebra Linear 333

¢oes, reduzindo o tempo de uso do computador ¢ possibilitando, consequente-
mente, UMa maior economia).

Um processo iterativo de resolugio de um problema é um processo em
que se obtém uma seqiéncia de solugBes aproximadas do problema, tal que
cada termo da seqiiéncia é obtido a partir dos anteriores por um processo bem
determinado e gue, num certo sentido, estd ‘‘cada vez mais perto” da solugio
correta do problema.

A escolha de um ou outro processo {quando houver esta possibilidade)
vai depender de uma série de fatores: da precisio desejada dos resultados (e
aqui devemos ressaltar que a expressdo processo exato nio quer dizer que se
encontre a resposta correta, sem erro algum. Este erro quase sempre aparece
na pritica, pois as mdquinas calculadoras tém apenas um nimero finito de di-
gitos e assim, em cada operagdo haverd um erro de arredondamento}, da capa-
cidade de memdria do computador empregade, do tempo despendido em com-
putacio, do problema em particular. Por exemplo, o processo iterativo é me-
thor quando as matrizes envolvidas sdo esparsas, isto €, com muijtos zeros, ou
quando existe uma férmula para calcular os elementos da matriz, evitando que
seja necessdrio o armazenamento etc. Por razdes técnicas, durante virios anos
houve preferéncia generalizada pelos processos iterativos, mas com o desenvol-
vimento de computadores em grande capacidade de memoéria e rapidez, os pro-
cessos exatos voltaram a ser interessantes do ponto de vista pritico e, atual-
mente, sio competitivos com os processos iterativos. Estes ultimos, no entanto,
continuam a ser muito importantes ¢ serdo os que estudaremos aqui através de
sua conexdo com Algebra Linear.

Suporemos que vocé saiba um pouco (ndo muito) sobre limites e seqiién-
cias de nimeros.

13.2 SEQUENCIAS DE MATRIZES

Comegaremos considerando uma seqiiéncia infinita de matrizes de ordem r x s,
A11 Als LR An) An+11 ooy onde

RO N O D B
Ay = | f L A= : :
LI R P )
A
oy Ap = | : :
am o m
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k) . . L
com todos os 4;; nimeros reais ou complexos. Representamos tal seqiéncia
por {Aplzen

13.2.1 Definigdo: Dizemos que a seqiiéncia {A,}peN de matrizes con-
verge para (ou se aproxima de, ou ainda tem como limite) a matriz A = [a;]
(de mesma ordem) se os elementos das matrizes A, se aproximam dos elemen-
tos correspondentes da matriz A, isto ¢,

lim a,(-f) = dy para{ Pe 2
=12, ..

nog
Neste caso, usaremos a notagdo
lim A, =A ou A, A

n+>oa

Exemplo: Seja a seqiéncia {Ap},en onde

1 5
w L
A, =
3 in + 1
2n
£ 1 9
tao, 1 6 ) ,

o A = A, = 24 ete e lim Ap = 01
3 2, 3 1 n>oo 3 _3_
4 2

Um caso particular importante da defini¢do anterior é quando as matrizes
sio vetores-coluna, X,,. Neste caso,

A

Xp=| | >X=

NG

. () R
se lim x; =xjparai=1,2, .., r
H>o0

13.2.2 Definigio: Usando as notagdes da definigdo 13.2.1, dizemos que a
série de matrizes (soma de infinitas mafrizes)
A+ A+ LA A L
tem como soma uma matriz S e escrevemos S = A, + A, + ... se a seqiéncia
{Balnen, onde B, = A; + .. + A, tem como limite a matriz §, isto ¢,

lim (A, + A, + ..+ A,) =8

n-»ca
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Como o limite de uma seqliéncia de matrizes é formado pelos limites dos
elementos, certas propricdades de limites de seqiiéncias de nimeros também sdo
vdlidas para seqiiéncias de matrizes. Por exemplo, constantes multiplicativas
podem ser colocadas fora do limite em seqiéncias numéricas, isto €,

lim % -4, =k - lim a,, o mesmo valendo para matrizes. Isto ¢, se Q, €
H+ oo n+oo

Q, sdo matrizes constantes, entdo
lim (Q; « Ay) =Q, - lim A, e lim (A; - Q,) = (lim Ap,) - Qa,
n> oo H> o0 ns»oa > o0

desde que sejam possiveis as operagdes.

Os resultados que vém a seguir mostram outras situagBes em que, sob
certos aspectos, as seqiiéncias de matrizes comportam-se como seqi€éncias de
nimeros. A primeira delas é que, dado um nimero real ou complexo 4, com
la| < 1, as poténcias de |2| s@o nimeros cada vez mais préximos de zero, isto
é, lim lal* = 0, e portanto lim a* = 0. Além disso, se [a| > I, im a* ndo

k+ co k+ oo koo
é zero.
Vocé deve conhecer ainda que se tivermos uma seqiiéncia de nimeros que ¢
uma progressdo geoméirica de primeiro termo 1 e razie g, com |2] < 1, entdo
a soma dos termos (infinitos) desta progressio existe ¢ é dada por
k 1

+ .=
’ 1 -a

l+a+a*+ . +a

Estes dois resultados também sdo vilidos (com certas modificagDes) para
sequéncias de matrizes, como veremos nos teoremas 13.24,1325e 13.3.7.

No que se segue, estaremos considerando todos os autovalores de uma
matriz quadrada A, inclusive os complexos, mesmo que A tenha apenas clemen-
tos reais.

13.2.3 Teorema: Seja A uma matriz quadrada r x r. Entdo }cim Af -0

-

(matriz nula r x r) se e somente se todos os autovalores de A tém mddulo me-
nor que 1.

Prova: Suponhamos que A seja diagonalizivel. Existe entfo uma matriz inversi-
vel, Q, tal que

N0 0
0 A

Q'AQ =
0 Ar

onde os X; sio os autovalores de A, isto é,
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N O 0
0 A,

A=Q. . Q‘l
0 Ar

M O 0|* Ao 0
W 0 N
k -1 -1
AF=q. Ql=Q-] . - Q
0 Ar 0 AK
E portanto,
-
Moo oo
. ko_ g Ll Lo - ; . -1
U AR v @
0 .. A 0 .. af

Como ] < 1, 1Al <1, .y INA< 1, entdo lim Moopai=1, ., r
> O

e portanto,
im AF=0Q.0.Q7 =0

K+ oo

Vamos mostrar agora que, se }cim Af = 0, entdo [N <1 parai= 1, . r

+ G0
Supornhamos, por ebsurdo, que um dos autovalores, por exemplo o A,, tem
modulo maior ou igual a 1. Entdo, }cim P\,k # 0. Dessa forma

» DO

\ A 0
lim A% = lim . E -1
k+ oo Q k1->oo 6 e lf )Q * 0

o que contradiz o fato inicial de que }Cim A* = 0. Portanto, todos os autova-
-]

lores devem ter méddule menor que 1.

O caso geral, isto é, quando A nio é diagonalizdvel, € feito de modo and-
logo s6 que, no lugar da forma diagonal, é usada a forma de Jordan. Depois,
tente fazer esta demonstragio, como exercicio. A dificuldade estard em se esta-
belecer a expressio da n-ésima poténcia da forma de Jordan da matriz A.

Vejamos mais uma situagio em que as seqiéncias de matrizes apresentam
um comportamento semelhante s seqiiéncias de nimeros.
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13.2.4 Teorema: Seja A uma malriz quadrada r x r. Entdo, }(im Ak -0
> 00

se e somente se I - A é uma matriz inversivel e I+ A + A? + ... + Ak + .=
=(I - A)™', onde I é a matriz identidade r x r.

Prova: Suponhamos primeiro que I + A + A + .+ AF + . = a- A)7L, isto
é, que jlkim (T+A+ .. +A=(@1-4a"
> O

Portanto, lim (1 + A + .. 4 AF ARy g -yt
—-» GO

Subtraindo as duas igualdades, temos

0=(-A)" -(-A)" =lm (1+A+...+Ak+Ak+1)_¥Tm(1+A+...+A")=

= lim Af*! = lim Ak

k»o00 00

Suponhamos, por outro lado, que }cim A¥ = 0. Pelo teorema anterior vemos
00

que os autovalores de A tém modulo menor que | e, portanto, o nimero 1
nio é autovalor, o que implica det (A - 1+ I) # 0. Entdo, a matriz A - 1 -
é inversivel. Assim, I - A também & inversivel e (I - A)7! existe. Vale ainda
a identidade
(T+A+A2+. + AN I -A) =1-AF",
Multiplicando pela direita por (I - A}™", temos
I+A+A2+ . +A (- A" - AF a1 - A
Entdo I+ A+ A2 + .+ AF +
=lim (I+A+..+A%= lim {1 - A - AR - A
500

k»oo

=(I- A" pois lim A**! -0
ko0
Reunindo os resultados dos dois teoremas anteriores obtemos:

13.2.5 Corolario: Se A é uma matriz quadrada, entdo os autovalores de
A tém todos modulo menor que 1 se, e somente se a matriz I - A € inversivel

e vale
[+A+A*+ .. +A+ =(1-A"

13.3 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES — PROCESSO
ITERATIVO

Vejamos, agora, como esses fatos podem ser usados para resolver sistemas
lineares. Consideremos o sistema:
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1,03x - 0,02y = 7
001x + 090y = -52

Observamos que ele pode ser colocado na forma

X
Y

-0,03x + 0,02y + 7
-0,0ix + 0,10y - 5,2

1}

ou na forma matricial

x| _|-003 002 [x . 7
Y - '0501 0310 y ‘5,2
Chamando X = I:;}, M= [: g’,g? g:(l)?)j| e N = ]:_ ‘;’2] , vemos que uma so-

lugdo do sistema ¢ exatamente um vetor-coluna X que satisfaga X =MX+ N.
Queremos saber se existe algum processo iterativo para determinar tal X.
Iniciemos 0 processo com um vetor qualquer X;. Por exemplo, tomemos X, =

= [l] . Se calcularmos

0
-0,03 0,02 1 7 | 697
X, = MX, + N = [_0,01 0,10} [0] ¥ [-5,2] = [-5,21}
e se usarmos o vetor obtido para obter X,, teremos
-0,03 0,02 6,97 7 | 6,6867
Xy = MX; + N = [—0,01 0,10} [_s,uJ ¥ [-5,2] - [-5,7907}
Analogamente, se usarmos X, para obter X,, teremos
-0,03 0,02 6,6867 7 6,683585
—_ - ) 2 b + =
Xs = MX, + N {-0,01 0,10} [-5,7907} [-5,2} [—5,845937
Se em cada passo procedermos analogamente, isto €, uma vez obtido X,,, obte-
mos X+, pela formula X, 4+, = MX, + N, teremos montada uma seqiiéncia
{Xp}nen de vetores-coluna. Serd que estes vetores X, estdo se aproximando
de um vetor X que seja solugdo do sistema? Verifiquemos isto. Naturalmente,
o sistera pode ser resolvido de forma usual (por exemplo, por substituigdo) e

a solugdo €

_ 650788 -6056
= g7541 ¢ YT Toa7
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Efetuando as divisGes, teremos x ~ 6,6824849 ¢ y ~ -5,8520276. Compare
esses resultados com os obtidos em X,.

Surge uma pergunta natural: em que condigBes teremos a repeti¢do do
que parece acontecer neste exemplo? Em outras palavras, quando a seqiéncia
X,; s¢ aproxima de um vetor X, que € solugdo do sistema? O proximo teore-
ma nos dard uma resposta a esta pergunta, fornecendo um método iterativo de
resolugdo de sistemas lineares que satisfaga determiinadas condigbes. Antes de
enuncid-lo ¢ demonstrd-lo, precisamos estudar a rela¢io entre as formas AX =
=B e X = MX + N de um sistema.

Normalmente, um sistema vem dado na forma AX = B. Entretanto, se
quisermos aplicar um procedimento semelhante ao usado no exemplo anterior,
esta forma ndo ¢ satisfatoria. E preciso colocd-lo na forma X = MX + N. Isto
pode ser feito de vdrias maneiras. Uma delas ¢ a que foi usada no exemplo:

AX=[I+A-DX=X+(A-DX =B,

ou seja, X = (I - A)X + B, e entdo tomamos M = I - A e N = B. O modo
como sdo escothidos M e N em fungo de A ¢ B € importante na prdtica, e
em 13.3.9 voltaremos a comentar este assunto, No momento, estamos apenas
interessados na situagdo em que M e N jd foram obtidos e entdo, comegando
com um vetor-coluna qualquer X,, montamos uma seqiéncia {X,l,ey itera-
tivamente pela formula X, 4+, = M + X, + N. Queremos saber, entdo, em que
condigBes a seqiiéncia obtida se aproxima de uma solugio do sistema. Como
ji dissemos, a resposta é dada pelo teorema a seguir.

13.3.1 Teorema: Se um sistema linear ¢ dado na forma X = MX + N,
onde M é uma matriz quadrada tal que todos os seus autovalores tenham mo-
dulo menor que 1, entdo, iniciando por um vetor-coluna qualquer X, a se-
qiiéncia de vetores-coluna obtida pela férmula

X,+1 =MX, + N
tem como limite um vetor-coluna X que é solugdo do sistema X = MX + N.
Dizemos, neste caso, que a seqiiéncia converge para uma solugio do sistema.

Prova: Temos
X, =MX, +N
X; = MX, + N = M(MX, + N) + N = M’X; + (I + M)N
X, = MX; + N=MM2X, + (I + M)N] + N=M’X, + (1 +M+ M*N
e, procedendo por indugdo, obtemos
X, =M"1X, + (I +M+ M+ +M'2)N,

Como M tem todos os autovalores com moédulo menor que 1, pelo coroldrio
13.2.5 e pelo teorema 13.2.4, temos
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lim (I+M+ ..+ MP-2) = (I - M)~!

H->oa

lim hi"Il gL 0.

H > oo

Portanto, lim X, =lim [M"!'X, + 1+M+ .. + M""2)N] =
n>oo n+o0
= (I -MIN.
Concluimos, entdo, que lim X, existe ¢ chamemos
n+o0

=(-M'N=lim X,.
H -+ oo
Tomemos agora o limite quando n —» e dos dois membros da igualdade X+
= MX, + N. Temos lim X, ., =lim (MX,, + N} =M . lim X, + N, ou
n >0 n+oo

I >00

seja, X = MX + N e, portanto, X = lim X, é solugdo do sistema.

n-roQ

O teorema que acabamos de ver € tipico dos tcoremas que aparecem em
processos iterativos. Ele fornece um processo de construgio mecinica de uma
seqliéncia que, sob certas condigdes, aproxima-se da solugdo do problema. Nio
¢ vantajoso aplicar manualmente estes processos, mas estes parecem bastante
razodveis quando se dispde de uma calculadora automdtica programavel.

Entretanto, este teorema apresenta uma limitagfo muito séria na prdtica.
Como verificar concretamente se uma dada matriz (geralmente de ordem alta)
tem autovalores com mdédulo menor que 1? Calcular os autovalores seria uma
resposta Gbvia, mas nfo temos meios prdticos e rdpidos de fazer isto com ma-
trizes de ordem alta {a ndo ser, talvez, por outros processos numéricos iterati-
vos). Vamos ver, entdo, s¢ conseguimos dar uma resposta bem simples e rdpi-
da, apenas examinando os elementos da matriz. Para isto definimos:

13.3.2 Definigdo: Seja A = [ay7], x; uma matriz. Chamamos de norma da
matriz A e denotamos por [JAj|, o nimero ndo negativo
5

1Al = mdx fayl
1<i<r Zl 4
]:

2 -1
A= [8 0},

entdo AN = max {121+ |-14, 181+ 0]} = méx {3, 8} =

Exemplo: Se

O caso particular da defini¢do anterior em que a matriz € um vetor-coluna
n x 1 € muito importante e por isso vamos repetir a defini¢do neste caso parti-
cular, dando um nome especial.
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13.3.3 Definigo: Seja

um vetor-coluna. Chamamos de rorma do mdxime do vetor-coluna X ao nume-
IO
IXI = mdx {lx ], Ixal, .y 1x, 1}

Observagdo: No Capitulo 8, ao lidarmos com espagos vetoriais munidos
de um produto interno ¢, ), demos o nome de norma de um vetor v ao nime-
ro livli = {v, ¥). A nocdo que estamos apresentando aqui ndo provém de um
produto interno, mas continua recebendo o nome de norma porque possui va-
rias propriedades em comum com o conceito introduzido no Capitulo 8.
Vejamos algumas propriedades.

(n)
13.3.4 Teorema: Consideremos uma seqiiéncia de matrizes A, = [a ]

e uma matriz A = [a;7], »¢, tais que Llr‘:lw I'A, - All = 0. Entdo };I_Pm (A, - A) =0,

FXs
ou seja, lim A, = A.
ner oe

Prova: Temos lim  [[A,, - AII = lim méx { Z Ia(") -ail) =0

ne- oo nroc 15Ky
Entio para todo i = I, ..., 7, temos
M
n
lim |a( ) ~ayl =0
n+oo
i=1
Mas, se a soma de termos positivos tende a zero, cada uma das parcelas); também
tende a zero. Logo, para todoi=1, .., rej=1, .. 5 temos lim |a,] - a,]i 0,

>0

ou seja, lim (ag?) -a;) = 0. Assim, lnim (A, - A) = 0.
H+oo -0

13.3.5 Teorema: Sejam A e B duas matrizes de mesma ordem e X um
nimero.
/) Al = O se, e somente se A =0
i} A + Bl < Al + lBIl
iy 1AL = Il HAL
Prova: Faga como exercicio. Ao provar {ii) lembre que se g ¢ b sdo nameros,

entdo la + bl < lal + 1Bl Bibliotece
Ciencia & T
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Observe que as propriedades do teorema anterior sdo trés das proprieda-
des da norma definida no Capitulo 8. A norma definida aqui, embora nio pro-
venha de um produto interno, tem também essas propriedades. '

Vamos precisar, ainda, de mais uma propriedade desta norma para de-
monstrar os resultados seguintes.

13.3.6 Teorema: Se A = [azl,x; e B = [bgils =, sdo duas matrizes,
entio {|A - Bl < (IAll « 1iBIL

M
Prova: Temos A - B = [ij]r =t onde Cij = z aikbkj
k=1

t t 5
Entio [lA . B!l = mdx Z ley| = mdx Z Z apby ) <

I<i<r I\I\r

< max [ Zr: ( i |agc| |b}q|)]=

1<i<
<isr b o]
s t
ax | a;! thy: 1) <
< ( Z ik Z W<
k=1 i1
$ :
<mdx | lagg | (mdx oD =
TI<i<, kz—‘i : 1<k =g ;ZI: /

t
= (mdx lag1) » (mdx lByil) =
(1<:<r kz_:l ik ) (1<k<s ]Z;' H')

= llAll - 1IBII

Uma situagdo particular desta proposigdo € quando B é um vetor-coluna X.

Temos entgo A « XIi < (ANl - iIXIl. Vamos ver agora qual ¢ a ligagdo que
existe entre a norma de uma matriz ¢ seus autovalores.

13.3.7 Teorema: S¢ A é uma matriz quadrada tal que 1A}l < 1, entio
todos os seus autovalores tém moédulo menor que 1.

Prova: Pelo teorema 13.3.6, temos 1A%l = 1A - All < AN . Al < JIAIR
e, indutivamente, ||A¥Il < IAIF. Como I1All < 1, temos
0 < lim HAKI < < lim 1Ak =0

> 00 ->oo
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ou seja, lkim A% = 0 e, portanto, pelo teorema 13.3.4 llm Al =0
»>00

k »c0
Usando, entdo, o teorema 13.2.3, vemos que os autovalores de A tém modulo
menor que 1.
Incluindo este dltimo resultado no teorema 13.3.1, obtemos o seguinte
teorema que fornece um critério para determinar se um sistema tem solucio
obtida através do processo iterativo.

13.3.8 Teorema: Se M = [bj], x, é uma matriz tal que [IMIl =
r
é <, Z Il < 1 e N é um vetor-coluna r x 1, entdo, qualquer que
J=1
seja o vetor-coluna inicial X, a seqiiéncia de vetores-coluna, dada pela férmula
iterativa X + - = M« X, + N, aproxima-se de um vetor-coluna X que é solugdo
do sistema linear X =M - X + N.

Como este ultimo resultado pode ser usado na prdtica? Como ji comen-
tamos, um sistema que normalmente aparece na forma A - X = B sempre pode
ser colocado (de vdrios modos) na forma X =M - X + N. A resolucio do teo-
rema anterior pelo processo iterativo, é vidvel, desde que esteja satisfeita deter-
minada condi¢Zo sobre M. Dependendo da maneira como colocamos o sistema
na forma X =M - X + N, esta condigdo (suficiente} sobre M vai se refletir de
maneira diferente sobre A

Por exemplo, na escolha sugerida, isto 6, M=1-A e N =B, se A =
= lajly xr, a condigao IIMII <1 ¢ a de que i1 - All = mdx {11 - aui+
+ lap i + .. + lag |} < 1. Isto significa em termos intuitivos que para esta es-
colha de M ¢ N o processo iterativo converge se a matriz de coeficientes A do
sistema for razoavelmente proxima da identidade.

Para conseguirmos convergéncia em outras situacBes, precisamos fazer
outras escolhas para M ¢ N. Nos meios computacionais, estas outras escolhas
para M e N sdo feitas seguindo o principio enunciado abaixo.

13.3.9 Principio: Dado o sistema A - X = B, escrevemos A = P - Q,
onde P € uma matriz inversivel. Entdo

A-X=(P-Q)X=P.X-Q-X=B8B
ou P.X=Q-X+B

ou ainda X = (P'Q)X + P'B.
EntioM =P'Q e N = P'B.

Este principio pode ser ilustrado, desenvolvendo um processo que denominamos
Método de Jacobi.
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13.4 METODO DE JACOBI

'S8} iy

Se A= 1" | comap#0,i=1,..,r,
api aQry

podemos escrever

ayy 0 0 a, dir
32 a3 dar

A= + .
0 rr . dn 0

. -
0 Grr 0 Irr

0 a3 ... -y,
a1 0 -7 0 ~dyy
P = e Q =
0 ayy -4y -ap .. O

Com esta escolha o processo iterativo obtido é chamado método de Jacobi.
Neste caso

0 ~dy2 -ay, )
ay ayy
= 0 —dar
= dn
M= 22
—dp ~dp 0
Arr Gy ]

A condigdo IMil < 1 para a convergéncia do processo iterativo € entdo que
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I PR il g P
an an

—dn + 4 | < 1
22 dzz

=dr + + =y, r-1 < 1
Grr ayy

ou seja, la'zl * |a13| Tt Ia“'| < ,a“|

|a,,1 | + |a,2| + .+ Ia""“f < !a,,,|

Em outras palavras, no Método de Jacobi, a condigio de convergéncia do pro-
cesso € a de que cada elemento da diagonal seja, em modulo, maior que a so-
ma dos moédulos dos elementos que estejam na mesma linha.

13.5 PROCESSO DE GAUSS-SEIDEL

Um outro processo muito usado na prdtica ¢ o chamado processo de Gauss-
-Seidel. Considerando uma matriz A = [ﬂij]r w, com diagonal sem zeros
{a;; £ 0,i =1, .., r), escrevemos

an 0 ’-0 dya diy

dzy dp 00 . Qap
A = +

ap drs Apy 60 w0

em seguida tomamos
-
ap 0 Oap .. ay
a1 4z 0 @zr
P= e Q= .

apy Gy . dpp L 0 ¢

Note que P & inversivel, pois os elementos da diagonal sio ndo nulos e ela é
triangular inferior. Neste processo é um pouco mais dificil escrever M e N, mas
vocé deve tentar, Como vocé poderd verificar também, a condigdo |IMIl < 1 ¢é
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muito mais complicada de se expressar em termos da matriz A. Costuma-se,
assim, trabalhar com uma outra condigdo suficiente (critério de Sassenfield).

n
Mas vocé pode verificar que a condigdo jay| > Z layl para § = 1,2, .., n
j=1
JFi
estabelecida no método de Jacobi também ¢ uma condigdo suficiente para a
convergéncia no processo de Gauss-Seidel. Vocé encontrard a prova destes cri-
térios, bern como um grande numero de exemplos, na bibliografia citada no
final do Capitulo.
O método de Gauss-Seidel costuma ser muito vantajoso nos casos onde a
matriz ¢ de ordem elevada ¢ hd poucos ¢lementos diferentes de zero.

13.6 ESTIMATIVA DE ERRO

Dado um processo iterativo Xp+, = MX, + N com [IMIl < 1, sabemos que o
processo converge, isto €, a seqiiéncia {X, }nen aproximase de um vetor-colu-
na X que ¢ solugio da equa¢do X = MX + N.

Resta, entretanto, um problema pritico: uma vez que nio conhecemos 4
priori a solugdo X (na verdade € isto que queremos achar) como saberemos
quando os X, estdo suficientemente préximos de X7 Intuitivamente a resposta
é: calculamos os termos X,, X,;+1, €tc. € em cada passo comparamos o valor
obtido com o anterior, isto é, X,+; com X,. Quando X, ., estiver proximo
de X,, é porque provavelmente os termos nao se alteram muito a cada passo e
podemos dizer que X, +, estd proximo de X.

Esta resposta intuitiva apresenta problemas sérios. Primeiro, o que signifi-
ca exatamente a palavra proximo? Como podemos medir isso de forma que
uma calculadora automdtica possa nos responder quando estamos “proximos”™?
Segundo, como podemos justificar a nossa intuiggo? Terceiro, na pritica pre-
cisamos saber exatamente qual é o erro cometido a0 pararmos O Processo ite-
rativo num determinado passo, e nio apenas saber que estamos proximos.

Quanto ao primeiro problema, podemos soluciond-lo utilizando a nogdo
de norma. Por exemplo, se

xgn) x(lnH)
X, = : e Xp+1 =

x'i_n) x}_n-+ 1)

entio 11X+, - X,li = max {1xf™? - x{™, ., 1xf - <1} e, portanto,
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se a norma da diferenga de X+, - X, for pequena, os elementos correspon-
dentes dos vetores-coluna estio proximos.

Os dois outros problemas serfio resolvidos de uma forma conjunta. Quere-
mos saber qual o erro cometido ao pararmos o processo iterativo num certo
passo. Vamos calcular, entdo, [1X,+, - XII, onde X ¢ a solugdo do problema
X = MX + N. Para isto, sabemos que X+, =M + X, +NeX=M- X+N.
Subtraindo termo a termo obtemos

Xp+1 -X=M-X, -M. X
Subtraindo M - X;+,, dos dois membros da ultima igualdade obtemos
Xot1 - X-M: - X4y =M - X, -M-X-M. X,+;
ou xn+1 -X-M. an +M - X=M. X,, -M. xfl"’l
ou ainda (I - M) (X,,.H - X) = M(X" - x,,+1).
Com a hipétese IM} < 1 (para o processo convergir), aplicando o mesmo r1a-
ciocinio que em 13.2.5, vemos que I - M ¢ inversivel e que
DI-M7T =1T+M+M +..
Entio X,+; - X = (I -M)"' + M(X,; - X;+1)
Tomando as normas dos dois membros e lembrando 13.3.6, chegamos a
BY 1Xpaq - X< I =ML IIMI - 11X, = Xps o
Usando 13.3.5 (i) e 13.3.6 em (a), obtemos

1

ML -M) "=+ M+ M+ <+ IIMIL+ IIMIP + . = ——
1 - liMll

Colocando esta expressio em (), temos o teorema seguinte,

13.6.1 Teorema: Consideremos o processe iterativo X, 4+, = MX, + N
com |IMIi << 1. Entdo a seqiénecia {X,},cn converge para a solugio X do
problema X = MX + N, de tal modo que

[IMIi
X, ey - X —— 11Xy 41 - Xl
1 -[IM
Assim, o teorema justifica o nosso procedimento intujtivo ¢ nos dd um
meio dé calcular o erro cometido ao pararmos o processo em um determinado
passo. Por exemplo, se quisermos achar X com uma precisio de £, deveremos,

a partir de um X, qualquer, seguir o processo iterativo até que

Ml
“Xn+1 - Xl L ﬁm Hxn+1 - xn“ < E,
isto é, até que a norma da diferenga de um termo c¢om o seguinte,
X, +1 - X, I, seja menor que f(ll—MlllMII)
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13.7 EXERCICIOS

2 01 1
1. S¢ja A= (3 4 0
0 1 8

a) Calcule 1Al
b} Ao resolvermos o sistema

x 3
Ay =1]0
z I,
podemos garantir que o processo iterativo dado por X,, = MX + N onde

3
0] converge para uma solugdo do sistermna?
1

M=I—AeN=

2. 8¢ M ¢ uma matriz quadrada tal que IIMIl < I, sabemos que seus autovalo-
res tém modulo menor que 1. A reciproca € verdadeira? Isto ¢, se os auto-
valores tém modulo menor que 1, entdo necessariamente [IMIl < 17

3. O sistema linear

-Sx +2y+ z =2
x+iy+ z=2
x+ y-35z=2

pode ser resolvido pelo Método de Jacobi? Se puder, calcule X5 a partir de

0
1.
0

4. Resolva o sistema linear

6bx + 2y - 3z = 5
-x + 8 + 3z=-10
x+dy + 12z 12

peio (@) Método de Jacobi (b) Método de Gauss-Seidel, a partir de

3
Xy = | 1], isto ¢, ache X, e faga uma estimativa do erro l|X, - XIl|, onde
1

X ¢ a solugdo correta do problema. O que vocé pode dizer sobre as veloci-
dades de convergéncia dos dois métodos?

5. Prove o tecrema 13.3.5,
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13.7.1 Respostas

1. a) 1Al =9
b) Nio podemos garantir pois {IMIl > 1.
2 63
32 32
q i = i IMIl = 1011875 ¢
2. Nio vale pois M 677 10 ¢ uma matriz com [IM ,0
32 V32

no entanto seus autovalores sio 0,875 e 0,125 aproximadamente.

3. Pode, pois 0 modulo de cada elemento da diagonal é maior que a soma dos

modulos dos outros elementos que estdo na mesma linha.

4. a) 191

96

X, = ‘1—6‘% e 11X, - XII <185

21
16

b) 2317
152

-13829 ¥l <
Saic | € lIXe - XN <0151

12281
9216

O processo de Gauss-Seidel converge mais rapidamente que o de Jacobi.

X4=
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CONJUNTOS CONVEXOS E
PROGRAMACAO LINEAR

14.1 INTRODUGAO

Um problema de otimizagdo envolve maximizar ou minimizar uma fungdo restrita
a certas condi¢Bes. Estamos sempre interessados em minimizar custos, maximizar
lucro, rendimento etc. A programagao linear é uma técnica que permite a resolugao
destes problemas no caso especifico em que as fungdes a serem analisadas sdo
fungdes afins (lineares mais constante) e as restrigdes sao dadas por desigualdades
lineares (regides poliedrais convexas).

Neste capitulo, introduziremos os conjuntos CORVEXos e analisaremos os
m4ximos e minimos que as fungdes afins assumem nestes conjuntos, traduziremos
problemas concretos para esta linguagem e procuraremos resolvé-los. Isto serd feito
de uma maneira mais conceitual ¢ geométrica nas segoes 14.2 e 14.3, e de uma
maneira algoritmica e programdvel na se¢do 14.5, escrita pelo professor Antonio
Carlos Moretti, que vem trabalhando em muitos problemas nesta drea e que nos deu
valiosas sugestdes para esta nova versdo.

Os resultados de conjuntos convexos ¢ programagao linear comecaram a ser
organizados no final do século passado e inicio deste século, a partir de trabalhos de
matemdticos como H. Minkowski, A. Haar, H. Weyl. A partir dos anos 40 tivernos
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um rdpido desenvolvimento dessa drea, principalmente no que se refere ao
desenvolvimento de algoritmos que permitiram programar € resolver inimeros
problemas aplicados envolvendo muitas varidveis.

A grande difusdo da programago linear nos Gitimos anos deve-se ao fato de
que, embora ela trate de um problema especifico, ela é uma técnica simples e
muitos problemas do cotidiano podem ser formulados segundo esta linguagem.

14.2 CONJUNTOS CONVEXOS

As nogdes que introduziremos a seguir visam uma caracterizacio de regides
convexas especiais. O conceito de variedade linear de um espago vetorial € algo que
abrange seus subespacos ¢ as translagdes destes.

14.2.1 Definigdo: Um subconjunto 4 de um espago vetorial ¥ € uma
variedade linear de V se existe um subespago W de Ve um vetor vo de V, tal que:

A=1vEV,v=vp+twparawE W}

Usaremos a notacdo A = vy + W para indicar a variedade linear. Observe
que se ¥o # 0, entdo A ndo é um subespago. Por dimensdo de A, denotada
dim A, entendemos a dimensio de W

14.2.2 Exemplos

Exemplo 1. Um exemplo de uma variedade linear de dimensdo 1 no R?
¢ uma reta (que passe ou ndo pela origem), como indica a Figura 14.2.1.

W
~a - v vE A
™~ -
- -
- -~
s - -
m -7 T
-~
wE 7 \
T
a
e
T
e
Figura 14.2.1 Biblioteca de |

Ciéncia & Jecnoi

&
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Um pento do plano é uma variedade linear de dimensdo zero.

Exemplo 2: Todo subespago &, em particular, uma variedade linear
(vg = 0).

Exemplo 3: Como ji vimos (Exemplo 9 de 4.3.2) o conjunto-solucdo de

?.x+4y+ z =1
x + y+2z=1
x+3y- z=0

ndo é um subespago vetorial de M(3, 1). Resolvendo o sistema vemos que 08
vetores-solugdo sdo da forma:

3 ]
X 2 2
() L y|l=|-1]tA 3|, para VAER
z 2 2
0 1
Note, ainda, que os vetores do tipo
-7
2
A3
2
1

sendo solugdo do sistema homogéneo associado (Exercicios 20 e 22 da seccdo
2.6), formam um subespago, W, de M(3, 1), de dimensao 1. Portanto, o con-
junto dos vetores-solugao do nosso sistema, descrito em (*), é uma variedade
linear de dimensdo 1.

+ W

T
ti
o Nl.‘—- ™

Exemplo 4: De modo geral: se um sistema de equagOes lineares é compa-
tivel (isto ¢, admite solugao) seu conjunto-solugao é uma variedade linear de
dimensdo igual ao grau de liberdade do sistema. {Verifique isto! Compare com
o Exercicio 21 da secgdo 2.6.)

No caso particular do Exemplo 4 acima em que temos apenas uma equagdo
Jinear, a variedade linear determinada por esta equagio serd chamada hiperplano.
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Por exemplo, em R* (observe que estamos identificando M(3, 1) com R*), o hi-
perplano determinado pela equagdo 2x + 3y + 3z -2 =0 é o plano

2

Figura 14.2.2
No caso de R?, um hiperplano é uma reta (faga um exemplo).

Um hiperplano divide o espago vetorial em 2 semi-espagos. For exemplo,
a0 considerarmos o hiperplano em R* descrito por
x+ 3y +3:2-2=0

terfamos o espago dividido em wois semi-espagos que sao os pontos {x, ¥, z} que
satisfazemn 2x + 3y + 3z - 2= 0 ou 2x + 3y + 3z - 2 < 0, respectivamente.
Na figura

Figura 14.2.3

a regido hachureada representa o semi-espago 2x + 3y + 3z - 2 < 0.

Se considerarmos, agora, o hiperplano x + ¥ - 1 = 0 no R? {que ¢ uma
reta no plano), qual ¢ o semi-espago descrito por x +¥ - 1 = 07 (Note que
como aqui o espago vetorial é o R*, o semi-espago serd dado geometricamente
por um semi-plano). Para resolvermos este problema, uma vez tragado o hiper-
plano (no caso areta) x + y - 1 = 0, escolhemos um ponto de R?, por exem-
plo a origem (0, 0) e verificamos se ele satisfaz ou njo a desigualdade. Neste
caso, como parax =0, y = 0, x +» - 1 = -1 <N o ponto (0, 0) ndc estd
no semi-espago procurado; este serd aquele que ndo contém a origem.
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%L‘//’
to, 1)

O
2
(0. 0) (1, 0'%////,,,_

Xx+y-1=0

Figura 14.2.4

Usa-se, ainda, aistinguir entre semi-espaco fechado (o que contém o hi-
perplano) e semti-espago aberto (0 que nio contém o hiperplano). No dltimo
exemplo, o semi-espago aberto, descrito por x + y - | > 0, serd o semi-plano
assinalado, excluindo-se a retax + y - 1 = Q.

Para hiperplanos definidos por uma equago de mais do que trés varidveis
nao leremos uma visio geométrica dos semi-espagos vetonais como nos exem-
plos anteriores, mas estes conceitos sio abordados da mesma maneira:

Hiperplano H = (x;, . .x )ER";a\x, + .. +a,x, = b

¢ uma variedade afim de dimensao n — 1 que divide o R” em dois subespagos
fechados:

H* = (x;, ., x)ER";ayx, + .. +a,x,2b ¢
<b

- n
H™ = (x, .. x;)€ER";a;x, + .. +a,x,

14.2.3 Vamos agora apresentar um problema que nos guiard nos itens a
seguir. Suponhamos que um agricultor queira adubar a sua plantagdo e dispo-
nha de dois tipos de adubo. O primeiro contém 3 g de fésforo, 1 g de nitrogé-
nio e 8 g de potdssio, e custa 10 w.c.p. por quilograma. O segundo tipo contém
2 g de fosforo, 3 g de nitrogénio ¢ 2 g de potdssio, e custa 8 u.c.p. por
quilograina. Sabemos que um quilograma de adubo dd para 10m? de terra, e
que © solo em que estdo suas plantagdes necessita de pelo menos 3 g de fosfo-
ro, 1.5 g de nitrogénio e 4 g de potdssio a cada 10 m*. Quanto o agricultor de-
ve comprar de cada adubo, para cada 10 m? de terra, de modo a conseguir ter
0 minimo custo?
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i ! ] Necessidades
Tipo A Tipo B minimas de adubo
Fasforo 3 2 3
Nitrogénio 1 3 15
Potdssio 8 ) 4

Custo 10 u.c.p.|Custo B uc.p.

Chamemos de x a quantidade em kg de adubo do primeiro tipo e y a do
segundo tipo. Evidentemente, x e ¥ ndo podem assumir qualquer valor, pois de-
vemos ter x = 0 e y 2 0 e, além disso. x kg do primeiro adubo fornece 3x g
de fosforo, enquanto que 3 kg do segundo tipo fornece 2y.g de fasforo. Entdo,
se usarmos x kg do primeiro e y kg do segundo. estaremos adicionando 3x + 2y
gramas e, pela exigéncia minima do solo, devenios ter 3x + 2y > 3.

Analogamente, para o nitrogénio e o potdssio deveremosterx+3y=15¢
8x + 2y = 4. Entdo os valores x e y devem satisfazer simultaneamente:

) x>0 yz20 3x+2p23 x+3h =15 8x+2y=4.

Colocando num grafico as quantidades x (como abscissa) e 3 {como ordenada),
como mostra a Figura 14.2.5 observamos que estas restri¢oes nos conduzem a:

’
\a

N =

y

>3xt2y-3-0

r| =

/

8x+2y-4=0 Figura 14.2.5

Biblicteca de g‘\
Ciégcia_&'l_'e_cnal hgha



356 ALGEBRA LINEAR

Isto €, para que os valores x ¢ y satisfagam simultaneamente todas as desigual-
dades. o ponto (x, ¥) deve estar na regido hachureada A, Note que esta regido 4
€ dada por uma intersecgdo de semi-espagos fechados do R2.

Além disso, queremos que o custo dado pela fungido

f(x, y)=10x + 8y

seja minimo, isto €, estamos procurando na regido hachureada qual ¢ o ponto
(x, ») no qual f(x, y) tem 0 menor valor.

Para resolver este problema devemos, entdo, estudar um pouco mais as
propriedades dos conjuntos do tipo de A e das fungdes do tipo f(x, v). Para
isto precisamos das defini¢Ses dadas a seguir.

14.2.4 Definigdo: Sejam A e B dois pontos do R”. O segmento de extre-
mos A e B é o conjunto AB de pontos R”, dado por:

AB= {(1-nNA+1B;, 0<r<1}

Esta definigdo corresponde exatamente 3 nossa intui¢do de segmento em
dimensdo dois e trés.

Observe que no segmento AB o ponto que corresponde a = 0 é o pon-
to A, o ponto que corresponde a £ = | é B e, a qualquer ponto P do segmen-
to, existe £, E R tal que 0 < ¢, £ 1eP=(l - 1,)A + 1,B. Tomemos, por
exemplo, A = (1, 2) ¢ B = (3, -1) em R%. Dado o ponto P = (%, 0) sobre o
segmento, podemos escrever (%, 0)=1(1 - %)(1, 2) + %(3, -1), ou seja,
existe £ = 2 (0 <1 < 1), tal que P = (1 - A + 1B. Por outro lado, se to-

mamos £y, tal que 0 <¢; < 1, por exemplo 1, = %, e fazemos

P, =(1 -1t,3A+ 5B = (2, -1), verificamos facilmente que P, estd sobre o seg.
mento AB.

Figura 14.2.6

-1

14.2.5 Defini¢do: Um subconjunto § do R” é chamado convexo se para
quaisquer dois pontos A e B de § o segmento AB estd inteiramente contido
em S.

Exemplo
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\

{e)

Figura 14.2.7

& convexo
ndo é convexo
(a) {b)
A |

4 convexo #’I P /‘

nao & convexo
{c} ()
L3
4 |

solido & convaxo

(f)
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14.2.6 Teorema: Um semi-espago fechado ¢ convexo.

Prowa: Mostremos isso no caso de R?. (O caso geral ¢ feito, usando o mesmo
argumento.) No caso de R?, um semi-espago fechado é constituido por pontos
(x, ¥), que satisfazem uma expressdo do tipo ax + by + ¢ < 0.

Precisamos mostrar que se tomarmos dois pontos quaisquer do semi-espago, 0
segmento que une estes pontos estd contido no semi-espago. Sejam A = (xq, ¥p)
e B = (x,, y,) dois pontos quaisquer do semi-espago, e seja P um ponto qual-
quer de AB. Existe, entdo, ¢, € R, com 0 < ¢, < 1, tal que

P = (1 - 4)(x0 yo) + 11{x1, )
(L -1y)xg +19xy, (1-2,)yo + 1))
¢ temos que verificar se:

(*) a[(Q-typxo + 13,1+ B[(1-21,p + 110 ] + ¢ <0,
que ¢ a condigdo para P estar no semi-espago. Mas

al(l - t))xg + tyx) ]+ BI(1 - t))pe + iyl + € =
= (1 - t)axg + tyax, + (1 - 1)bye + 110y, + (1-13)c + ty¢
= (1 ~ t;)laxy + byg + c] + t[ax, + by, + c],

e como axg t byg + c <0 eax; + by, + ¢ < 0 (pois A e B estdo no semi-
-espago) e 1 - £, 2 0 e f) 2 O (pois 0 < r, < 1), a relagio () é satisfeita.
Assim, como P esti no serni-espago ¢ P era um ponto arbitrdrio de AB, entdo
o segmento AB estd inteiramente contido no semi-espago e, portanto, este €
convexo.

14.2.7 Teorema: A intersecgdo de conjuntos convexos € um conjunto
convexo.

Prova: Sejam §, e §; dois conjuntos convexos. Precisamos mostrar que se A e
B sio dois pontos quaisquer de S, N §,, entio AB C §, N S,. _

Mas se A, BE S, NS, entdo A, B € 5, e como §; é convexo, AB € §,.
Analogamente, se A, B € 5, N §;, entdo A, B € 5, e como §; é convexo,
AB € §,. Como AB esta contido simultaneamente em S, e S;, entdo

AB € §; N §,. Portanto §; N §, é convexo.

14.2.8 Definigao: Uma regido poliedral convexa fechada em R™ ¢ uma
interseccio de uma quantidade finita de semi-espagos fechados do R”.

Devido aos dois teoremas anteriores, uma regido poliedral convexa é um
conjunto convexo.

14.2.9 Um conjunto A C R" ¢ dito limitado se existirem constantes

k,i=1, .., ntais que, se (x;, ..., x, } € 4 entdo X; le., i=1,...n

Fal
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14.2.10 Exemplos

FExemplo |-
[

“ regido convexa ndo limitada
do R%

N
-
——
-
-
~

Pl % convexa

{a) (b} \

regido convexa limitada
do R3

{c) {d]

Figura 14.2.8

Note que da maneira como foi definida uma regido poliedral convexa
fechada € sempre obtida por um sistema de desigualdades lineares {uma
desigualdade para cada semi-espago). Como exemplo veja (§) de 14.2.3
e Figura 14.2.5.

Numa regido poliedral convexa, procuramos pontos especiais — os vérrices.
Na regido poliedral convexa do exemplo 14.2.3, eles sdo os pontos

Py =(0.2).P, = (5, $),Ps=(%. & )eP, = (3.0). Note que estes pontos

sd0 dados por intersecgdo de duas das retas que definem os semi-espagos. Assim, por
exemplo, P, € dado pela solugdo do sistema
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|
o

3x+2y-3 =
8x +2y-4

I
o

Note, porém, que 0 ponto (0,2 ) que é solugdo do sistema

{3x+2y—-3 =90
x =0

ndo pertence A regido A.
Este comentdrio nos leva a:

14.2.11 Definigio: Dada uma regido poliedral convexa fechada do R" (de-
terminada por um sistema de inequag®es lineares), 08 vértices dessa Tegido sao
os pontos da regido que satisfazem um dos possiveis sistemas de n equagOes
lineares independentes, obtidas substituindo-se as desigualdades por igualdades.

Observagio: Depois de resolver um sisterna, a fim de verificar se 0
ponto estd na regido, testamos para ver se ele satisfaz todas as desigualdades.

14.2.12 Caracterizagdo Geométrica dos Vértices: Os vértices que aqui foram
definidos “algebricamente” s&0 08 pORIOS EXITEMOS da regido poliedral convexa R.
Com isto queremos dizer que eles 530 08 pontos da regido que ndo estao contidos no
“nterior” de nenhum segmento contido na regido. Mais formalmente: “P ¢ vértice
de R se, e somente se, P estd num segmento AB contido em Rentdo P = A
ou P = B”. Prove este fato! Sugestao: Se P € R" satisfaz uma igualdade
a,x, t..tayx, T b = 0 (hiperplano), entdo p+v ¢ p- v satisfazem
a desigualdade correspondente se, ¢ somente se, v satisfaz a igualdade
a,%; t .. +a,x, =0 (lembrese depois disto que a inica solugdo de um sistema
homogéneo de n-equagdes LI é o vetor nulo).

14.2.13 Exemplo 1: A regido A do problema 14.2.3 ¢ descrita pelas
desigualdades
x=0
y=0
3x+2y=3
x+3y=15
fx +2y =4

Ao substituirmos por igualdades e tomarmos 03 sistemas de duas equagdes
obtemos 10 = (§ ). Dentre estes, determinaremos os vértices, verificando quais
satisfazem o sistemna de inequagdes que definem a regido A. Neste caso, teremos
apenas os pontos Py, P2, P, e P, nestas condigoes. Verifique!

it pu R

g
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Exemplo 2: Considerem ia
: : 0s are i
elo e 5 Do hneamsr gido poliedral convexa fechada de R3, dada

x+ y+2z<3

y-z<2
x ~ 2y <1
x =0

Entdo os possiveis vérti 1
possivels vertices sio dados pelos sistemas de trés equagdes

x+ y+z=3
y-z=2
x -2y =1

= {3, 1, -1) (estd na regifo, pois satisfaz todas as me-
quagdes)

Yy -z=
x -2y =
X =

[l 8

-1 =5
= (0,5, 5 ) (estd na regido)

=
+
<
+
by
1]
(8]

1

x+yt+tz=3
. 5 1
y-z - 2 = (0, ER 7) (estd na regido)
=0, 3, 5 i
1 » 3 5 (estd na regido)

E a regido ¢

Figura 14.2.9
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Agora, estamos em condigdes de caracterizar problemas como o introduzido
em 14.2.3 e que podem ser resolvidos pela técnica especifica que € a programacao
linear.

14.3 INTRODUCAO A PROGRAMAGAOQ LINEAR (PL)

A programacao linear trata do problema especifico de:
Maximizar ou minimizar uma fungio do tipo
f(Xy, o Xp) =a1%; + .. tagx, th,
restrita a um subconjunto A poliedral convexo de RD,

(Note que f : R” — R é uma transformagdo afim, isto &,
fxy=L (x)+ b onde L & uma transformagdo linear, » ER.)

Na linguagem de programagao linear (PL), f'é chamada fungdo objetivo
(f.o.) e A é denominada regido factivel.

No exemplo da se¢do 14.2.3, f.o0. € dada por f{x, y) = 10x + 8y
e a regido factivel € a regido 4 descrita por:

x=0
y=0
3x+2y=3
x+3y=1,5
Sx+2y24

Nosso problema é minimizar f restritaa 4.

14.3.1 Método Geomsétrico

Vamos (finalmente!) resolver o problema proposto em 14.2.3. 0
procedimento que vamos seguir ¢ conhecido como método geométrico de

resolugdo em PL.
Vamos reescrever a f.o0. acima, utilizando produto interno do R?.

Fix, ¥)y= <(10,8),(x,») 3, ¢ =(10, 8) é denominado vetor gradiente
e X=(xp)

Observagdo 1: fé constante nas retas perpendiculares ao vetor ¢ = (10, 8).
De fato:
Uma reta perpendicular a ¢ pode ser escrita na forma paramétrica do
seguinte modo:
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~ \\ ‘10x+8y:72[7

10x +8y =0
Figura 14.3.10

(x, ¥) = (x*, y*) + A (-8, 10)
ousejax =x*+Ac?

onde x* = (x*, y*) ¢ o vetor deslocamento, que podemos tomar na diregao de c.

Portanto, f(x, y) =(e, X) = (¢, x* + Ael)=(c, x*= ¢ + x* cosae, neste
caso,cosa=1.

Observagdo 2. Da observagdo 1 vocé pode notar que f serd tdo menor quanto
menor for o deslocamento  x* | ou seja, f(x, ¥) assume seu minimo no ponto
{ou pontos} da regido factivel que estiver na reta perpendicular a ¢ , mais proximo
da origem. Em nosso problema, o ponto é (=, —) =P, que é um vértice da
regido factivel. T

14.3.2 Exemplo: Uma fabrica produz dois tipos de geradores, tipo A e tipeo B
e cada um deles deve passar por duas méquinas, C e D. Para fazer um gerador
do tipo A, a mdquina C deve trabalhar 2 horas e a miquina D deve trabalhar
4 horas. Para fazer uma unidade do tipo B, as mdquinas C e D devem trabalhar
respectivamente, 4 e 2 horas. As mdquinas podem trabalhar 24 horas por dia.
Sabe-se que a fabrica tem um lucro de 3.000 u.c.p. por um gerador do tipo A
e um lucro de 5.000 u.c.p. por um do tipo B. Além disso, ela vende toda
a sua produgdo. Sendo assim perguntamos: quantos geradores de cada tipo a
fabrica deve produzir, para que seu lucro seja méximo?

2
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, Vamos considerar todos os tipos possiveis de regides poliedrais convexas no
R* e pesquisar os mdximos ¢ minimos de uma fungdo f(x, y) =ax + by + .
Na Figura 14.3.12 tomamos 2 =1 ¢ b= 2.

Chamemos x a quantidade do tipo A e y a do tipo B, ¢ observemos as
restrigdes sobre x e y. Se sdo fabricados x geradores do tipo A, o tempo gasto
pela mdquina C é 2x, e se s3o fabricados y geradores do tipo B, o tempo gas-
to pela miquina C é 4y, ou seja, o tempo total usado pela miquina C ¢é
2x + 4y, que deve ser menor que 24 horas. Analogamente, t¢mos uma restri-

{a) Regides ilimitadas sem vértices

¢do para a mdquina D. Devemos ter, entio:
xz0 f
y =0 ~ Ry ~ Rz
~
2x + 4y < 24 RN 9
dx + 2y = 24 ~ N ~ ~
o : . e - ™~ ~ ™ ~
que nos fornece a regifo mostrada na Figura 14.3.11, cujos vértices sao (0, 0), ~ r o~
x T ; _ ~N/ S ~ ~
(6, 0), (4, 4) e (0, 6). A fungio que queremos maximizar é a fungdo lucro. ~ ~ ~. N ~
~ ™~ ~ ~ ~
Ly B >
\\ ~. ~ - ~
Y ~ ~ ~ ~
\ ~ ~
| ™~ ~
\\\ ~ ~
N 4x + 2y =24
Ve
(b} Regides ilimitadas com vértices
R4
S
I
- —
S~
Figura 14.3.11 A
T~
~%
f(x, ¥) = 3000x + 5000y ~o/ -
~ -~ ~ /8 "~ __
Use o método geométrico descrito no exemplo anterior para determinar ~ ~
o méximo de f, observando que, para obter o méximo, vocé deve *‘caminhar” na ~
S~

regido por retas perpendiculares ao vetor gradiente da f.0. € no mesmo sentido dele.

14.3.3 Tipos de Solugdo

Baseado no método geométrico que descrevemos na se¢do anterior, jd se pode
intuir vérios tipos de solugdo de problemas de programacdo linear de duas varidveis.
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{c) Regido limitada {portanto, com pelo menos trés vértices)

~
~ ™~ .
I~ S
N I
~ ~
~ ~
\B\ R ™~ ~
T~ =~ 5 ~ —
~ ~_
. N ~ ~ ~
S ~ . ~
T e ~
~ -
~ A
~< >
\\
e
{d} Casos degenerados N
Ag
‘\.:&
R -
A
~t ~ e ~
. ~l. ~ -
-
s - ~ ~. \\ ~ -
\ T - \ \\<R7
~
~
~ N
Ireta) ~ {semi-reta)
S
~
\N
~_ A=A
\\ S
\
T~ ™~ ~
~ -
"'-..\ ~ -
8 ™ = ~_
L\ - ~ -
S {ponto)

{segmento) Figura 14.3.12
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Podemos observar portanto que a fun¢io
f(x,y)=x+2y+c naregido
R, assume minimo em toda reta (“fronteira™ de R ) e ndo assume médximo.
R, ndo assume mdximo nem minimo.
R; nio assume mdximo nem minimo.
R4 assume minimo nos vértices A e B, portanto assume minimo em todo
segmento AB, e ndo assume maximo.
R assume minimo no vértice A e mdximo no vértice C.
R ndo assume mdximo nem minimo.
R assume mdximo no vértice 4 e ndo assume minimo.
Ry assume minimo no vértice B ¢ mdximo no vértice 4.
Ry tem o valor mdximo igual ac valor minimo e igual a f(4).

Exercicio: a) Descreva, através de inequagdes, as regides R;, R4, ..., Ry
acima.

b) Faga um estudo semelhante ao que foi feito acima para determinar
os maximos e minimos de f(x, ¥) = - 2x + ¥ + ¢ nasregides R, R,, ..., R,.

14.3.4 Resolugdo do Problema para n-varidveis

Podemos estender o método geométrico descrito no Exemplo 14.3.1 para
problemas de PL em geral. Teremos entdo para f(x,, ... X, ) =a,;x; + ... +
t+a,x, + b ovetor gradiente ¢ = (a4, 44, ..., a,)e R". Em termos de produto
interno temos f(x) =&, ¢} + b, x =(x,, ..., x,). A fungio objetivo serd, portanto,
constante nos hiperplanos perpendiculares a c. (Para as nog¢des de perpendicularismo e
co-seno do ingulo entre vetores do R”, consulte, se necessdrio, o Capitulo 8.)

No caso de problema envolvendo trés variaveis ainda € possivel visualizar
geometricamente. Os pontos de minimo ou maximo da f.o. serdo procurados
varrendo-se a regido factivel por planos perpendiculares ao vetor gradiente
c=1{a,,a, a3)€ R>.

Exercicio. Para fixar melhor este procedimento, considere a fungio
fix,y,2)=4-x-2y + z Determine o valor mdximo e o valor minimo que
J assume na regido descrita no Exemplo 2 de 14.2.13. Observe os pontos onde
isto ocorre.

Fica dificil, trabalhar na pritica com este procedimento geométrico para
quatro ou mais varidveis. Mas esta nogio de procurar mdximos e minimos da fungio
objetivo por uma varredura de hiperplanos perpendiculares ao gradiente nos
permite intuir dois fatos cruciais na programacdo linear.
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i} A funcdo objetivo assume necessariamente um valor mdximo e um valor minimo
quando a regido poliedral convexa (factivel) for limitada.

ii} Os vértices desempenham um papel fundamental na procura de mdximos € minimos
para a fungao objetivo.

Volte aos exemplos anteriores de PL, tente observar o porqué deste fato.
Na préxima se¢do vamos formalizar esta ultima observagdo, estabelecendo o
resultade que é fundamental na resolugdo de problemas de PL.

14.3.5 Teorema Fundamental da Programacdo Linear

O primeiro resultado nos diz que os valores extremos de uma fungio afim
sdo assumidos nos pontos extremos dos segmentos.

Lema I:Sejaf(xy, .., x,) =ayX; +ayX, ¥ ... ta,x, +b esejaPum ponto
interior a um segmento AB do R”isto é, P=AA +(1-X) B,0<A <.
Entdo teremos f (A) < f(P) < f(B) ou fF(B)<f () F(A)

Prova:ComoP =1 A+ (1 -2} Be f ¢ uma transformagdo afim,
FY=L @M b, onde L (x}=1L (xy, ..., x,)=a,x, +a,x; + .. +a,x, ¢ linear,
FE=L@P)+b=LQAA+(1-)BY+b=AL(A+(1-NL(B+b

Suponha f(A)<f(B) = L(AY<L(B)
Comof(P)=MAL(AY+(] - X)L (B)+b& temos
AL (AY+H(1- NL(A)+b<FP)SAL (BY+ (1-2) L (B)+h.

L(A+b<fP)SL(B)+b
Portanto:
FA<FEP)<f(B)
Da mesma forma, se tivermos f (B) < f(A) mostramos que f(B}y<f(P) < (A).

Uma conseqiiéncia deste resultado € o lema a seguir, que vocé poderd provar
como exercicio.

Lema 2:Sejaf(xy, ..., x,) =a;x; ta,x, + .. +a,x, +b. Sedentre os
valores que f assumir num segmento AB do R", o valor mdximo (minimo) for
assumido num ponto P interior deste segmento, entdo f serd constante em AB.

Analisando os enunciados dos lemas 1 e 2 ¢ a natureza de uma regido
poliedral convexa, estamos em condigdo de enunciar o principal resultado da PL.
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Teorema Fundamental da Programagdo Linear

Seja f(xy, ... x,)=ayx; +...+a,x, +b definida numa regido poliedral
convexa 4 do R". Suponha que f assuma um valor miximo (minimo) nesta
regido. Entdo, se A possui vértice (s}, este valor maximo (minimo) serd assumido
num vértice.

Prova: (Para regites A do R%.) Suponhamos que o valor maximo (minimo)
de f seja assumido num ponto P de 4.

Considerando todas as regides poliedrais convexas possiveis do R? (veja
14.3.3), podemos ter:

i) P éum vértice. (Neste caso o teorema jd estard provado.)

ii) P estd numa aresta. Do lema 2, f assumira este valor méximo (minimo)
em toda aresta. Como a regido A possui vértice(s) esta aresta conterd
um vértice v obrigatoriamente. (Por qué?) Portanto, (P} = f(v).

fii} P estd no interior de A. Neste caso, f serd constante em toda regido 4.
De fato:

Figura 14.4.12

Seja Q um outro ponto interior de A. Como A ¢ poliedral convexa, o
segmento QP estd contido em A ; além disso, como P € interior, podemos
considerar um prolongamento Q Q deste ainda contido em A, Do lema 2 segue
que f é constante em QQ' e, portanto, f(P) =f(Q).

Observagdo 1: A prova deste teorema para #-varidveis vai envolver um niimero maior
de possibilidades: o ponto inicial de mdximo {minimo) poderd estar

[) num vértice;
ii) numa aresta (solugdo de (n - 1) - equagdes). Neste caso, 0 miximo (minimo)

serd assumido em toda a aresta que € um subconjunto de dimensdo 1,

Biblicteca de
Ciéncia & Tacn(

D -
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iif) numa face (solugdo de (1 - 2) - equagdes). Neste caso, 0 maximo (minimo serd
assumido em toda a face que é um subconjunto de dimensdo 2,

ni) num ponto interior da regido A (que tem dimensdo n). Neste caso, a fungdo serd
constante em toda regido.

Pode-se mostrar que em todos estes casos, quando a regido tem vértices,
conseguimos um vértice v onde a fungdo assume seu maximo (minimo),

fO) = 1@).

Observacio 2: E este teorema que permite, nos casos em que, pela natureza da
fungdo, j4 sabemos que ela assume maximo (minimo) encontrd-lo apenas
determinando seus valores nos vértices da regido poliedral convexa.

Exemplo: No problema proposto na segio 14.2.3, temos
Fix,») =10x + 8y > Opoisx = 0ey = 0.
fé, portanto, limitada inferiormente, o que nos permite concluir que ela assumird
um minimo na regido que € fechada. Para encontrd-lo, bastard portanto calcular
o valor da fungiio nos vértices da regifo.

RegiGes Limitadas

Uma situagio onde, para qualquer fungdo objetivo, temos necessariamente
m4ximo e minimo acontece quando a regifo A for limitada. Para mostrar este fato,
vocé deve voltar para a solugdo geométrica dos problemas de PL (14.3). Note que,
ao varrermos o R” por hiperplanos perpendiculares ao vetor gradiente da f.o.,
sempre tocaremos a regido A uma primeira e uma ltima vez. Além disto, uma
regido poliedral convexa limitada claramente possui vértices (por qué?). Isto nos
permite reescrever o teorema fundamental PL para este caso.

Teorema: Seja f{(x,, X, ..., X,) =4, X, + ... *a,X, +b definida numa regido
poliedral convexa limitada A. Entdio f assume seus valores maximo e minimo nos
vértices de A.

Algoritmos para Resolver Problemas de PL

Vimos nesta se¢do que grande parte dos problemas de programacao linear se
resolve analisando-se apenas os valores da fung¢do objetivo nos vértices da regido
factivel. Tanto a determinagdo dos vértices (resolugdo de sistemas lineares) quanto
o cilculo da f.o. nestes s3o possiveis de algoritmos e de programagio para
calculadoras. microcomputadores e computadores. Na préxima se¢do introduziremos
um destes métodos, conhecido por mérodo simplex.
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Programacdo Linear Inteira

Muitos problemas priticos podem ser formulados como maximizar ou
minimizar uma fun¢do do tipo f (xy, ..., X,) =a;x, + ... +a,x, + b numa regido
poliedral convexa, com a restricdo adicional que as varidveis s@o inteiros, Este é
o caso por exemplo do problema proposto em 14.3.2,

Na resolugio de um problema de PL, nem sempre o miximo ou minimo
ocorrem em pontos cujas coordenadas s3o nimeros inteiros, condi¢do indispensdvel
na formulagdo de certos problemas. Existem técnicas para se determinar solugdes
inteiras 6timas (mdximo ou minimo), isto €, solugdes mais proximas dos vértices
de miximo ou minimo. Em alguns problemas vocé poderid fazer isto intuitivamente,
veja Exercicio 16 de 14.4. No caso geral, estes problemas sdo tratados na subdrea
de PL denominada Programagdo Linear Inteira (veja referéncias ao final do capfitulo)

*14.4 EXERCICIOS

1. Na defini¢io de variedade linear em 14.2.1 prove que vy € A. O vetor v, é
tinico? W ¢ linico? Interprete geometricamente.

2. Desenhe a regido em R?, definida pelas designaldades

2x+ y+9 20
x+3p+ 620
x+2y-3<0

Quais s30 seus vértices?
3. Desenhe a regiao definida em R®, pelas desigualdades anteriores.
4. Quais sdo os vértices da regido poliedral convexa em R?, definida por
x=0
2x + 3y <2

Ix+ 2y =2
x+ y=<1l

Desenhe esta regido.

5. Se duas regides poliedrais convexas sio definidas por dois conjuntos de desi-
gualdades lineares, a intersecgdo destas regides é definida por qual conjunto
de desiguaidades?

6. A unifo de dois conjuntos convexos ¢ convexa?
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7.

10.

I

12.

13.

Sejam A = (1, 2, 3) ¢ B = (0, 1, -1) dois pontos de R*. O ponto (0, 0, 0}
estd sobre o segmento AB?

. Uma regido poliedral convexa fechada de R* tem wvértices (-2, 0), (3, 4),

(1, 0) e (-1, -1). Ache um conjunto de desigualdades que defina esta regido.

. Ache os pontos de mdximo e os pontos de minimo da fungdo f(x, y) =

= 7x + 5y + 2 definida na regido determinada pelas desigualdades

2x+ y+920
x+2y+6=20

xz20
x+ y-4%<90

Uma miquina produz dois tipos A e B de frascos de vidro, mas ndo simul-
taneamente. Ao produzir um frasco do tipo A ela gasta 0,2 horas, e ao pro-
duzir um tipo B, gasta 0,4 horas. Sabendo que a mdquina pode trabalhar
no mdximo 16 horas por dia ¢ que o fabricante tem um lucro de 2 u.c.p.
com um frasco tipo A e 3 u.c.p. com um frasco tipo B, quantos frascos
de cada tipo devem ser produzidos para que o lucro seja mdximo?

Uma companhia de transportes dispde de 4 caminhdes com capacidade para
transportar 5.000kg, 4 caminhdes de 10.000kg de capacidade e 2 caminhdes
de 20.000 kg de capacidade. O custo por hora dos caminhdes do primeiro
tipo é 200 u.c.p., do segundo 300 u.c.p. e do terceiro 400 u.c.p. Como

devern ser usados os caminhdes para transportar uma carga de 80.000 kg,
para que o custo seja minimo?

Uma industria produz porcas, parafusos e pregos, podendo usar dois métodos
distintos (mas ndo simultaneamente) para produzi-los. O primeiro método pro-
duz 3.000 porcas, 2.000 parafusos e 2.500 pregos por hora, enquanto o se-
gundo produz 4.000 parafusos ¢ 4.000 pregos por hora, mas nenhuma porca.
A indastria trabalha 18 horas por dia ¢ tem uma encomenda de 5.000 por-
cas, 5.000 parafusos e 5.000 pregos. Durante quantas horas ela deve empre-
gar cada método para fazer a entrega o mais rapidamente possivel”

Seja f(x, ¥} = 3x + 3y definida na regido poliedral convexa abaixo:

a) Qual o valor mdximo e minimo de j7

b) Calcule os valores f{A), f(B) e f(P). onde P é um ponto no segmento AB.

¢) Use (¢) e (b) para determinar os pontos onde / atinge o mdxime e os
pontos onde assume o minimo.
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i

AL

Figura 14.4.13

14. Numa inddstria quimica hd uma caldeira cuja margem de seguranca ¢ tal que

15.

16.

a pressdo P medida em atmosferas, ¢ a temperatura 7, medida em graus Celsius,
devem ser reguladas de maneira que 10 P+ 7 < 400. Quer-se usar a caldeira
para que seja processada uma determinada reagdo. Para que isto ocorra da
forma desejada, a temperatura deve estar entre 80°C ¢ 300°C, e a pressio entre
1 ¢ 20 atmosferas. A que temperatura e pressio deve trabathar a caldeira para
que a reagdo se processe 1o menor tempo possivel, se sabemos que a
velocidade da reagdo € dada por v =2 T+ 30 P+20?

Mostre que uma regido poliedral convexa limitada 4 do R® pode ser
caracterizada pelos seus vértices vy, ..., ¥, da seguinte maneira:

A=]xER x =X+ 4N, 0SNSL i=1, . 7}

Construgdo de Casas Populares. (Problema coletado pelo Prof. Rodney
Bassanezzi em Guarapuava-PR.)

Tipo de Casa A B C

Numero de pessoas 6 4 3
que abriga

Custo de construgdo 1.200 1.000 800
(em UPC)

Demanda 150 200 250

(n® de familias que solicitaram)
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Verba total disponivel: 2.000.000 UPC.

@) Determine quantas casas de cada tipo devem ser construidas de modo a
atender o maior nitmero de pessoas passivel.

b) Resolva o item a) supondo que ¢ custo da casa do tipo B passou para
1.040 UPC.

¢) Estabele¢a um critério que leve em conta o nimero de pessoas e o
numero de familias que solicitaram as casas. Determine o niimero de
casas de cada tipo a serem construidas de modo a otimizar o critério
que vocé adotou.

14.5 METODO SIMPLEX

14.5.1 Introdu¢io

O método grifico apresentado na segdo anterior ¢ utilizado apenas para
problemas com duas ou trés varidveis. Para problemas maiores, o método grifico
torna-se impraticavel, neste caso nés precisamos de uma técnica eficiente para
resolver problemas de programagdo linear com mais de trés varveis. Esta técnica
é o método simplex.

O método simplex nada mais é do que um algoritmo de busca, isto é, ele
comeg¢a num veértice da regifio factivel e move-se de um vértice factivel a outro até
encontrar o vértice 6timo. Foi desenvolvido em 1947 por George B. Dantzig, e apos
sua concep¢do houve um crescimento espantoso da programacio linear, com
centenas de livros e artigos publicados nos circulos académicos. Antes de 1947,

a programagio linear era praticamente desconhecida, havendo, entretanto, algumas
excegoes, por exemplo, Fourier (1823), de la Poussin (1911), Kantorovich (1939).

A pouca utilizagdo da programagio linear antes de 1947 era devida 2 grande
dificuldade computacional de se resolver problemas lineares, pelo fato de existir
um grande nimero de combinagdes (factiveis e ndo-factiveis) a serem pesquisadas.
Com o método simplex essa dificuldade foi otimizada, pois o algoritmo simplex
realiza uma busca apenas nos vértices factiveis (que pertencem a regido factivel).

Nesta se¢do, introduziremos o método simplex através da resoluggo de um
modelo simples de programagdo linear. Uma visio algébrica do método simplex
também serd apresentada, para que o leitor verifique que atrds do “procedimento
mecanico” do método simplex existe toda uma base algébrica. Por ultimo, ser:
apresentado um programa na linguagem Basic que resolve problemas de
programagio linear ¢ pode facilmente ser implementado em qualquer
microcomputador existente no mercado.
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14.5.2 Exemplo do Fabricante de Mdveis

Problema: Vamos considerar um fabricante de maoveis que fabrica apenas
mesas e cadeiras. Ele tem um lucro! de Cr$4.500,00 em cada cadeira e de
Cr$8.000,00 em cada mesa vendida. SupBe-se que devido a forte demanda desses
itens consegue-se vender toda a produgdo da fabrica. Mas, a produgdo da firma

¢ limitada em dois aspectos:

1) Cada cadeira produzida utiliza 5 unidades de jacarandi. Da mesma forma, cada
mesa de jacaranda produzida utiliza 20 unidades de jacarandd. Dispomos de
um total de 400 unidades de jacarand4.

2) Cada cadeira produzida gasta 10 homens-horas e cada mesa produzida gasta
15 homens-horas. Dispomos de um total de 450 homens-horas.

O objetivo do fabricante € descobrir qual a quantidade 6tima de cadeiras
¢ mesas a serem fabricadas, de tal modo que o lucro total seja o maior possivel.

14.5.3 Modelando o Probiema Matematicamente

Em primeiro lugar vamos identificar as variaveis do modela. Vamos
chamar de

X, =ndmero total de cadeiras fabricadas; e de

X, =numero total de mesas fabricadas.

Uma vez identificadas as nossas varidveis (na terminologia de programagio
linear chamadas de vardveis de decisdo), fica ficil estabelecer o modelo
matematico do problema do fabricante de moveis.

O lucro do fabricante pode ser expresso da seguinte maneira:

L =4.500x, + 8.000x,
e as restri¢des do problema:
5x; +20x, <400 (restrigdo de disponibilidade da matéria-prima)
10x, + 15x, <450 (restrigio de disponibilidade de m3o-de-obra)

*1 > 0} (restrigdes de ndo-negatividade)
x, 20

' Lucro é definido como o preco de venda menos o custo de fabricagdo.
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E assim, o modelo de programagao linear do problema do fabricante de
méveis pode ser estabelecido formalmente da seguinte maneira:

Max L =4.500x; +8.000x,

s/a 5xy +  20x, <400 (R))
10x; +  15x,; <450(R,)

X, =0 (R3)

X220 (Ry)

14.5.4 Solugdo Geométrica

Desenhando as restri¢Ses descritas na secfo 14.5.3 obtemos a seguinte
regido factivel:

x |
{mesas)

e
30
=
14
A

|

i —

24 a5 aﬁ'}l {cadeiras)
——

Figura 14.5.13

Portanto, utilizando o método grifico verificamos que o vértice C € o vértice
6timo e corresponde 4 fabricagdo de 24 cadeiras e 14 mesas com um lucro de
24 - 4.500 + 14 - 8.000 = Cr$ 220.000,00

14.5.5 Forma Padrio do Problema do Fabricante de Moveis

Como foi visto nas se¢des anteriores, a solugfo 6tima para qualquer
problema de programagdo linear ocorre num dos vértices da regido factivel.
Esses vértices ocorrem onde retas se cruzam. Portanto, antes de resolver um
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problema de programagio linear pelo método simplex, devemos transformar o
sistema de inequacdes linares, geradas pelas restri¢3es do problema, em um sistema
de equagdes lineares, ou seja, devemos transformar o problema de programagio
linear original na forma padrio.

Problema do fabricante de moveis:

Max L =4.500x; + 8.000x,

sfa Sx, 4+ 20x, <400
10x, +  15x, <450

X1 20

X2 =0

Nas devemos transformar a inequagfio 5x; + 20x, < 400 em equagio, para
isto basta associar uma variavel x3, que é chamada de varidvel de folga, na inequagio:

Sx; +20x, +x3 =400
Usando o mesmo raciocinio para a 28 restri¢io, obtemos:

10x, +15x; + x4 =450
Logo, o problema na forma padrao fica:

Max L =4.500x, + 8.000x,
sfa S5xp+ 20x, + x5 =400
10x; +  15x, +x4 =450
X1, X3, X3, Xq 20

14.5.6 Algumas DefinigSes

Considere o seguinte sistema linear:
@y Xy tapX; +..ta,x, =b
ayXxy tapXs t oty , X, =by @

amyxy t@maXy t ot AmpXy = by
que escrito na forma matricial torna-se
Ax=b

Suponha que o posto de A seja igual a m e que n 2> m.
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a} Solugiio Bésica

Dado um conjunto de m equagdes lineares com m incégnitas, conforme
definido em @ , vamos chamar de B qualquer submatriz m X m, ndo-singular,
formada por m colunas independentes de A (se A tem posto igual a m ento tal
submatriz existe. Por qué? Veja 3.7.1), e seja N a submatriz m X (n — m) formada
pelas n — m colunas restantes (aquelas que nio pertencem a B). Portanto,

Ax = b pode ser escrito da seguinte maneira:

BxB + NxN =b

pois A foi particionadaem Be N (A = [B,N]}e X em Xg e Xy

{x= (g, Xy D), onde X, = [vetor de m componentes formado pelas varidveis
associadas as colunas de B] e xy = [vetor de (n — m) componentes formado
pelas varidveis associadas a Nj.

Entio, se todos os componentes de xy forem fixos iguais a zero, a solugdo
para o conjunto resultante, Bxg = b, ¢ dito ser uma solugdo bésica para (I) com
respeito & base B. Os componentes de xg sdo chamados de varidveis bésicas ¢ os
componentes de Xy de varidveis ndo-bésicas.

b) Solugdo Basica Degenerada

Se uma ou mais varidveis basicas em uma solugio basica tem valor zero,
esta solugao ¢ dita ser solugdo basica degenerada. Do ponto de vista geométrico,
isto ocorre quando temos um vértice determinado pela intersec¢do de mais
de duas retas.

Vamos considerar agora o seguinte sistema

Ax = b

x=z0 @

0 qual representa as restrigdes de um problema de programagio linear na
forma padrio.

¢} Solugdio Factivel

Um vetor X satisfazendo todas as restrigSes de ()¢ dito ser factivel para este
sistema. Uma solu¢do factivel para @ gue também € basica é chamada de
solugdo basica factivel. Se esta solugio também for uma solugdo bdsica degenerada,
ela serd chamada de solugdo basica factivel degenerada.

Considere agora o problema de programago linear na forma padrio:

Min cx

s/la AX=b @

x=0

Conjuntos Convexos e Programagio Linear 379

d} Solugdo Bisica Factivel Otima

E a solugdo basica factivel que dentre todas as solugBes bdsicas factiveis
de @ nos da o valor 6timo (no caso, o valor minimo) para a fungdo objetivo.

Teorema Fundamental da Programagdo Linear
Dado um problema de programago linear na forma padrdo @ onde A
é uma matriz m X (n + m) de posto m,
i) se hd uma solugdo factivel, hd uma solu¢do basica factivel:
if) se hd uma solugdo factivel dtima, hd uma solugdo bisica factivel 6tima.
Do teorema anterior e da equivaléncia entre solugdo bisica factivel e vértice

temos que o método simplex € finito, pois um sistema linear de m equagdes com
(n + m) incdgnitas tem no maximo

+n)! s
ntm = {min): solu¢des basicas
m m!n!
. . , n+m
Logo, o método simplex efetua um nimero menor que m

iteragbes para encontrar a solugdo 6tima, pois o algoritmo simplex é um

procedimento de busca, isto €, move-se de vértice factivel em vértice factivel,

ou seja, de solugdo bisica factivel em solugdo basica factivel até encontrar o 6timo.
Considere agora o problema do fabricante de méveis na forma padrao

conforme estabelecido na se¢do 14.5.5 e sua resolugio geométrica na secao 14.5.4.

Temos que
A= 5 20 I 0
10 15 0 1

¢=[4.500, 8.000., 0, 0]
x=[x1,x2,x3,x4]T

b = [400, 450)7

S30 solugdes basicas:

1} O ponto A
Neste caso, a base B é formada pelas colunas de x; e x, na matriz A.

Portanto,

B, =
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e Xg = vetor das varidveis basicas = [x; x4]
1 0 400
Bixp =b = =
1 0 1 X4 450
= X, = [x3 x4]=[400 450]

Fixando x; = x, =0 temos que a solugdo basica associada A base
B, é x=(x,x;, x3, x4)=1(0, 0, 400, 450)

2) O ponto B _
Tomando a base B, = 00 ., Xp = (X3, x4)
21 1 |
temos

Byx, =b = 20 0 X5 ) 400
15 1 X4 450
-
X g = (x5, x4) = (20 150)
Portanto, fixando x, =x; =0 temos que a solu¢do basica associada

abase B, é X = (x|, x5, x5, x4)=(0, 20,0, 150).
3} Oponto C

B. = 5 20
3 10 15 Xg =(x1, x2)=(24,14)
A solugio basica associada a base B, &

X =(Xxy, X3, X3, X3) = (24, 14,0, 0)

4) O ponto D
- 51
B, = L, Xo =(x;,Xx3)=(45,175
10 0 B, (1 3) ( )

A solugdo bisica associada 4 base B, ¢
X= (Xl, X3, X3, x4):(45, 0, 175, 0)

5) O ponto E
20 1 ~ _
Bs = X g = (xz, x3)=(30, -200}
15 0

A solugdo bisica associada 4 base B; é
X={(xy, Xy, X3, X4)=(0, 30,- 200, 0)

6) O ponto F

Bo= | > O |.xy =061, x4)=(80,-350)

10 1
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A solugfo basica associada i base B, ¢

X =(xy, X3, X3, X4) =(80, 0,0, -350)

Sdo solugbes bdsicas factiveis (vértices).
1) o ponto A,
2} o ponto B;
3) o ponto C;
4) o ponto D.

14.5.7 Tableau Simplex

Vamos reescrever o problema do fabricante de maveis da seguinte forma.

Max L — 4.500x, — 8.000x, — Ox3 —0x, =0
sfa 5x, +  20x; +0x3 +0x, =400
10x; + 15x, +0x3 +0x,; =450
Xy, Xy,X3,%X3 20

O método simplex sempre comega com uma base inicial factivel. Como
no problema do fabricante de moveis todas as restri¢des sdo do tipo <, temos
uma base 6bvia que € a identidade, referente s colunas das varidveis de folga
X3 € Xg.

Portanto, B = [l 0}  Xg = [X3, X4 ] = [400, 450]

0 1

e X, =x, =0 (se vocé ndo entendeu o porqué disso, leia novamente a defini¢io
de solugdo bdsica factivel). E o tableau simplex associado a esta base inicial é

Colunas 1 ) 3 4 5 6
X1 X2 X3 Xa

Valor atual da

Linhas da fungdo L |-4.500 | —8.000 | © 0 0

objetivo fungio objetivo
Variiveis X3 5 20| 1] 0f{400 = b,
basicas X4 10 15 o] 1|45 = b,

Biblioteca de r’\
Ciéncia & Tecnoibg
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O tableau simplex acima consiste de:

1) 6 colunas: A primeira contém informagio sobre a base atual (vocé I¢ na
12 coluna a fungdo objetivo L e as variveis x5 e x4 que sd0 a nossa solugdo
basica inicial). As colunas 2, 3, 4 e 5 contém informagdo a respeito das
varidveis X, X5, X3 € X4, respectivamente. E a ultima coluna contém na
12 linha o valor atual da fungfio objetivo e nas duas tltimas, os valores atuais
das varidveis bisicas x5 e X4.

2) 3 linhas: A primeira refere-se 2 linha da fungdo objetivo; os valores na linha
da fungdo objetivo (excetuando-se a Gitima coluna) sdo chamados pela
terminologia da programagdo linear de custo reduzido. As duas tltimas linhas
referem-se as duas restrigSes do problema.

Para verificarmos se o tableau expressa uma solugdo bésica factivel basta
verificar se os valores das varidveis bdsicas s3o = 0. O tableau simplex nos diz que
a nossa base B é composta pelas colunas x3 ¢ x4 da matriz A (veja a 12 coluna do
tableau) e os valores das varidveis bdsicas sdo lidos na dltima coluna. O tableau nos
diz também se a solugdo bésica factivel associada a base B ¢ 6tima ou ndo.

Para sabermos se a solugdo bdsica factivel é 6tima ou ndo, basta verificar
se existe alguma varivel nio-bdsica que entrando na base melhore o valor

da fung¢do objetivo.

14.5.8 Verificando quem Entra na Base

As duas varidveis ndo-basicas no tableau simplex sdo x, e x;.

A coluna de x,, no tableau simplex diz que: “Se aumentarmos a varidvel
x; em uma unidade nés utilizamos 5 unidades de x5 € 10 unidades de x,
com um acréscimo no valor da fungio objetivo de Cr$ 4.500,00 (repare que
temos 4.500 porque passamos o custo de x; para o lado esquerdo da
equagdo)”.

A coluna de x, diz que: ‘Ao aumentarmos a varidvel X, em uma unidade
nés utilizamos 20 unidades de x5 e 15 unidades de X, € feremos um acréscimo
de Cr$ 8.000,00 no valor da fungdo objetivo™.

Como o nosso probléma é maximizar, nos ndo estamos no 6timo pois
se entrarmos na base com uma das varidveis nao-basicas, X; ou X, nos teremos
um acréscimo no valor da fungdo objetivo.

Ha vérios critérios de entrada na base, mas o mais comum deles é fazer
entrar na base a varidvel nio-basica que tiver o custo reduzido mais negativo,
pois assim nos teremos um acréscimo maior no valor da fun¢do objetivo
(isto ndo quer dizer que necessariamente chegaremos ao 4timo mais rapido!).
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Se seguirmos o critério acima, a varidvel x, entra na base pois ela nos dd um
acréscimo de Cr$ 8.000,00 no valor da fungdo objetivo (se x, entrasse, nos
teriamos um aumento de apenas Cr§ 4.500.00).

Para x; entrar na base alguém precisa sair (para manter o posto de B).
Quem sai da base?

Se uma unidade de x, contribui em Cr$ 8.000,00 para o lucro entdo
nos devemnos aumentar X, o miximo possivel, ou seja, nos devemos aumentar
x, até que ele ndo viole as restri¢des de matéria-prima ¢ mio-de-obra.

Para a restrigdo de matéria-prima noés temos:

400 =20 = indica que como nds temos um total de 400 unidades

20 disponiveis de matéria-prima e cada unidade de x, gasta
20 unidades de x5, entdo 20 unidades de x; podem ser
processadas sem que a varidvel x; torne-se negativa.

Para a restrigio de mao-de-obra temos:

450 30 = indica que podemos processar 30 unidades de x, sem que

15 X4 tome-se negativa.

Portanto, nés devemos fabricar 20 unidades de x, pois se fabricarmos
mais de 20 unidades a restricdo de matéria-prima serd violada. Observe que
quando a varidvel x, aumenta, a varidvel x; vai diminuindo, ¢ quando x,
atinge 20 unidades a varidvel x3 assume o valor zero.

Portanto, a varidvel x, entra na base com valor 20 ¢ x5 sai da base
porque zerou,

Observagdo: Se houver mais de uma varidvel basica que assuma valores
nulos entdo deve-se escolher apenas uma delas para deixar a base, as demais
ficam na base com valores iguais a zero (solugdc degenerada).

14.5.9 Pivoteamento

O tableau simplex deve expressar a nova base que € formada pelas
colunas de x; e x4. A primeira modificagdo a ser feita no tableau é trocar
X3 poOr X, na primeira coluna do tableau. Agora, a fim de que o tableau
expresse a nova base € necessdrio isolar x, na sua coluna, ou seja,

X2
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Para transformar x, na forma acima nés devemos tealizar operagGes
no tableau de tal maneira que o elemento-pivd (elemento que se encontra
na intersecgdio da coluna da varidvel que entra na base com a linha da varidvel
que sai da base) se tome 1 e os demais elementos da coluna sejam
transformados em zero. Tal procedimento se chama pivoreamento e nada mais
¢ do que realizar operagdes elementares (veja seccdo 2.3) no tableau (que é
equivalente ao sistema gerado pelas restrigdes do problema na forma padrio)
com o intuito de transformar a coluna x, na forma citada acima.

Portanto, apés efetuado o pivoteamento o tableau simplex toma-se:

Tubleau 2:
Xy Xy X3 X4
L 2500 | 0O 400 0 160.000
Xy 1/4 1 1/20 0 20
X4 25/4 0 15/20 | 1 150

que corresponde a seguinte base
coluna original de x 4
B= [0 | xy =, x]=(20,150]
15 1

{

coluna original de x

e temos a seguinte solugfo bisica factivel

X (x1, X, X3, x4) =(0, 20,0, 150)

E o tableau 2 expressa o seguinte problema:

Max L - 2.500x, + Ox, + 400x, + Ox, = 160.000
s/a 1/4x + Ox, + 1/20x, + Ox, = 20
25/4x, + Ox, — 15/20x, + Ox, = 50

que é equivalente ao problema original pois foram efetuadas operagdes elementares

no problema original para se chegar ao problema acima.

A pergunta que nos surge ¢: Estamos no 6timo? De novo precisamos verificar

se 30 entrarmos com alguma varidvel ndo-basica na base haverd um acréscimo
(melhoria) no valor da funcdo objetivo.
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As nossas varidveis ndo-bésicas atuais sgo x, e x5 (por qué? ), Yamos verificar o
que cada uma dessas colunas expressa.

A coluna de x; nos diz que: “Ao aumentarmos a variavel x; em uma unidade,
sacrificamos 1/4 unidades de x, e 25/4 unidades de x, e ao fazermos isto temos
um acréscimo de Cr$ 2.500,00 no valor atual da fungdo obijetivo™.

A coluna de x5 nos diz: ““Ao aumentarmos a varidvel X3 em uma unidade
usamos 1/20 unidades de x, e ganhamos 15/20 unidades de x5, com decréscimo
de Cr3 400,00 na fung¢do objetivo™.

Portanto, se a varidvel x; entrar na base serd um negécio lucrativo. Enquanto
que se a varidvel x5 entrar na base serd um mal negdcio, pois o valor da fungio
objetivo diminuird. Logo, a varidvel x; entra na base.

E quem sai da base?

Sai a varidvel que zerar primeiro. Quando x,; aumenta, X, diminui em 1/4;

portanto, nos pedemos aumentar x, até o valor de —%?4 = 80 sem que a varidvel x,
. ., . 150 _ 600
t tiva. E e ==
se torne negativa. E nds podemos aumentar x; até 3574 25 24 sem que

a varidvel x, se torne negativa. Assim, a varidvel que zera primeiro € a varidvel x,
¢ portanto ela deixa a base.

Assim, devemos pivotear sobre o elemento-pivd que fica na intersecgio
da coluna x, com a linha da varidvel bdsica x,.

Apos efetuadas as operagdes de pivoteamento sobre o tableau atual temos
um nove tableau:

Tableau 3:
X1 X2 X3 Xq
L 0 0 100 400 220.000
X 0 1 4/25 1/25 14
X1 1 0 3/25 4/25 24

Estamos no 6timo? Para responder ¢ssa pergunta precisamos verificar o gue
as colunas das varidveis nfo-basicas nos dizem.
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A coluna de x; nos diz que: “Ao aumentarmos x; em uma unidade
nés gastamos 4/25 unidades da varidvel x, e ganhamos 3/25 unidades de
X3, € esta a¢do nos leva a um decréscimo de Cr$ 100,00 no valor da
fung¢do objetivo™. Como o problema é de maximizagdo, seria um mal negbcio
fazer a varidvel x5 entrar na base.

A coluna de x4 nos diz: “Ao aumentarmos x4 em uma unidade, nos
ganhamos 1/25 unidades de x, e gastamos 4/25 unidades de x,, ocasionando
um decréscimo de Cr§ 400,00 no valor da fungio objetivo™. Esta a¢ic também
ndo é lucrativa.

Como as varidveis ndo-basicas atuais, x3 e x4, do problema nio podem
entrar na base, pois se isso ocorresse nos teriamos um decréscimo no valor da
fung¢do objetivo, nods estamos no Gtimo.

A base 6tima é:
20 5
B= =
[02, al] [15 10]

e a solugdo biésica factivel 6tima correspondente a esta base é:

X* =[x % xp*% x3% x,%]=[24, 14, 0, 0] = solugdo tinica e finita
0 valor 6timo

L*=4500x,* + 8.000x,*=Cr$ 220.000,00

Agora, olhando no grifico da regido factivel apresentado em 14.5.4
verificamos o caminho feito pelo método simplex até alcangar o ponto 6timo X*

Tableau Solugio Pontos correspondentes no grifico
1 (inicial) x =(0, 0, 400, 450) A
2 x =(0, 20,0, 150) B
3 X*=(24,14,0,0) C

A tabela acima serve simplesmente para verificarmos que o método simplex
camninha de vértice (= solugdo basica factivel) em vértice até alcangar o
ponto 6timo.

14.5.10 Método Simplex — Uma Visdo Algébrica

Considere o problema de programagdo linear, dado baixo, na forma padrio
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Min 2 = X
sfa Ax = b @
x = 0

onde

AER"?’“"*Z””
xe Rlxn+m

be Rlxm
cE R(n+m)x1

O que n6s vamos fazer agora é particionar a matriz A em duas submatrizes,
Be N, que chamaremos de submatriz basica e submatriz nio-bésica, respectivamente.
Da mesma forma, faremos isto com os vetores
X=[Xp, Xyl e ¢=[cp, eyl

Uma vez feito isto, nés podemos reescrever o problema expresso em @ da
seguinte maneira:

Min z = chB+chN

sfa _
BxB+NxN—b @
xB2O,xN>O

Se expressarmos Bxy + Nxy =b na forma xg =B~'b — B~!Nx
e substituirmos este resultado na linha da fung¢do objetivo obtemos:

Min z + Oxg+(cgB'N-cy)x =c;B7'b
-1 _p-1
s/a xB+B NxN =B~'b
xg = 0, Xy 20

O problema acima € expresso na forma de tableau da seguinte maneira:

Xp AN
-1 _
z 0 CBB NucN cBB 1y
Xp I B-'N B-'b

Este tableau nos dé a representagdo da linha da fun¢do objetivo z e das
varidveis basicas emn termos das varidveis njo-basicas. Quando temos uma solugdo
basica factivel, ou seja, uma solugdo do tipo x = (Xg. Xy)= (Xg. 0 nds
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obtemos o valor atual de z (pode ser lido diretamente do tableau na intersecgio
dalinha z com a coluna mais  direita do tableau) e os valores atuais das
varidveis bdsicas (na coluna mais 3 direita, logo abaixo da linha de z).

Sempre que temos uma solugio basica factivel nés desejamos saber se
esta solugdo € 6tima ou nio. Para sabermos se estamos no 6timo basta verificarmos
qual ¢ o efeito produzido no valor da fungdo objetivo quando fazemos uma
varidvel n#o-bdsica, digamos x_, sair do nivel zero e passar para um nivel positivo; se
a0 fazermos isto ocorrer uma melhoria no valor da fung¢do objetivo, entdo €
interessante x, entrar na base. Para compreendermos melhor, vamos expressar
aequaglio z = cgB™'b — (e BTN — ¢ )X de outra maneira:

7=z9 (2 fa c}.)x]. para todo X pertencente i submatriz N.

onde: zy = CBB-I b = valor atual da fun¢do objetivo

— -1
zi. cBB a].

(z]. — ¢;) = custo reduzido da varidvel .

Como o problema ¢ minimizar, entdo € interessante que X; entre na base
quando o seu custo reduzido (z, — ¢} for maior do que zero, porque assim
quando x; cresce o valor da fungdo objetivo decresce. Se
(zj - cj) = 0, entdo o valor da fungdio objetivo aumentard, ou permanecera
0 mesmo, quando X; aumentar. Portanto, para um problema de minimizagio
as nossas candidatas a entrar na base serfio as varidveis nfo-bésicas cujo custo
reduzido (z; — ¢;) for maior do que zero. Quando uma ou mais varidveis
nao-bdsicas satisfizerem (z]- — ¢;) > 0 usa-se como critério de desempate escolher
aquela varidvel ndo-bisica que tiver o custo reduzido mais positivo.

Suponha que a varidvel ndo-bisica x, entre na base (z; — ;) > 0). Portanto, a
varidvel ndo-bisica x, saird do seu nivel zero e passard a ter um valor positivo, mudanga
que acarretard um efeito nas varidveis bdsicas dado pela equagdo:

Xg=b -y, x,
onde b=B~'b = valor atual das varidveis basicas
y; = B~'a, = coluna da varidvel X; atualizada

que pode ser reescrita da seguinte maneira:

7 . [ ]
*B, by Yig
sz _ b, _ Yag %,
x b y
I BmJ d | mkj

et e

POl TN a3 i i T
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ou ainda,

Xg, = bi — vy

Quando a varidvel x; cresce podem ocorrer 3 casos:
1) Se Vik >0, entdo a varidvel Xg. diminui i medida que X cresce, ou scja,
X, ¢ candidata a sair da base.
2) Se yy =0,entio x B, nio se altera quando x;, cresce.

3) Se y; <0, entdo x, . cresce 4 medida que x, cresce.

Nés 36 devernos nos preocupar com o caso 1 +Yix > 0, pois quando x,
cresce, Xp diminui e nds devemos tomar o cuidado de ndo deixar que xB s¢ torne

negativo. Cada varidvel bisica que tem seu componente em ¥, maior do que
zero € uma candidata a deixar a base, e deixa a base .aquela que zerar primeiro.

14.5.11 Tipos de Solugdo

Nos podemos verificar através do tableau simplex solugdes do tipo:
a} Alternativa

Se no tableau simplex tivermos o dtimo e existir uma varidvel ndo-bisica,
digamos x;, com seu custo reduzido (z; — ¢} ) igual a zero, entdo nos temos
solugdes alternativas. Isso € ficil de ver pois

Z=2p — (7 — )X, € (zk—ck)= 0,

entdo x; pode entrar na base que o valor da fungao objetivo z nio se altera,
ou seja, mudamos de uma solugdo bésica factivel (vértice) para outra sem alterar
a fungdo objetivo; isto ocorre quando temos solu¢des alternativas.

b) llimitada (z - a)

Se no tableau existir alguma varidvel ndo-basica candidata a entrar na base,
digamos x;, e Y tem todos os seus componentes menores ou iguais a zero
(casos 2 e 3 da se¢do anterior), entdo nés temos solugdo Gtima infinita, pois x;
pode crescer que nenhuma varidvel bisica saird da base porque crescerd junto
com x;, mas se as varidveis basicas crescerem sem limite, z que é fungdo dessas
varidveis crescerd sem limite também.

Biblioteca de g
ciéncia & Tecnol qi

el

Observagdo: Compare estas observagdes com 14.3 3.
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14.5.12 Resumo do Método Simplex

Passos do Algoritmo Simplex — Problema de Minimizacao

Passo 1: Ache uma solugdo basica factivel com base B. Forme o tableau simplex

inicial.

Xp XN
z 0 (:BB‘IN—n:N cBB"b
Xg I B !N B 'b

Passo 2: Calcule (z; — ¢) = maximo { (z; — ¢;) para todas as varidveis
ndo-bésicas x; }

Passo 3 (critério de otimalidade): Se (z, - ¢;) < 0 entdo pare: a solugdo
atual é 6tima. Caso contririo, vd para o passo 4.

Passo 4: Se y, <0, entdo pare: a solugdo 6tima ¢ ilimitada. Caso contriro, v
para o passo 5.

Passo 5 (teste da razdo): Determine o indice r como se segue
5, minimo EJ_ oo
Ve TI1<ism para apenas os ¥

Observaga“o:Er = r<simo componente do vetor b=R~'b

Passo 6: Pivote em y,
Pivoteamento em y, . € definido como.

a) Dividaa linhar por y,.

by Parai=1,2,..,mei#r, atualize a i-ésima linha da seguinte maneira:

“multiplique a nova linha r por -y, e some 2 linha resultante
ilinha .

¢) Atualize a linha da fungdo objetivo da seguinte maneira:
“multiplique a nova linha r por (¢, -~ z;) e some a linha resultante
com a linha da fungdo objetivo™

Passo 7. Atualize as varidveis bdsicas e nao-bdsicas onde x, entra na base e

xp deixaabasee volte para o passo 2.
r

Observagdo 1: Se o problema for maximizar, apenas o passo 3 (critério de
otimalidade ) sofrera (por qué?)
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Passo 3 (critério de otimalidade): Se (z; — ¢, ) 0 entdo pare: a solugao atual
¢ otima. Caso contrdrio, va para o passo 4.

Observacido 2: O método simplex trabalha apenas com vartdveis ndo-negativas,
ou seja, x > 0. Na pratica, isso nem sempre acontece; nestes casos precisamos
fazer uma transformagdo de variaveis para garantir que todas as varidveis sejam
nio-negativas (veja bibliografia para maiores detalhes).

14.5.13 Método das 2 Fases

Como fot dito na segdo anterior o métedo simplex sempre comega com
uma solugdo basica factivel inicial.

Quando nos temos um problema linear com todas as restri¢des do tipo
< nds temos uma base factivel inicial Gbvia, que € a identidade formada pelas
colunas das varidveis de folga.

Mas nem sempre isso é possivel; neste caso, precisamos de um método que

nos dé uma solugdo bisica factive} inicial. Um desses métodos € o método das 2 fases.

0O método das 2 fases comega com a fase 1, que ¢ a minimiza¢do da soma
das varidveis artificiais, sujeita a restrigdes AX + X, = b, x=0¢
x, 2 0. Se o problema original Ax = b, x 2 0, tem solugo factivel, entdo o valor
otlmo para a fungdo objetivo da fase 1 € zero, pois todas as variaveis artificiais
acopladas ao problema original tendem a zero, ou seja, elas deixam a a base; apos
eliminarmos as colunas pertencentes as varidveis artificiais ndo-bdsicas, comegamos
a fase 2 que ¢ resolver o problema original com a base factivel encontrada na fase 1.

14.5.14 Resumo do Método das 2 Fases

Fase 1. Para cada restrigdo do tipo > ou = associe uma varidve! artificial.
Resolva o problema abaixo comegando com a solugdo basica factivel
x=0e x,=b.

Min z, = 1x
sfa AX+x_ =bh
=0, xa>0

=

Se no étimo o valor de z, # 0, entdo pare: 0 seu problema original ndo tem
solugdo factivel. Caso contrario, elimine todas as colunas artificiais e a linha
da fun¢ao objetivo artificial. Va para a fase 2.
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Fase 2 :.Acople a fungdo objetivo linear original e resolva o problema com
a solugdo bisica factivel Xg = B'be Xy =0. Observe que xg contém as
variiveis legitimas do problema original uma vez que assumimos que as varidveis
artificiais deixaram a base. Portanto, nds devemos resolver o seguinte problema:

i X
Min CB B+chN 150 [ 4 Arrass atilizados %
160 I * o —— s s o *
sfa xg t B“Nx.N =B"1p 170 v X *
~ 180 % TIO m ) i Vetor aue con- %
xg =0, xy =0 190 " tem os indices 4
200 !k das variavels X
210 X% basiceas X
220 I % AC wentmtl ¥ Hatriz tec- 4
14.5.15 Programa-Exemplo 230 IoX nolosica am - &
240 (I rliade (incluai &
| Nesta se¢do apresentamos um programa escrito em linguagem Basic que ::g ' ’: CCmbm U:":L" r o su): :
resolve -~ - . “ 2] m ' o 2 T Cu
problemas de programago linear do tipo 370 ' % C1( ntm 3 @ Vetor de cus - %
280 [ 3 tos redusidos #
_ 270 Pk I
MaX zZ = X 00 | Rm o m i e e &
s/a Ax < b 310 I X *
/ = 320 I % Qhservacan ! Se a2 entrada #
x=0 330 L. de dados for atraves do *
340 [ comando DARTA » deve — se &
3590 ok colocar & Frartir da linha %
O programa foi escrito com o objetivo de permitir seu uso em qualquer o0 1850 os dados o seswinte :
i ; s . : s 37 ! orma
microcomputador existente no mercado. Nos mictos do tipo Sinclair (TK82-C, kf:14 1% *
TK85, CP200...) deve-se fazer certas aiteraces: 279 Lox Restricao 1 *
. . 400 [ § Restricao 2 &
f) Usar o comando de atribuigdo LET em todas as atribuigoes do programa. 410 box tease e *
o AR2D % Restricao m &
if) Desprezar a entrada dos dados através do comando DATA e utiliza 439 LK Be 1 3 %
: I apenas ' 7
a entrada através do teclado (veja o exemplo da rodada). ‘: 4 g : : e 2 :
) 466 b bl om ¥
a) Listagem do Programa 470 1ok ci 1 X
480 " cl 2 7 Fy
490 " reaan #
ig bSOk ORI AK KK KKK KR KKK A KO A Ok 300 Pk ol noo *
2 Ik ; 510 I ¥
30 L Fste rrosrams resolve * o320 Ok IOKOK K KK K K R KR KR R IOR Ok Rk Rk k ok R R &
;g ! % rroblemass de rrodgremacao * 520 Frint * Numerc de restricoes *
I % lineasr do tiro | ¥ S4¢ Ineuat #i
60 [} * 550 Frint ' Numero de varigvels '
70 1ok Max = = ox & 540 Tnput i
80 Ik s/z N 570 NL = N+ 1
LAY !X A b i ©80 N2 = N 4+ ¢
1c0o [ . o X
110 IR X
120 1% 4
iig : :****x*xtxxmx****x***********xx
*




394 ALGEBRA LINEAR Conjuntos Convexos e Programagio Linear 395

1050 Next J
590 NI = N+ H + 1 1060 Next I
400 Rem #%% Chamada da rotina de Leitura 4k 1070 Frint " Entrada do Vetor b *
610 Gosubh 450 1080 For I = 1 to M
620 Rem k%X Chamada d3 rotina Simelex #¥ 1090 Frint * b{"ili") = *;
430 Gosub 1200 1100 Inrut AC I/N3
440 Erecd 1110 Neut I
650 Rem ¥%%X Rotimna de Leitura #xx 1120 Frint * Entrads do Vetor Custo *
4660 Rem ¥%% Declargcso dos arrass Rk 1130 Primt * ( nao inclus folsas ) °*
670 Rem Xkk Dim TLOM)+ACHIN3) yFOND)LCE(NT) AAX 1140 For I = 1 to N
480 Rem dkk 0 comentario acime indica as  kkk 1150 Frint "c{®sI#+"2 = "'}
690 Rem k&% dimensoes minim3as dos arrads KKk 1150 Input FC I )
700 Dim T1(10)sACLI0»313 s F(30)yCI(307 11790 Next I
7190 I = ¢ 1180 Return
720 For J = N1 to N2 1190 Rem X% Rotina Simrlex Xikk
730 T = I % 1 1200 Z =0
740 T1e 19 =4 1210 K1 = 0
TH Nesct 1220 Kl = K1 + t
740 Foer I =t to N 1230 §1 = { - Inf )
770 For J = N1 teo N2 1240 Far L = 1 to N2
780 If J = M+l Then A(IvJ) = | Else A(Isdy = ¢ 1250 Far I = 1 to M
770 Next J 1240 If L = I1¢C %X ) Then 1370
BOO Next I 1270 Next I
810 For I = N1l tp N2 1280 S = 0
320 F(C I )»=2¢0 1290 For I = 1 to H
o236 Next I 1300 J = I1¢ I
f#40 Frint * Entrada ¢a matriz de restricoes relo °® 1310 =8+ FCJ ) % AC IL
850 Frint * teclado( T ) ou relo DATAC It » " 1320 Next T
Ba&0 Input R$ 1330 ci¢ Ly =FCL ) -5
870 If R$ = "T* Then 1000 1340 If C1( L ) <= 81 Then 137¢
[=3:10) For I = 1 to M 1350 51 = C1¢ L )
870 For J =1 to N 1340 K= L
200 Read A( Fsd » 1370 Next L
210 Next . 1389 For L =1 to H
220 Next T 1390 I2 = I1(C L)
P30 For I =1 to M 1400 C1¢ I2 ) = ¢
P40 Fead A( IyN3 ) 1410 Next L
P30 Next I 142 F = Ers
R60 For I = 1 to N 1430 If 51 <= F Then 1700
70 Read F( I ) 1440 K2 = ¢
2BQ Next I 1450 Vo= Inf
2P0 Return 1460 For L = 1 to i
100G Frint * Entrada da mastriz de restricoes ' 1470 T = A0 LK)
iclo For I =1 tao M 1480 If T == 0 Then 1330
1020 For J = 1 to N 1490 R = A( LeNI /T
1030 Frint " AC"iIi®r"543") = *; 15090 If @ == ¥ Then 1530
1040 Input AC TI9Jd )
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1510
1520
i530
1540
1350
15460
1570
1380
1590
156090
14610
1620
1630
1649
1650
1640
L1470
146480
1690
1700
1710
1720
L7360
1740
1750
17460
L770
1780
179D
1800
1810
1820
1830
1840
1E30
18460

K2 = L

V=0

Next L

If K2 = 0 Then 1730

II( K2 ) = K

T = 1.0/AC K2+K

For L = 1 to N3

AC K29yL ) = AC K2yL > % T

Next L

For L = 1 to M

If L = K2 Then 16640

= ( - A{ LsK ) J

For J = 1 to NZ

Al Led ) = A0 Lyd ) + AC K29J ) % D
Next J

Next L

I =7+ V % 51

Goswb 1750

Goto 1220

Frint " Seolucao otime *
Gosub 1780

Return

Frint * Solucao Ilimitads
Return

Kem #%% Rotina de Imrressao #kk
Frint

Frint * Iteracso n., "3 K1

Frint

Frint " Valores das variaveis basicas

Frint

For L =1 to H

Primnt fXC(UFELICLYE") = "iA(0 LeN3 )
Next L

Frint

Frint * Valor da funcao obJetivo !
Return

Existem duas fungdes pré-definidas:

i) Eps (linha 1390): menor namero representado pela midquina e

ii) Inf (linha 1200): maior nimero representado pela miquina

que foram utilizadas no programa.Caso o seu micro nfo contenha essas fungdes,
atribua valores a Eps e Inf (talvez o manual do micro contenha informacgdes a

esse respeito).
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b} Exemplo de uma Rodada

Vamos utilizar o problema do fabricante de méveis proposto em 14.5.2
para ilustrar uma rodada do programa.

Numers de restricoes

o
L

Nuwaro da varlaveis

T2

Friraga da watriz de restricoes pelo
tecladol T ) ou pelo DHIRC D)

i

Enirada da watriz de restricoes

Rt .1r=7%3

Fi(t‘..?J:?EO
1)="10

H( 2 L2 1g

Entrada do Uetur b

sl 1) =7 400

i 2 ) = 7450

Entrata do Vetor Custo
{ nad 1nclua folgas
e{ 1) =7 4300
¢t 25 =7 80600

ftaracaon n. |}

Yalorez das variavels basicas

T D
—
I r3

2 vz 26
3= 150
Yalor da funcag objetive & 140000

Tieracao n. 2

Valores das varlavels basicas

Lol £}
[

i
I . -

o

397
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Usean obgetivo 1 230000

-

o= 14
i)z o4

Valor da funcad objetive : 220000

Caso o leitor deseje rodar o programa utilizando o comando DATA, deve-se
acoplar as linhas abaixo ao programa:

1850 Data 5,20 ! Festrican n. 1
1280 Data 1015 ! Restricae n. 2
1870 Bata 400,450 ! etor b

1980 Gata 4300, 8000 ! Vator Custa

14.6 EXERCICIOS

1. ACia. VTproduz televisores em cores e em preto e branco. Uma pesquisa de
mercado indicou que mensalmente podem ser vendidos, no mdximo, 4000
unidades de aparelhos em cores e 1.000 unidades em preto e branco. O setor
de produgio informou que o nimero de homens-horas disponiveis por més é
de 50.000, e um aparelho colorido requer 20 homens-horas ¢ um aparelho
preto e branco requer 15 homens-horas.

O Departamento de Vendas informou que para atender os pedidos ji
efetuados este més, deverdp ser produzidos, no minimo, 800 aparelhos
coloridos. Os apareihos s3o embalados em caixas de papeldo e o departamento
de matéria-prima informou que, por uma falha de previsdo, existem disponiveis
somente 4.200 caixas para a embalagem dos aparelhos e para este més nio
€std prevista nova compra deste material. Os lucros unitdrios dos aparelhos sdo
Cr$ 50.000,00 (colorido) e Cr§ 28.000,00 (preto e branco). Deseja-se
estabelecer o plano de produgdo que produzird o lucro mdximo para
esta indistria.

2. Arley Tdo cria porcos para vender, e ele deseja determinar as quantidades de
cada alimento que deverdo ser dadas a cada porco para obter os requerimentos
Nutricionais a um custo minimo. O nimero de unidades de cada tipo de
ingrediente nutricional basico encontrado num quilo de cada alimento ¢ dado
Na tabela abaixo, juntamente com os requerimentos didrios e o custo,
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Ingrediente | Quilo de | Quiio de Quilo de | Minimo requerido
rutricional mitho cereais alfafa digrigmente
Carboidratos | 90 20 40 200
Proteinas 30 80 60 180
Vitaminas 10 20 60 150

Custo Cr§ 2.540,00 2.360,00 2.000,00

- A Cia. Sovina de Investimentos possui Cr$ 6.000.000,00, quantia esta que

deverd ser aplicada em 5 tipos de investimento, sendo que os retornos para cada
investimento sdo: investimento 1 (11): 10%, investimento 2 (12): 8%;
investimento 3 (I3): 6%; investimento 4 (14): 5%; investimento 5 (15): 9%.

O gerente desta Cia. deseja diversificar os investimentos para obter o
miximo rendimento possivel. Dado o elemento de risco envolvido, o gerente
restringiu a quantia aplicada no I1 a ndo mais que a quantia total que ird
investir em I3, I4 e IS (em conjunto). A quantia total aplicada em 12 e I5 deve
ser pelo menos igual 4 quantia aplicada em 13. O I2 deve estar limitado a um
nivel que ndo exceda a quantia aplicada em 14.

E preciso determinar a alocagdo otima de investimento entre as
5 categorias, de forma que o retomo ao final do ano seja 0 mdximo possivel.

- Um fazendeiro quer comprar as seguintes quantidades de fertilizantes:

fertilizante 1: 185 ton; fertilizante 2: 50 ton; fertilizante 3: 50 ton;
fertilizante 4: 200 ton. Ele pode comprar estes fertilizantes em 3 lojas
diferentes sendo a disponibilidade de cada loja e os custos dos varios tipos
de fertilizantes nas vdrias lojas fomecidos nas tabelas abaixo.

Disponibilidade
Fertilizante
Loja
1 2 3 4
1 70 - 60 150
2 100 30 - 100
3 100 40 35 70
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Custo Cr$ fton
Fertilizante
Loja
1 2 3 4
1 450 - 300 319
2 425 180 - 350
3 480 200 240 325

Como o fazendeiro pode preencher suas necessidades de fertilizante
a um custo minimo?

. A Cia. ZigZag possui fibricas em Campinas e Belo Horizonte. Esta Cia. produz

e distribui mdquinas de costura a comerciantes de varias cidades. Numa
determinada semana, a Cia. possui: 30 unidades em Campinas e 40 unidades
em BH. Nesta mesma semana, esta Cia. deve atender os pedidos dos comerciantes
das seguintes cidades: Sdo Paulo: 20 unidades, Rio de Janeiro: 25 unidades e
Vitdra: 25 unidades.

O problema consiste em distribuir as mdquinas aos comerciantes de forma
a atender os pedidos a um custo minimo de transporte. Os custos unitdrios sdo:

Destino
Origem SP RJ Vitoria
Campinas 700 1.300 2.000
BH 2.200 1.800 1.700

. Uma refinaria mistura 4 tipos de gasolina e produz 3 tipos de combustivel.
Os dados sdo fomecidos nas tabelas abaixo.

Tipo de Taxa de NO de barris disponiveis
gasolina octano digriamente

1 68% 4.000

2 36% 5.050

3 91% 7.100

4 99% 4.300

Combustivel Taxa minima Lucro Demanda didria
de octano
1 95% 7.200 u.c.p. no maximo 10.000
2 90% 6.000 u.c.p. —
3 85% 5.000 u.c.p. pelo menos 15.000

A refinaria vende a gasolina nio usada para produzir combustivel a 4.900 u.c.p.
se sua taxa de octano for acima de 90% e a 3.800 u.c.p. se sua taxa de octano
for menor que 90%. Como pode a refinaria maximizar o lucro total didrio?

. @) Resolva o problema dos televisores (Exercicio 1) pelo método grifico.

b) Escreva o problema na forma padrio.

c) Através da solugdo obtida no item a), calcule o valor das varidveis de folga
na solugdo 6tima;

d) Interprete os valores das varidveis de folga.

. Um aluno do curso de MS415 quer aproveitar o que j4 aprendeu a respeito da

Programagio Linear para resolver um problema particular muito grave.
Atualmente, ele possui duas namoradas: Maria e Luisa. Ele faz alguns célculos
e estudos, dos quais concluiu que:

a) Maria, muito elegante ¢ sofisticada, prefere freqiientar bares e boites mais
requintados, de modo que uma saida de 3 horas custara Cr$ 1.500,00.

b) Luisa é mais simples e prefere divertimentos mais populares, de modo que
uma saida de 3 horas custard Cr$ 800,00.

¢) Apos pagar as contas da repiblica onde mora, ¢ outros gastos, restam para
ele Cr$ 5.000,00 mensais para diversio.

d) Seus afazeres escolares sdo muitos (lista de exercicios, programas etc.) e
consomem muito do seu tempo ¢ energia, de tal forma que' lhe sobram,
mensalmente, 30 horas e 40.000 calorias para as atividades sociais.

e) Cada saida com Maria consome 3.000 calorias, mas com Luisa, mais alegre
¢ extrovertida, gasta o dobro.

f) Eimportante colocar que ele gosta das duas com a mesma intensidade.

Tomando como base as conclusdes acima, ele quer planejar sua vida social
de modo a obter o numero maximo de saidas.

Formule o problema ¢ resolva-o. Apés conseguir o resultado, comunique-o
a classe para que este aluno (que prefere que seu nome ndo seja revelado por
razbes que parecem 6bvias) possa conferir com a solugdo 6tima por ele obtida.
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9. A Cia. KI-SORVETEBOM produz dois tipos de sorvetes: picolé e copinho.
Nesta Cia. o dnico ponto critico é a mdo-de-obra disponivel. O copinho
consome 50% a mais de mao-de-obra que o picolé. Sabe-se também que s todo
o sorvete produzido fosse do tipo picolé a Cia. produziria 400 toneladas por dia.
O mercado limita a produggo didria do copinho ¢ picolé em 150 e 300 toneladas,

respectivamente.
O lucro por tonelada de copinho e picolé produzidos é Cr$ 5.000,00

e Cr$ 3.500,00 por tonelada, respectivamente.
Formular e resolver o problema que permita determinar a quantidade

a ser produzida de cada tipo de sorvete.
Discuta a solugdo 6tima obtida e verifique os valores das variveis de folga.

10. Resolva todos os exercicios que vocé achar interessante (incluindo aqueles
propostos na solugdo geométrica e os desta se¢do) que podem ser resolvidos
pelo método simplex sem usar o método das 2 fases.

11. Resolva o Exercicio 2 desta seco usando o método das 2 fases. Repare que

como as restrigoes sdo do tipo > entdo é necessario subtrair varidveis (neste caso
chamadas de varidveis de excesso) para colocar o problema na forma padrio.

14.7 RESPOSTAS

14.7.1 Respostas de 14.4

(7, 5 4

Wi

{___--_

o

{-3,-3)
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Yy -1<0
+ y+220
y-2<0
S5y +820

i SV

1

10. 80 do tipo A e nenhum de B.
12. O primeiro método 100 minutos e o segundo 25 minutos

14. T = 200°C e P = 20 atmosferas

14.7.2 Respostas de 14.6

1. Sugestdo: faga x; = quantidade de televisores coloridos produzidos
X, = quantidade de televisores branco ¢ preto produzidos

3. Seja x; = quantidade aplicada no investimento I;

Max z = 0,1x, +0,08x, +0,06x; + 0,05x, +0,09x,

sfa x; + X, + x; + xq + x5 = 6.000.000
X, S x3 +xg +oxs
Xy txs 23, x;5x; e xi>0

4, Xy = quantidade (em toneladas) de fertilizante i comprado na loja j

Min z = 450x,, +425x,, + 480x,5 + 180x,, + 200x,; +
sfa  x; +xp +x;3=185
X3 + Xa3 = 50
X + x33 = 50
Xay + Xag + Xg3 = 200

xy s 70 X3 < 60
X2 <100 X33 s 35
X3 <100 X4 = 150
Xy € 30 Xs < 100
X3 < 40 Xa3 < 70

5. Sugestdo: Xy T namero de maquinas de costura transportadas da cidade §
paraacidadej(i=1,2.j=1,2, 3}
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6. X = barris de gasolina i usados na produgdo do combustivel /
1,

a 3 .
Max z = 7'200;'51 %;, +6.000 :'Z'l Xpp + 3000 ;'=El %ia ¥

3 3
+4900 (7100 = T x3)+ (4300 — F xel+
i= -

3 3
+ 3.800 [(4.000 — Z xlj) + (5050~ Z 1xzj)]
i=1 i=
sfa
s
0,6 3x,, +0,86x, +091x,, +0,99x,, =095 Z, Xiy
4
O,GSXH + 0,86x22 + 0,91x:.n + 0,99x42 20,90 E . _xi2
I -
4
0,68x,3 +0,86x,3 +091x33 +099x45 = 085 X X
i=1
; < 00
L x,,<4.000 Xy Xy t X txa s 10.0
;= 7
i=1

3
T xy;<5.050 Xys + Xgs + X33 +Xa3 <15.000

i=1

¢
W
o

3
z x3]-€7.100

i
i=1
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sobrejetora, 152
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Cadeia de Markov, 14
Caracteristico
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algébrico, 70
ortogonal, 234
Cone quadrdtico, 300
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Conicas
classificacdo, 296, 297-298
forma reduzida das, 291
no plano, 289
Contragfio uniforme, 147
Correlagdo linear, coeficiente de, 238
Cramer, Regra de, 77



408 ALGEBRA LINEAR

D

Degenerada, hipérbole, 290
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Desigualdade trangular, 228
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Elipsoide, 298
Eliptico, cilindro, 300
Eliptico, paraboldide, 299
Equagio diferencial, 317
Equagio diferencial lincar homogénea,
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Equagdes cartesianas, 286
Equagdes diferenciais, sistemas linea-
1es, 316
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produto, 220, 221
Escalonada, matniz, 190
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Espago vetorial, 103
complexo, 103, 105
dos polinémios, 105
real, 103
R 104

Espagos vetoriais isomorfos, 156
Esperado, valor; veja valor médio
Exato, processo, 332

Expansdo uniforme, 147

F

Forma bilinear, 270
matriz de, 272

Forma bilinear simétrica, 274

Forma de Jordan, 210

Forma escada, matriz-linha reduzida a,
34-38

Forma linear, 269

Forma quadratica, 274
diagonalizagdo, 277, 278
positiva definida, 282

Forma reduzida das cdnicas, 291

Fungfo objetive, 362

G

Gauss, método de, 36, 51

Gauss-Seidel, processo de, 345

Gram-Schmidt, processo de, 229, 230
veja processo de ortogonalizacio

Grau de liberdade de sistemnas de
equagGes lineares, 4546

H

Hipérboie, 290
Hipérbole degencrada, 290
Hiperbélico, cilindro, 301
Hiperbdlico, paraboldide, 300
Hiperboldide de duas folhas, 29%
Hiperboldide de uma folha, 299
Homogénea, equagdo diferencial
linear, 319

|

[dentidade, matriz, 4

Imagem, 151-155

Impossiveis, sistemas de equagdes li-
neares, 29

Indeterminados, sistemas de cquagdes
lineares, 44

Injetora, 196
aplicacdo, 151-154

Intersecgdo de, 110

Inversa, matriz, 73

Inversivel, mattiz, 335, 337

Inversdo, 66

Isomorfismo, 156

Iterativo, processo, 333

J

Jacobi, método de, 344
Jordan, forma de, 210

Linear
homogénea, equagio diferencial,
319
operador, 180
variedade, 109
Linha
matriz, 4
Linha equivalente
matriz, 36
Linha reduzida 3 forma escada
matriz, 36-38

M

Markov
cadeia de, 14
processo de, 14
Matriz, 1
adjunta, 72
coluna, 3
das probabilidades de transigdo, 15
de coeficientes, 65
de cofatores, 72
diagonal, 4
elementar, 82
escalonada, 190
identidade , 4
inversa, 73
inversivel, 184, 185, 335, 337
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linha equivalente, 36
linha reduzida 4 forma escada,
36,38
linhas independentes de uma, 40
norma de, 188, 189, 340
nula, 3
nulidade, 38
ortogonal, 254
posto de, 39,45
praduto, 10
quadrada, 3
simétrica, 5,7, 254
transposta, 7
triangular, 91
triangular inferior, 4
triangular superior, 4
Matriz de uma transformagao com-
posta, 163
Matriz de uma transformagao inversa,
165
Matriz de uma transformagao linear,
157
Matniz diagonalizdvel, 213
Matriz, mudanga de base, 125, 126
Matrizes
adigdo de, 6
iguais, 3
linha equivalentes, 85
multiplicagdo de, 9
semelhantes, 92
seqiéncia de, 12, 178,333
série de, 180, 334
Matrizes semelhantes, 166
Midximos e minimos valores, 109
Médio, valor, 223, 254
Método
da variagdo dos pardmetros, 325
das duas fases, 391
de Gauss, 36, 51
simplex, 374-404
pivoteamento, 383
solugio geométrica, 376
tableau simplex, 381
visdo algébrica, 386
Minimal, polinémio, 206, 207
Mudanga de base, 125
Mudanga de base por rotagdo, 127
Multiplicagdo por escalar, 7
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N

Norma, 219-221
de matriz, 340
do mdximo, 341

Normalizado, vetor, 227; veja vetor
unitdrio

Nifcleo, 151-155

Nula, matriz, 3

Nulidade, 162
matrz, 38

Nimero de solugdes de sistemas de
equacses lincares, 29
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OperagBes elementares sobre as linhas
de uma matriz, 35
Operador
auto-adjunto, 253,258
diagonalizavel, 203
idempotente, 215
linear, 180
nilpotente, 214
ortogonal, 253
caracterizagdo, 261-262
Ortogonal, matriz, 254
Ortogonal, operador, 253
Ortogonais, vetores, 224, 225
Ortogonalizagio, processo de, 229, 230
Ortonormal, base, 229

Pardbola, 290
Paraboléide
eliptico, 299
hiperbdlico, 300
Pardmetros, método de variagio dos,
328
Permutagio, 66
Perpendiculares, vetores, 224-225
Mano, no espago, 288
Plano
retas no, 288
vetores no, 97
Polindmio calculado em matriz, 203

caracteristico, 185
minimal, 206-207
Polindmios, espago vetorial dos, 105
Possiveis, sistemas de equagdes
lineares, 29
Posto, 162, 187
de matiiz, 39, 45, 80
Probabilidades de transigdo, matriz
das, 15
vetor de, 15
Processo
aleatério, 14
de Markov, 14
exato, 232
iterativo, 232
Produto
escalar, 220-221
intemno, 220-221
em espagos vetorais com-
plexos, 234
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Programagfo linear, 362
método
geométrico, 362
simplex, 374404
programa-exemplo, 392
teorema fundamental da,
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Quadrada, matriz, 3
Quaddricas
classificagio das, 298-301
degeneradas, 301
no espago, 298

R

Reflexdo, 148, 178, 181
Regido

factivel, 362

poliedral convexa fechada, 358
Reta no plano, 287
Rotagdo, 149, 182

Segmento, 356

Semij-espaco
aberto, 354
fechado, 354

Simétrica, matriz, 5,7

Sistemas de equagdes lineares, 29
equivalentes, 32, 36
grau de liberdade de, 45,46
impossiveis ou incompativeis, 44
indeterminados, 44
nimero de solugdes de, 44
possiveis (ou incompativeis), 44
resohugdo de, 29
solugdo de, 33,41

Sistemas equivalentes, 85

Solugio

de um sistema de equagdes diferen-

ciais, 318, 319
geral de uma equagio diferencial,
318
geral de um sistema de equagdes
diferenciais, 318
Subconjunto convexo, 356
Subespagos vetoriais, 105
gerados, 112
intersecgdo de, 110
soma de, 111
soma direta de, 112
Submatriz, 70, 80

T

Tableau simplex, 381
base inicial factivel, 381
solugdo
alternativa, 389
ilimitada, 389
Transformacio linear, 142
Transformagdes
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do plano no plano, 147
lineares inversiveis, 165
Translagfo, 150
Transposigdo, 7
Transposta, matriz, 7
Triangular inferior, matriz, 4
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Unitdrio, vetor, 227

Valor
caracteristico, 180
esperado; vejg valor médio
médio, 223,237
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Variagdo dos parametros, método,
128

Variagdo linear, 351

Vananga, 237

Variavel alcatdria, 236

Vanedadc linear, 104, 109, 114

Vazio, 291

Vcrtices, caracterizagdo geométrica
dos, 360

Vetor
caracteristico, 180
de probabilidades, 15, 236
fixo, 178

Vetores, 102

Ll 114
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no plano,97
Vetoriais
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subcspagos, 105
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