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CAPITULO

VETORES

1.1 VETORES

Este capitulo tem por finalidade precipua revisar resumidamente a nogdo de vetor no
R’ e no R® e suas propriedades, as quais ja devem ser do conhecimento do leitor" .

Sabe-se que os vetores do plano ou do espago sdo representados por segmentos orientados.
Todos os segmentos orientados que tém a mesma diregdo, o mesmo sentido ¢ o mesmo com-
primento sio representantes de um mesmo vetor. Por exemplo, no paralelogramo da Figura 1.1a,
os segmentos orientados AB e CD determinam o mesmo vetor v, € escreve-se

— —
v=AB =CD

Figura 1. 4

1 0 assunto pode ser visto em detalhes no livro Geometria Analitica, dos autores desta Aigebra Linear,
Editora Mc Graw-Hill.
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—
Quando escrevemos v= AB, estamos afirmando que o vetor é determinado pelo segmento

orientado AB de origem A ¢ extremidade B. Porém, qualquer outro segmento de mesmo com-
primento, mesma diregio e mesmo sentido de AB representa também o mesmo vetor v. Assim
sendo, cada ponto do espago pode ser considerado como origem de um segmento orientado que
¢ representante do vetor v.

O comprimento ou o médulo, a dire¢do e o sentido de um vetor v é o médulo, a diregio
e o sentido de qualquer um de seus representantes. Indica-se o médule de v por | v],

Qualquer ponto do espago é representante do vetor zero (ou vetor nulo), que ¢ indicado

por O.
A cada vetor nfo-nulo v corresponde um vetor oposto -v, que tem o mesmo modulo,

a mesma diregdo, porém sentido contrdrio ao de v (Figura 1.1b).

=¥

Figura 1,16

Um vetor v € unitdriose |v| = 1.

Dois vetores u e v si0 colineares se tiverem a mesma dire¢fo. Em outras palavras: u e v
sio colineares se tiverem representantes AB e CD pertencentes a uma mesma reta ou z retas
paralelas (Figura 1.1¢).

Figura 1.1c

Se os vetores nfo-nulos w, v ¢ w (o nimero de vetores nio importa) possuem represen-
tantes AB, CD e EF pertencentes a um mesmo plano 7 (Figura 1.1d), diz-se que eles sio

coplanares.
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e,
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Figuna 1.1d

1.2 OPERACOES COM VETORES

1.2.1  Adigio de Vetores

Sejam o§ vetores u e v representados pelos segmentos orientados AB e BC, respectiva-
mente (Figura 1.2a).

A n+v

Figura l.2a
_ —_—
Os pontos A e C determinam o vetor soma AC = u+tv,

1.2.1.1 Propriedades da adi¢éo

I} Associativa: (u+ v) +w=u+(v+w).
) Comutativa: u+ v= v+ u,

I1I) Existe um sé vetor nulo O tal que, para todo vetor v, se tem:
v+0=0+v=v
IV) Qualquer que seja o vetor v, existe um s6 vetor -v (vetor oposto de v} tal que:

vt(~v)=v+v=0
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Observacoes

1} A diferenca de dois vetores u e v quaisquer ¢ o vetor u + (-v). Sejam os vetores u e v
representados pelos segmentos orientados AB e AC, respectivamente. Construido o paralelogramo
ABCD (Figura 1.2b), verifica-se que a soma u +v ¢ representada pelo segmento orientado AD
fuma das diagonais) ¢ que a diferenga u - v & representada pelo scgmento orientado CB (a outra

diagonal).

Figura 1.2b

2) Quando os vetores u e v estdo aplicados no mesmo ponto, verifica-se que:

a) asoma u +v (ou v +u) tem origem no referido ponto;

b) a diferenca u - v tem origem na extremidade de v (e, por conseguinte, a diferenga v - u
tem origem na extremidade de u).

1.2.2  Multiplicagio de um Namero Real por um Vetor

Dado um vetor v¥0 ¢ um nimero real k¥ 0, chama-se produto do nimero regl k
pelo vetor v ovetor p = kv, tal que:

a) mbdulo: |p| = |kv]= k]| ¥];
b} diregio: a mesma de v;

¢} sentido: omesmode v se k >0, e contrarioao de v se k< 0.

A Figura 1.2.2 mostra o vetor v e os correspondentes 2v e -3v.

Observagdes:

1) Se k=0 ou v=0, ovetor kv € o vetor 0;
2) Se k=-1, ovetor (-1)v é o oposto de v, isto , (-1)}v=-v,
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Figura 1.2.2

1.2.2.1 Propriedades da Multiplicagdo por um Namero Real

Se u e v sd3o vetores quaisquer e a e b ndmeros reais, temos:

) a(bu) =(ab)u
IN(a+tb)u=au+bu
IIMa(utv)=au+av

IV)lu=u

1.3 VETORES NO R*
O conjunto
R:=Rx R={{x,y)/x,y € R}

é interpretado geometricamente como sendo o plano cartesiano xQOy.
——y
Qualquer vetor AB considerado neste plano tem sempre um representante (segmento
orientado OP) cuja origem € a origem do sistema (Figura 1.3a},

Em nosso estudo consideraremos geralmente vetores representados por segmentos orien-
‘tados com origem na origem do sistema. Nessas condigdes, cada vetor do plano € de_tgrminado
pelo ponto extremo do segmento. Assim, o ponto P(x,y) individualiza o vetor v=0P (Figura
1.3b) e escreve-se:

v=(x,¥)

identificando-se as coordenadas de P com as componentes de v.
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A origem do sistema O(0, O) representa o vetor nulo.

O vetor oposto de v=(x,y) é o vetor -v=(-x, -y).

1.4 IGUALDADE E OPERACOES

1.4.1 Igualdade

Dois vetores u={x,,y1} e v=(x,,y;) sdoiguais se, e somentese, X, =X, & ¥, =y,, €
escreve-se U =v,
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Exemplos:

1) Osvetores u=(3,5) e v=(3,5) sdoiguais.

2) Se o vetor u=(x+1,4) é igual ao vetor v={(5,2y - 6), de acordo com a defini¢do de igual-
dade de vetores, x+1=5 e 2y-6=4 ou x=4 e y=35. Assim,se u=v, entio x=4
e y=235.

1.4.2 Qperagoes

Sejam os vetores u=(x;, v;) ¢ v=(X;,¥2) ¢ a € R, Define-se:

a) utv=0x +X;,y1 %)

b) au=(ax;,avy)

Portanio, para somar dois vetores, somam-se¢ suas componentes correspondentes e, para
multiplicar um vetor por um mimero, multiplica-se cada componente do vetor por este nimero.

Por exemplo, se u=(4,1) e v=(2, 6), aFigura 1.4.2a mostra que:

u+v=(4,1}+(2,6)=(4+2,1+6)=(6,7)

e a Figura 1.4.2b mostra que:

T

2u= 2(4:1)=(2(4),2(1)) ={8,2)

Figura }.4.2b
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1.5 VETOR DEFINIDO POR DOIS PONTOS

Ocorre, as vezes, 0 caso de um vetor ser repreie}ntad{) por um segmento crientado que nio
parte da origem do sistema. Consideremos o vetor AB de origem no ponto A(x;,y;) e extremi-
dade B(x,,y.) (Figura 1.5).

d

Figura 1.5

De acordo com o _que foi visto no item 1.2.1.1 — (Observagio 2), o vetor ABéa diferenca
entre os vetores OB e OA:

AB = OB - OA
€, portanto:
AB = (xy,¥2) - (X1, ¥1)
ou:

e
AB ={x; -X1,¥2 - Y1)

isto €, as componentes do vetor AB sio obtidas pela diferenga entre as coordenadas da extremi-
dade B e as da arigem A.

Por exemplo, s¢ A(-1,3) e B(2, -2), o vetor AB serd:

AB =B-A=(2,-2)-(-1,3)=(3,-5)
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1.6 PRODUTO ESCALAR

1.6.1 Definigdo

Chama-se produfo escalar (ou produto interno usual) de dois vetores u=(x;,y;) e
v=(X,,¥z), €serepresenta por u.v, a0 nimero real:

U v=Ex1X; t¥1¥a

O produto escalar de u por v também é indicado por <u,v> e se lé “u escalar v
Por exemplo, se u=(2,3) e v=(4, -1), tem-se:

uv=2(4)+3(-1)=8-3=5

1.6.2 Modulo de um Vetor

Mbdulo de um vetor v={x,y), representado por |v|, ¢ o nimero real nio-negativo:

lv|= s/ v. v

ou, em coordenadas:

Ivl= vV (x,y).(x,y)

ou, ainda:

2

[v]= &/ x* +y?

Por exemplo, se v=(3,-4), entdo:
lvl= /32 +(4)7 =+/9+16 = /25 =5

A partir de cada vetor v# 0 ¢ possivel obter um vetor unitdrio u fazendo v = &I ;

Por exemplo, ¢ unitdrio o vetor:

4

(3, ~4L= (39 ‘4) - (3= '4)_ =(3= ‘4)= (3, '4) = (l q___)
g 2

13- SR (4 JI*16 J25 S

Observagao: Dado um vetor AB com extremidades nos pontos A(xy,y;) e B(xs,y2), ©
médulo desse vetor serd:

|Iﬁ| = \/(xl -x)? +(y2 -1 )

Assinale-se que a distAncia entre os pontos A e B é calculada pela mesma férmula,
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1.6.3  Propriedades do Produto Escaiar
Dados os vetores u, v ¢ w gquaisquer ¢ X € IR, tem-se:

Du.u=0 e u.u=0 se, esomentese, u=0=(0,0)

II}) u.v=v.u (comutativa)
[Du.(v+w)=u,v+u,w (distributiva em relagao a adi¢do de vetores)
IV)(mu).v=m(u.v}=u.(mv)

Viu.u=|u i
Observagoes: Como conseqiiéncia das propriedades do produto escalar, vem:
1) Jlutv|?=|ul?+2u.v+Iv[?
Com efeito:

lu+v|?=(u+v).(utV)=u.(utv)+v.(utv)
[ Su-dFr i rwry 0ty

[utvi?=|ul®> +2u.vt|v|?
2) De modo analogo, mostra-se que:

[u=w]P=ju]? =2u0.5% |%|?

1.7 ANGULO DE DOIS VETORES

Q dngule de dois vetores u=0A ¢ v=0B, ndo-nulos (Figura 1.7a), é o dngulo ¢ for-
mado pelas semi-retas OA e OB (Figura 1.7b) e tal que 0 <8 <.

Figurs 1.7a Figura 1.7b
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1,7.1 Calculo do Angulo de Dois Vetores
Sejam os vetores u#0 e v#0. O dngulo & formado por u e v pode ser calculado
pela formula:

u.v

ﬁsﬂ:

|uilv}

Figura 1.7.1

Com efeito, aplicando a lei dos co-senos ao triangulo ABC da Figura 1.7.1, vem:

[u-v[>=1ul® +|v|*-2]ullvicosf (1)
Mas, de acordo com o item 1.6.3 {Observa¢do 2), pode-se escrever:
lu-v[?=(ui?-2u.v+]|vi? (2)
Comparando as igualdades (2) e (1):
jul? -2u.v+{v|2=lul*+|v|* -2 ul|v] cosd
logo:

u.v=jul||v| cos@

cosf=—" (1.7.1)
fuflv|

Uma vez calculado @ cos 8, o dngulo @ é encontrado numa tabela de co-senos.
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Por exemplo, se u=(-2,-2) e v=(0,-2), o dngulo # pode ser calculado por intermédio
. da Formula (1.7.1):

u.v (-2,-2}.{0,-2)
cos = =
lullv] (-2)* +(-2)* = JO +(-2F
cos @ = Wi = 2 = L
VAt4d x JO+d /B x . /4 2/7 x2
_ v
cosf=——-=
V2 2
ST
8 = arc cos
2
B = 45°

1.8 PARALELISMO E ORTOGONALIDADE DE DOIS VETORES

a) Se dois vetores u=(xy,y,) € v=(Xy,y,) sdo paralelos (ou colineares), existe um mimero k
1al que:

u=kv
ou:
(x4, ¥1} = kX2, ¥2)
0 que implica:

E_YI=k
X ¥Ya

isto é, dois vetores w ¢ v sdo paralelos quando suas componentes si0 proporcionais. Representa-
se por u/f v dois vetores u e v paralelos,
Por exemplo, os vetores u=(-2,3) e v=(-4, 6) sdo paralelos, pois:
2. 3
-4 6
ou seja:
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b} Se dois vetores u=(x;,¥;) & v=(X,,ys) sdo ortogonais, o angulo & por eles formado &
de 90°, e, portanto, cos f = cos 90° =0, o que implica, pela Férmuta (1.7.1):

nv=10
ou.
X1%3 + ¥y, =0

isto &, dois vetores u e v sdo ortogonais quando o produto escalar deles é nulo. Representa-se
por ulv dois vetores u ¢ v ortogomais.

Por exempio, os vetores u=(2,3) e v={(-3,2) sdo ortogonais, pois:

B.v=2(-3)+3()=6+6=0

1.9 VETORES NO R*?
O conjunto
R=Rx Rx R={(x,y,2)/x,y,2€ R}

¢ interpretado geometricamente como sendo o espago cartesiano tridimensional Oxyz.

Da mesma forma como fizemos para o plano, consideraremos geralmente vetores repre-
sentados por segmentos orientados cort a origem na origem do sistema. Nessas condigbes, cada
vetor do espaco é deterﬂinado pelo ponto extremo do segmento. Assim, o ponto P(x,y, z}
individualiza o vetor v=0P (Figura 1.9) e escreve-se:

v={x,y,2)

identificando-se as coordenadas de P com as componentes de v.
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A origem do sistema O(0,0,0) representa o vetor nulo.
O vetor oposto de v=(x,y,z) éovetor —v=(-x, -y, -Z).

De forma anéloga i que tivemos no plano, teremos no espaco:

D) Dois vetores u=(x;,¥1,2:) € v=(X;,¥2,27,) sdo iguais se, ¢ somente se, x; = X,,
Y1 =Y2 € Z; = 1.

II) Dados os vetores u=(x,,¥y,2;} € v=(Xa,¥s,29) ¢ a€ IR, define-se:
Ut VE(X t X, ¥ Y Y. 2 t2s)

au = (ax,, ay,, az, )

II) Se A(xy,¥;,%;) ¢ B(x;,y,,2;) sio dois pontos guaisquer no esi::ago, entao;

ﬁ_
AB =(x; ~X,,¥2 ~¥1.2; -2, }

IV) O produto escalar dos vetores u = (X;, ¥y, 2;) € v={Xy, ¥3,Zy) é 0 nimero real:

U.VEXy Xy tiys + 2,2,

V) O moduto do vetor v=(x,y,z) ¢ dado por:
|v]=+/ X +y* + 22

VI} se u e v sdo vetores ndo-nulose & ¢é odngulo formade por eles, entdo:

1n.,v

cos =
jullv]

VII) Para u=(%1,¥1,21) € v=(Xy, ¥2,2;), tem-se:

X1 Me
a) u//v se, esomentese — = — = ;
Xz ¥a2 Z3

Z

b} u lv se,e somente se, x,x; ty,y¥, +Z;2, = 0.



CAPITULO

ESPACOS
VETORIAIS

2.1 INTRODUCAO
Sabe-se que o conjunto:
R’ = {(x,y)/x,y€ R}

¢ interpretado geometricamente como sendo o plano cartesiano. Um par (x,y) pode ser
encarado como um ponto (Figura 2.1a) e, nesse caso, X e y sdo coordenadas, ou pode ser
encarado como um vetor (Figura 2.1b) e, nesse caso, x ¢ y sd0 componentes (ou coordenadas).

Essa mesma idéia, em relacfo ao plano, estende-se para o espaco tridimensional que ¢ a
interpretacdo geométrica do conjunto R*. Embora se perca a visdo geoméirica de espagos com

dimensdo acima de 3, ¢ possivel estender essa idéia a espagos come R*, R®, ... R". Assim,
y * v A
(x, ¥}
e (x. v
- -
O % 0 X
Figurs 213 Figura 2.1b

13
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quiadruplas de nimeros (X;, Xz, X3, Xa) podem ser vistas como pontos ou vetores No espago
R* de quarta dimensio. A quintupla (2,-1,3,5,4) serd interpretada como um ponto ou
um vetor no espago IR® de dimensdo cinco. Entdo, o espage de dimensao n {ou espago

n-dimensionaly serd constituido pelo conjunto de todas as n-uplas ordenadas ¢ representado

por IRn  isto é:
R" = { (x4, X3, ..., Xp); , € R}

A maneira de se trabalhar nesses espacos € idéntica dquela vista em IR* eem IR®,
Por exemplo, se:
u:(xllxlyu'axn) € vz(yI:YZa"-: }"n)

sio vetores no IR™ e o um escalar, define-se:

a) u=v se,esomentese, X; =¥y, Xa = ¥a, ..., X5 =Y,
by utv=(x ty1, X3 +¥2, ..., Xy T ¥p)-

¢} ou=(ox;, Xy, ..., Xy ).

d) u.v = Xy tXy; ot Xy,

e} |u|=+y/u.u= \/xi+x§+...+xi.

Desde jd ¢ bom observar que o vetor u=(xy, Xa, ..., X,;) aparecerd, as vezes, com a nota¢io
matricial (matriz-coluna n x 1):

Xl

Xz

Rn

e ¢ facil ver que u+ v ¢ @u na notagdo matricial sdo os vetores:

X) Yil: | X1 t¥:

X3 V2 Xz TY;
u+v= : + ; =

Xn ¥n X t¥g

N il s e =
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) o]

) ]
21 = O = ;

Xn X

Vamos agora transmitir uma idéia nova. Para tanto, consideremos dois conjuntos: o R" e
o conjunto das matrizes reais de ordem m xn, representado por M(m, n). Como nesses
conjuntos estdo definidas as operagBes de adig@o e multiplicagdo por escalar, constata-se a exis-
téncia de uma série de propriedades comuns a seguir enumeradas.

Se u,v,w SIR", s¢e o, € IR ese A B.C € M (m, n), podemos verificar que:
a) Em relacdo d adigdo valem as propriedades:
) (utv)+w=u+ti(v+w) e
(A+B)+C=A+(B+() (associatividade da adi¢do)
2) utv=v+u e

A+B=B+A (comutatividade da adigio)

3) Existe um s6 elemento em R" e um 56 em M(m, n)
indicado por O e tal que:

u+=u e

A+0=A (existéncia do elemento neutro)

O elemento 0, nesse caso, serd o vetor 0=(0,0,...,0)€ R", na primeira igualdade, ¢
a matriz nula;

[_ﬂ 0 0
0 0 T

Q= o e M(m, n)
#0 0 G_J

na segundza igualdade.
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4) Para cada vetor u € R" e para cada matriz A€ M (m, n) existe um s6 vetor -u € RR”
e uma s6 matriz ~-A € M(m, n) tais que

ut{-u}=0 e
A+(-A) =0 | (existéncia do elemento simétrico)
Por exemplo, se tivermos u=(x,, X3, ..., X}, entdo o vetor simétrico ¢
P 1 n
-u ={-X3, X3, ..., -Xp,), &, ¢aso semelhante, para a matziz A e sua correspondente simétrica - A.

b} Emrelacdo a multiplicacdo por escalar valem as propriedades:

Dieu=a(@u) e
(f) A=a(BA)

D(x+tfu=au+fu ¢
{a+PA=cA+pA

Na{utv) =autav e
a(A+B)=aA +aB

4 lu=u e
1A= A

Conforme acabamos de ver, os conjuntos R" e M (m, n), munidos desse par de operacdes,
apresentam uma “estrutura” comum em relagio a essas operagdes. Esse fato ndo s¢ vale para
esses dois conjuntos com essas operactes mas para muitos outros, razio porgue vamos estuda-los
simultaneamente, Esses conjuntos serdo chamados espagos vetoriais.

2,2 ESPACOS VETORIAIS

Seja um conjunto V, ndo-vazio, sobre o qual estdio definidas as operagies adicdo e multi-
plicacdo por escalar, isto é:

Vu,ve V, utve V
Vae R, Vue V, aue V

O conjunto V com essas duas operacdes € chamado espago verorial rea! {(ou espaco vetorial
sobre IR) se forem verificados os seguintes axiomas:
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A)  Em relagdo a adigdo:
A)) (utv)+tw=ut(vtw), VuvweYV
A,) utv=v+uy VyveyvV
A;) H0€ V, YueV, u+0=u

Ay) Yue V, H(-u) € V, u+(-u) =90

M)  Em relagdo a multiplicagdo por escalar:
M) (af) u=a(Bu)
M.) (a+6) u=au+pu
M,) a(u+v)=autay
M;) lu=u

para Vu,vE V e Vo, g€ R

Observacoes

1) Os elementos do espago vetorial V serdo chamados verores, independentemente de sua
natureza. Pode parecer estranho, e d primeira vista ndo deixa de ser, o fato de se¢ chamar de

vetores os polinomios (quando V for constituido de polindomioes), as mamizes (quando V for
constiturdo por matrizes) os nimeros (quando V for um conjunto numérico), ¢ assim por diante.
A justificativa esté no fato de as operagdes de adigdo e multiplicagdo por escalar realizadas com esses
elementos de natureza tdo distinta se comportarem de forma idéntica, como se estivéssemos
trabalhando com os proprios vetores do R? ou do R®. Assim, a familiaridade que temos com
os vetores do R” e do R? terd coatinuidade nesses conjuntos. chamando seus elementas também
de vetores. :

2) Se na defini¢do acima tivéssemos tomado para escalares o conjunto C dos mimeros
complexos, V seria um espago veforigl complexo. Daqui por diante, salvo referéncia expressa
em contririo, serdo considerados somente espacos vetoriais reais. Assim, quando se disser que V
é um espago vetorial, deve ficar subentendido que V ¢ um espago vetorial sobre o conjunte IR,
dos niimeros reais.
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Exempios

1) O conjunto V=R* = {(x,y}/x,y€ IR} ¢ um espaco vetorial com as operages de
adigdo e multiplicacdo por um mimero real assim definidas:

(X, ¥y )+ (2, v} =(x) X0, ¥, + ¥3)
a(x, y) = (ax, ay)

Essas s30 as operagSes usuais de adi¢do e multiplicagdo por escalar.

Para verificarmos os oito axiomas de espago vetorial, consideremos u=(xX,,v;}, v= (X,.¥2)
e w=1(x3,¥3) Tem-se:

Ar) (i vptw=((X. y0) t (X3, ¥2)) + (x5, ¥3)
(Ut vi+w=((x; *X,y; t ¥, )+ (X3, ¥3)
(utv)+w=({x; + X3}t %3, (y; t¥2) t¥3)
(utv)tw=(x; t(x2 +x3), %1 +(y2 t¥a))
(V) +w=(x(, )+ (% tX3,¥2 +¥3)
(Ut V) +w=(x,y:) +{(x2.y2) + (x5, ¥3))

(utvi+tw=uti{vtw)
AE) U+V:(x1=y1)+(x2}Y2)
Ut v=(x; X5,y TY,)

utv={(x; *X;,¥; t¥)

(X2, ¥2) + (x5, ¥1)

u+vy=v+u

utyv

A3) gﬂz(o,ﬂjemza Vuc R21u+0:(xl:y1)+(030)
ut0=(x; +0,y, + 0}
ut 0=(x,¥)

utd=u
Ay) Yu={x;,y,)€ R?* T(-u)=(-x,-y,) € R?,
ut (-v)=(xy, ¥1) +(-%,-y,)

ut(u)=(x; - X4, ¥ -~ ¥1)

ut(-u}=(0,0=0
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M} (@f)u=(af)(x;,y1)={(@B) x;, @By, = (@(fxy), ax(By,))
@B u=a(Bx;,fy1)=aB(x;,y1))
(@f) u=a(Bu)

MZ) {a+ﬁ)u=(a+ﬁ){xls YI)=((a+ﬁ)xlf(a+ﬁ}}'1}=(ax1 +ﬁxlaay1 +ﬁy1)
{a"‘ﬁ)u:(axh“}'ﬂ"'(ﬁth}}'l]:a(x1,3’1}+ﬁ(xh?1}
(@+fu=autfu

Mi) alu+v)=al(x, ¥y} + (X2, ¥2)) = alx; + %2, ¥4 +y,)= (a(x) + X)), aly; +¥2))
au+v) = (@xy + @xy, ay, +oaya) = (ax,, ay,) +{ax;, ays)
afutv)=oalx,,y) talxz,y;)=autay

Ma) Lu=1(x%;,y1)= (1%, 1y1) =X, ¥1)

lu=u

2) Os conjuntos R?, R*, .., R" 330 espagos vetoriais com as operagfes de adigio e
muitiplicagio por escalar usuais. Depois de verificados os oito axiomas de espago vetorial para
o IR?, 0s mesmos ficam também evidentes nos conjuntos acima citados.

3} O conjunto R em relagéo as operagGes usuais de adigdo ¢ multiplicagdo por escalar. Os
vetores, ntesse ¢aso, sa0 numeros reais, e sabe-se que a adicdo de nimeros reais verifica as proprie-
dades A,,A,,A; ¢ Ay dadefini¢o de espaco vetorial. Assimn, também, o produto de reais € wn
ntimero real, e a operacio multiplicagio satisfaz os axiomas M, , M, Ma e M.

4) O conjunto M{m, n) das matrizes m X n com as opera¢oes adi¢io e multiplicacio por
escalar usuais.

Em particular, o conjunto M{(n, n) das matrizes quadradas, de ordem n, ¢ um espago
vetorial relativamente ds mesmas operagaes.

5} O conjunto
P.=1{a tayxtax’+. tax"a € R}

dos polindémios com coeficientes reais de grau <n, mais o polindmic nulo, em relagio s
operacdes usuais de adigdo de polindmios e multiplicagfo por escalar.

Em particular, o conjunto
P, = {apta x+ax*; o, € R}

é um espaco vetorial relativamente &s mesmas operagdes.
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6) O conjunto
v={f: R— R}

das fungdes reais definidas em todareta. Se f, g€ V e « € R, definese:
f+g: R— IR

x> {1+ g) (x) = f(x) + g(x)

af: R— IR
X~ (af) (x) = af(x)
7} O comunto
Vv={(x,x*M/xe R}
COm as oﬁeragﬁes definidas por:

(X1, X7) @ (%2, X3} = (X %, (%) + %))

a () (x, x¥) = (ax, a*x?)

£ um espaco vetorial sobre IR.

(s simbolos @ e @ sdo utilizados para indicar que a adigdo e a multiplicag@o por escalar
ndo 530 as usuais.

8) O conjunto
V={{xy)x,y>0]
¢ um espago vetorial com s operagbes adi¢ac e multiplicagio por escalar definidas assim:

(Xla}'l)® {x2,¥2) ={(xy * Xz, ¥1 %X ¥2)

a(®) (x,y) = (x* y¥



Espagos veroriais 23

O trabalho de testar os oito axiomas de espago vetorial € um 6timo exercicio para o
leitor, o qual observari, por exemplo, que o elemento neutro da adigio @ (axioma Ajz) € o
vetor (1,1) e que o elemento simétrico {axioma A,) de cada wvetor (X,¥)E V € o vetor

r 4
Gry)E V-
9) Seja o conjunto;
R?={(a,b)a,be R}

Vamos mostrar que o conjunto R? nfo é um espaco vetorial em relagio is opera¢Ges

assim definidas:

(a,b)+{(c,d)=(a+tc,b+d)
k{a, b) =(ka, b)

Ora, como a adigdo aqui definida ¢ a usual, verificam-se os axiomas A;, A;, A; e A, de
espago vetorial, conforme vimos no exemplo 1. Logo, devem falhar algum ou alguns dos axiomas
relativos 4 multiplicagdo. Vamos testd-los.

Consideremos:
U={x,¥), v=(x9,¥2) € a. e R

Temos, entio;

M) (af) u=(af) (x1, ¥1) = ((@f) X;, v1) = (@ (Bx1), ¥1) = (Bx,, ¥1)
(@B u=a@(x;.y,)}=aBu)

{Este axioma se verifica.)

My) (et Byu={o+8)(x.y)=((at+B)xi.y1) = (ax; +BX(,¥1)
autfu=a(x;,y) +8(xy, y1)=(axy, ¥, ) +{8x,,y,) = (ax; +8x,, 2y,)

Como se vé;
{et+fu+cau+fu

¢, portanto, nao se verifica o axioma M, , o que comprova mgo ser um espago vetorial o conjunto

de que trata esse exemplo.
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2.3 PROPRIEDADES DOS ESPACOS VETORIAIS

Da definigdo de espago vetorial V decorrem as seguintes propriedades:

I) Existe um Gnico vetor nulo em V {(elemento neutro da adig¢ido).

I) Cadavetor u€ V admite apenas um simétrico (-u)& V.,

III) Para quaisquer u,v,wE V,se u+w=v+tw entdou=v.

IV) Qualquer que seja vE V, temse:

L-v)=v

isto €, o opostode -v € V.

V) Quaisquer que sejam u, vE V, existe wm e somente um X € V tal que:

utx=v

Esse vetor x serd representado por:

VI Qualquer que seja vE V, tem-se:
Ov=10
Naturalmente, o primeiro zero € o numero real zero, e o segundo € o vetor 0 € V.
VII} Qualquer que seja AE R, tem-se:
A0=0
VIII) Av=0 implica A=0 ou v=40
[X) Qualquer que seja vE V, tem-se:

(-1)v=-v
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X) Quaisquer que sejam v € Ve AE R, temsse:

(M) v=A(-v)= -(Av)

2.4 SUBESPACOS VETORIALS

Sejam V um espago vetorial ¢ S um subconjunto ndo-vazio de V. Q subconjunto S é
um subespago vetorial de V se S ¢ um espaco vetorial em relagdo i adigio e & multiplicacio
por escalar definidas em V.

Para mostrar que um subconjunto S ¢ um subespago vetorial de V, deveriamos testar
08 oito axiomas de espago vetorial relativos a adigio ¢ 4 multiplicagio por escalar. No entanto,
como S € parte de V, que jd se sabe ser um espago vetorial, ndo hd necessidade da verificagio
de certos axiomas em 5. Por exemplo, o axioma A; diz que u+v=v+u, Yu,vE V. Ora, s
a comutatividade da adigdo ¢ vélida para todos os vetores de V, ela valerd, conseqlientemente,
para todos os vetores de 5. Existem outros axiomas de espa¢o vetorial merecedores de comen-
tirio idéntico. O teorema seguinte estabelece as condi¢bes para que um subconjunto S de um
espago vetorial 'V seja um subespago vetorial de V.

2.4.1 Teorema

Um subconjunto S, ndo-razio, de um espaco vetorial V € um subespago vetorial de 'V se
estiverem satisfeitas as condigdes;

It Para quaisquer u, vE S, tem-se:
utve §
II) Para quaisquer ¢ € IR, u€ 8, tem-se:

aues S

Vamos mostrar que sendo vilidas essas duas condigbes em S, os oito axiomas de espago
vetorial também se verificam em S,

De fato:

Seja u um vetor qualquer de 8. Pela condigdo II, au& S para todo o€ R. Fazendo
a=0, vem Qué& § ou seja, 0 § (axioma A,) Fazendo «a=-1,seque (-Du=-u€ §
(a}(ioma A4 ;l
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(s demais axiomas A, A, M;, M, M; e M, de espago vetorial sao verificados em S pelo
fato de ser S um subconjunto ndo-vazio de V.,

Observacao

Todo espago vetorial V admite pelo menos dois subespagos: 0 conjunto {0}, chamado
subespago zero ou subespago nule, e o préprio espage vetorial V. Esses dois sdo os subespagos
rrivigis de V. Os demais subespagos sdo denominados subespacos proprios de V.

Por exemplo, os subespagos triviais de V=R’ sdo {(0,0,0)} (verificar as condigdes
Iell do teorema 2.4.1) e o préprio R*. Os subespagos proprios do R® sdo as retas e os planos
que passam pela origem.

Para V= IR?, ossubespagos triviais sdo: {(0,0)} e R?, enguanto os subespagos proprios
40 as retas que passam pela origem.

Exemplos

1) Sejam V=R? e S={{(x,y) € R*/y=2x} ou S={(x,2x:x E R}, isto é, $¢é o
conjunto dos vetores do plano que 1m a seégunda componente igual ao dobro da primeira.
Evidentemente, S5 ¢, pois (0, 0) € 8§,
Verifiquemos as condigges 1 e 11,

Para u=(x,,2x,)€ § e v=(x,, 2%} € §, tem-se:

I} utv=(x; +x, 2%, +2%,)=(x; +X3,2(x; + X)) E §, pois a segunda componente
de u+v ¢igual ao dobro da primeira.

I} au=a(X;, 2% )= (ax;, 2{ax,;)) € §, pois a segunda componente de au ¢ igual ao
dobro da primeira,

Portanto, S é um subespaco vetorial de RZ.

Esse subespago S representa geometricamente uma reta que passa pela origem
(Figura 2.4.1a}.

Observemos que ao tomarmos dois vetores u e v dareta, o vetor soma u+ v ainda
¢ da reta. E se multiplicarmos um vetor u da reta por um nimero real «, o vetor au ainda
estard na reta.
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-

Figura 2.4.1a

(O mesma ndo ocorre quando a reta ndo passa pela origem. Por exemple, a reta:
S={(x,4-2%); xE R}

ndo € um subespago vetorial do R?, Se escolhermos os vetores u=(1,2) e v=(2,0) de
S, ternos u+v=(3,2)¢ S (Figura 2.4.1b),

‘}"

B

u+y

Thd P e e s

Figura 2.4.1b
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Observernos ainda que qu & S, para a+ 1.

Os exemplos destas duas Ultimas retas sugerem, para qualquer subconjunto S de um
espaco vetorial V, que:sempre que 0 € 8. 8 ndo ¢ subespaco de V. Alias, esse tato €
sempre Util para detectar, muitas vezes de imediato, que um subconjunto S ndo € subespago
vetorial. No entanto, nio nos enganemos pensando que, se 0 £ 5, 5 € subespago. pois
podemos ter 0 €S sem que S seja subespaco. E o caso do subconjunto

S={(x;|x{); x€ RICR?

Observemos que (0,0} € S e que, se tomarmos os vetores u=(3,3) ¢ v=(-2,2)
de S, teremos u+v=(1,5}¢ S (Fipura 2.4.1c).

- w e wm—= - oa

Figura 2.4.1c

Observemos ainda que au& §, a <0,

Observacdo

Nos exemplos trabalharemos somenie com conjuntos ndo-vazios, fieande dispensada a
necessidade de mostrar que ¢ conjunto é ndo-vazio.

2} Sejam V=R’ e

S={(x,y,2)/ € R¥*ax+by+cz=0}
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Nesse caso:

u=(x,y1,2)E S implica ax, + by +cz; =0

v=(X3, ¥;,22)€ S implica ax, + by, +¢cz, =0
I} Somando essas igualdades, resulta:
a(X; + X2}t blyy +yz)te(z; +22)=0
e essa igualdade mostra gue:
Ut v=(Xy + X3, ¥1 t VY2, 2 ¥22)E S
pois as coordenadas de u + v satisfazem a equagdo

axtby+cz=0

) Por outro lado,
ou = (X, ay;,aZ;) <€ S
pois, s8¢
ax, t by; tcz, = 0,
entio:
a(ax, + by +cz;) =l
ou:
a{ax;) +b(ay,)tc(az;)=0
0 que vem mostrar que as coordenadas de au satisfazem a equagio ax +by +cz=0.

Logoe, S é um subespago vetorial de R*. Esse subespago S representa um plano
qualquer passando pela origem no R*. #
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3)  Sejam V=R*

S={(x,y,z,0) x,v,z€ R}

isto €, S ¢ o conjunto dos vetores de R* que tém a quarta componente nula.
Verifiquemos as condigtes 1 e II de subespago.

Para u=(xlr}rl$zls O}E Se v={xﬂi y!gzZSD}E S; tem-se:
I) u+tv=(x; +X,5,¥1 +¥2,2; +2,,0)€ S, pois a quarta componente de u+v ¢ nula.

IT) qu={ax,,ay,,xz;,0)E §, poisa quarta componente de au ¢ nula.

Logo, S € um subespago vetorial de R”.

4} Sejam
| a b
V=M(2,2)-= : a,bcdER
¢ d
e
a b
S= : a,beE R
0 0

isto €, S € o conjunto das matrizes quadradas, de ordem 2, cujos elementos da segunda linha

s30 nulos.
Para quaisquer
a 0y ay b,
u = € 5, v = €S ¢e aE R
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tem-se;
I} u+ve §
II) aveE §

Logo, S ¢ um subespago vetorial de M{(2, 2).

Observacdo
E interessante observar que se tivéssemos considerado v=R* ¢

S= {(a,b,0,0);3,b€ IR},
o raciocinio seria idéntico ao que foi feito para as matrizes acima.

5) Sejam V =M(n, n), B uma mauiz fixade V e

S={AE M(n, n/AB=0}

isto €, S é o conjunto das matrizes que, multiplicadas & esquerda por B, t¢m como resultado

a matriz nula.
Entdo:
A, € S implica A\ B=0
A, € § implica A;B=0

I) Somando essas igualdades, vem:

AB+AB=0
ou:

(A, +A)B=0
¢, portanto:

Ayt Ay E S
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IT) Multiplicando por o real a primeira igualdade, vemn:

a(A,;B)=al
ou:

(xA,)B=0
€, portanto:

aA; € 5.

Logo, S5 ¢ um subespago vetorial de M (2, 2).
6) Sejam V=M(3,1) e

S o conjunto-solugio de um sistemna linear homogéneo a trés varidveis,

Consideremos o sistema homogéneo

3x+4y~-2z2=0
2xt y- z=0
X- y+3z=0
Fazendo:
3 4 -2 X
A =12 1 -1/, X=|vy e 0=
| 0
ph =L 3 A Rd

0 sisternd, em notagdo matricial, serd dado por AX =0, sendo X elemento do conjunto-
solugdo S.

Se

u=X, = ¥i e v=X, = ¥a
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sdo solucdes do sistemna, ento:
AX; =0 e AX; =0

I) Somando essas igualdades, vem:

AX1 +AX.1 =(
ou:

A(X1 +Xz)=0
o que implica

isto é, a soma de duas solugbes € ainda uma selugao do sistema.

IT) Multiplicando por « real a primeira igualdade, vemn:

{I(AXI) =a(
ou:
A(&X]) =0

o que implica
HX}_ & S

isto €, o produto de uma constante por uma solugio € ainda uma soluggo.

Logo, o conjunto-solugio S do sistema linear homogéneo ¢ um subespago vetorial de
M3, 1)

Observacoes

1) Esse conjunto-solugdo S pode também ser considerado subespago de R?, pois um
vetor (x,y,z)E€ IR® tem notagio matricial:
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2) Esse subespago S € também chamado espago-solugao do sistema AX =0,

3) Se tivermos um sistema homogéneo de m equagdes lineares com n varidveis, o
espago-solugio serd um subespago de R",

4) Se um sistema linear € ndo-homogéneo, o seu conjuntosolugio S ndo € um subespaco
vetorial (verificagdo a cargo do leitor),

7)  Sejam V=TR?

S={(x,¥); x> 0}

isto €, S ¢ o conjunto dos vetores de R? cuja primeira componente ¢ positiva.
Sendo

U=(X1,Y1), x!:}oa e
v=(X2, ¥2), X2 >0

vetores quaisquer do S, temos:

[} utv=(x, +X3,¥; ty2)E S pois x; +x; >0, isto &, a soma de dois vetores com a
primeira componente positiva ¢ um vetor cuja primeira componente € também positiva.

II) au= (axl,&y,)i’ S quando a <0, isto €, nem sempre o produto de um vetor com
a primeira componente positiva por um numero real @ resulta um vetor cuja primeira
componente € positiva. Por exemplo, u=(3,4)€ S e -2(3,-4)=(-6,8)¢ B

Logo, S nio ¢ subespago de R?.

Para chegar a essa conclusio poderfamos ter usado o fato de que (0, 0) ﬁg S (imediata).

2.4.2  Interse¢do de dois Subespagos Vetoriais

Sejam S, e S, dois subespagos vetoriais de V. A intersegio S de §; e §;, que se
representa por §S=38§, M §;, €0 conjunto de todos os vetores vE V taisque vE S, e VE §,.
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2.4.2.1 Teorema

A interse¢fo S de dois subespagos vetoriais 5§, e S, de V ¢ um subespago vetorial de

V. De fato:

) se u,vE §;, entdo u+veE 5;;

se W, v € §,, entdio ut+tve S,.
Logo:
utve §, MNSJ, =8

II) Para quaiquer A€ R:

se vE §,;, entdo AVE 5,

se VE §,, emtdio Av & 3,.
Logo:

AVvE 5, M8 =8

Exemplos:

1) Seja V o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem 2:

V= 3 ﬂ,b,c,dER

Sejam S; e S, subespagos vetoriais de V:

Sy . a,bE R
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8, = i a,ceE R

A interse¢do S=S; M S, € um subespago vetorial de V:

2) Seja o espago wetorial R®={{(a, b,c); a,b,c€ R} e os subespacos vetoriais
S, =1{(a,b,0);, a,bE R} e S$;,=1{(0,0,¢c), cER}. A intersegdlo S, NS; € o
subespaco vetorial S= {(0,0,0)}={0}.

2.4,3 Soma de dois Subespagos Vetormais

Sejam S; e §; dois subespagos vetoriais de V. Asoma S de Sy e 8, que se repre-
senta por S=8§, +8,, ¢ o conjunto de todos os vetores ut+v de V taisque u€ §, ¢ vE §,.

2.4.3.17 Teocrema

A soma S de dois subespagos vetoriais S; e S; de V ¢ um subespago vetorial de V. De
fato:

) se u;,u; € S, entdo u; +uy € §;;

st v,Vs € §;, entllo vy +v; € §,.
Por outro lado:

uy tv, €8

Uy + vq = 8
logo:

(u +vi)+t(u +vp)=(u tu)+(v, +v;)€ § +5, =8
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II) Para qualquer A€ R:

se u; € St, entdo ?‘Lul B S

se vy € S;, entdo Av, € §;.
Por outro lado:

wy+v;ES

logo:

7‘(“1 +V|)=}RU| +AV] € S| +S; =S

Exemplos

1) A soma S dos subespagos vetoriais S, e S; referidos no exemplo 1 de 24.2.1 é um
subespago vetorial de V:

S =  Lh e R

2)  Sejam os subespagos vetoriais S; = {(a,b,0); a,b€ R} e S; ={(0,0,¢c);c € R} do
espago vetorial R® = {{a, b,c); a,b,c€ R}.

A soma S, +8, € osubespaco vetorial S= {{a,b,c); a,b,¢c€ R}, que, no caso, é
o préprio R”.

2.44 Soma Direta de dois Subespacos Vetoriais

Sejam S; e S; dois subespagos vetoriais de V. Diz-se que V é a somadireta de S, e
Sy, eserepresentapor V=5, ® S,, se V=5, +5; ¢ 5§, NS, ={0}.
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2.4.4.1 Teorema

Se V é a soma direta de 8, e S;, todo vetor vE V se escreve, de mode lnico, na

forma:

onde:

Qu:

onde:

vout+w

ueE §; e we S,

De fato, de V=15, @S; vem, para qualquer ve V:
v=u+w, onde u€ S, e ve §,

Suponhamos que v pudesse exprimir-se também pela forma:
v=u'+w', onde VES e weES,

As igualdades 2.4.4.1-T e 2.4 4.1-1] permitem escrever:
utw=u"+w

u-u'=w -w

u-u'eE 8 e w-we s,

Tendoemvistaque S, N8, = {0}:
u-u'=w-w=90

isto &€

}

u=u e w=w

(2.4.4.1-1)

(2.4.4.1-1D)
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Exempio:
O espago vetorial R* = {(a,b,¢); a,b,¢c € R} € a soma direta dos subespagos vetoriais:
S ={(a,b0)abE R} e 8§ ={(0,0c)cE R}

pois qualquer vetor (a,b,c)€ R* pode ser escrito como soma de um vetor de S, e um vetor
de S, de modo tnico:

(a,b,¢)=(a, b, 0)+{0,0,¢)

e, portanto:

R? =3, (38,

2.5 COMBINAGAQ LINEAR

Sejam os vetores vy, vy, ...,V do espago vetorial V ¢ osescalares a;, ay, ..., a_. Qualquer
vetor v & V da forma:

v=a:¥ taz v, +'"+3n""n

¢ uma combinacdo linegr dos vetores vy, v, ..., ¥

Exemplo

No espago vetorial P, dos polindmios de grau < 2, o polindmio v=7x* + 11x - 26 ¢
umna combinagdo linear dos polinémios;

vy =5x7 -3x+2 e vy =-2%x% +5x-8
De fato:
15tQ é:
Tx? + 11x - 26 =3(5x% - 3x + 2) + 4({-2x* + 5x - B)

Tx2 +11x -26=15x% - 9x + 6 - 8x* + 20x - 32
Tx2 + 11x-26=7x2 +11x-26
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2.5.1 Problemas Resolvidos

Para os problemas de | a 4, consideremos, no R’, os seguintes vetores: vy =(1,-3,2)
e vy =(2,4,-1).

1)  Escrever o vetor v =(-4, -18, 7) como combinagdo linear dos vetores v, e v,.

Solucdo
Pretende-se que:
vaa; vy tag vy
sendo a; € a, escalares a determinar. Entdo, devemos ter:
(-4,-18,7)=13,(1,-3,2) + a;,(2, 4, -1}
ou!
(-4, -18, Ty =(ay, -3a,, 2a,) ¥+ (2a,, 4a,, -a,)
ou:
(-4, -18, 7y =(a, + 2a,, -3a, + 4a,, 2a; - a;)
Pela condi¢io de igualdade de dois vetores, resulta o sistermna:
a; +2a, =-4
-3a; + 4a, = -18
28, - a; =7
cuja solugio é a; =2 e a, = -3.
Portanto,

v=2v, - 3v,
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Observagdo
Esse sistema e outros deste Capitulo estdo resolvidos no Apéndice.

2)  Mostrar que o vetor v =(4, 3, -6} ndo € combinagdo linear dos vetores v, & v,.

Solugdo
Deve-se mostrar que ndo existern escalares a, ¢ a, tais que:
V=281V tavy
Com procedimento andlogo ao do problema anterior, temos:
(4,3,-6)=2,(1,-3,2)+a,(2,4,-1)

de onde resulta o sistema:

ay +2a; = 4
—331 +4az =3

231 &= ﬂ.z=-ﬁ

Observemos que esse sistema difere do anterior pelos termos independentes. Como &
incompativel, o vetor v ndo pode ser escrito como combinagdo linear de v, e Vs,

3)  Determinar o valor de k para que o vetor u={(~1,k, -7) seja combinagio linear de
Vl < V:.

Solucao
Devemos ter:
u=a; vy +a,v,
ou;

(-1, k, -'?) = 31(1, -3, 2) + 32(2, 4, -l}
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de onde vem o sistemna:

,

a4 +23.-1=-1
: —331 +4aj_= k
231 = 32=—?

“

do qual resulta, como solugdo do problema proposto, k=13 (a; =-3 ¢ a; = ).
De fato:

(=1, 13,-7) = -3(1, -3, ) + 1(2, 4,-1)
(-1,13,-D=(-3,9,-6) + (2,4, -1)
(-1,13,-7) =(-1, 13, =7}

4)  Determinar a condiciio para x, y e z de modo que (x,y,z) seja combinagio linear dos
vetores vy e Vs,

Solucdo
Devemos ter:
(x,y.2)=2,(1,-3,2) + 2;(2,4,-1)

de onde vem o sistemna:

ay +24, =X
-3ay + 4a, =Y

231" ﬂgzz

O vetor (X,y,z) somente serd combinagdo linear de v, e v, se o sistema tiver solugdo, ¢
isto somente ocorre se:

Xx-y-2z=0
ou:

X=y+2z
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Assim, todos os vetores (X,v,2) € IR?, que sio combinacdes lineares de v, e v,, tém

a forma;

(y+2z,y,2)

com v,z € R,

Podemos fazer a interpretagdo geométrica desse resultado. Observemos que os vetores v, e
v, ndo sdo colineares. O vetor a;v, tem a dire¢do de v,, e o vetor a;v,, a direcdo de v,.
Lopo, todos os vetores (x,y,z) € R? do tipo

{(x,v.2)=ayv; ta,v,

formam um plano 7 que passa pela origem conforme sugere a figura 2.5.1. Esse plano tem equacio
X -y =22 =0, que estabelece a condigdo solicitada entre os componentes x, y e Z.

x Figura 2.5.1

5)  Mostrar que o vetor v=(3,4}€ IR* pode ser escrito de infinitas maneiras como combi-
nagio linear dos vetores vy =(1,0), v, =(0,1) e v3 =(2,-1).

Solugdo

Tem-se:

(3,9)=a(l,0+b{0, 1) +c(2, -1



44 Algebra finear

donde:
at 2c=3
b- ¢c=4
ou:
a=3-2c
b=4+ ¢

¢, portanto, para cada valor de ¢ obtém-se um valer para a e outro para b,

25.2 Subespagos Gerados

Seja V um espago vetorial. Consideremos um subconjunto A= {v,,v,, ..,,vn} CV,
A g, |

(Q conjunto S de todos os vetores de V que sdo combinagGes lineares dos vetores de A ¢
um subespaco vetorial de V.

De fata, se:

u= a1, + a:vi +,,,+&nVn

v=hyv; thyv, +.. .+ bnvn

s30 dois vetores quaisquer de S, pode-se escrever:
utv={a; +by)vy t{a, +by)v, +,_,+(::11_t +bn)vn
au=(oa, vy +(aa)v, +...+ (aan) v

Tendo em vista que u+vE S e que aou& § por serem combinagles lineares de
Vi, Y2, e Vo conciui-se que S é um subespago vetorial de V.

Simbolicamente, o subespago S €

S={ve Vlv=a,v Foo F BN By B E R}
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Observagdes

1) O subespago S dizse gerado pelos vetores v, v,, ey Yoy U gerado peko conjunto A, e
representa-se por:

S = [V1 . ¥32, ...,Vn] ou S= G(A)

Os vetores vy,vy, ...,V

, 530 chamados geradores do subespago S, enquanto A ¢

o conjunto gerador de S.
2)  Para o caso particular de A = ¢, definese: [p] ={0}.
3) AC G(A), ovuseja, {vy, ..,vy} C [vi,...,¥v,].

4) Todo conjunto AC V gera um subespago vetorial de V, podendo ocorrer G(A) =V,
Nesse caso, A é um conjunto gerador de V.

Exemnplos

1)  Osvetores i=¢1,0) e j=(0,1) geram o espago vetorial R?, pois qualquer (x,y)€ R?
¢ combinagao linear de i e j:

(x,y)=xi +yi=x(1, 0} + y(0, 1} =(x, 0} + (0, ¥) = (x, ¥)
Entfo;
[i,j] = R?
2) Osvetores i=(1,0,0) e j=(0,1,0) do R? geram o subespago
S={(x,y,0)€ R/x,ye R}
pais:
(x,y,0)=x(1,0,0)+y(0, 1, 0}
Entao:

[i,j1 =S8 ¢ um subespaco prépric do R? e representa, geometricamente o plano xQy.
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(i, ]

/4

X

3) Osvetores e, =(1,0,0), e; =(0,1,0) e e3 =(0,0,1) geram o espago vetorial R?, pois
qualquer v=(x,y,2) € R’ ¢ combinacfo linear de e, e; e ej:

(x,y,2)=x(1,0,0) +y(0,1,0) +2(0,0, 1)
ou;

V= XeEy + Yeu + Z&y

Entio;

{ela 32163] = IRS

Observapio

Antes de resolvermos alguns problemas e fornecermos certas interpreta¢des geométricas,
atentemos parz um fato importante.

Dados n vetores vy, .., v, de um espago vetorial V, se wE V £ talque
w=a vt tav,

entio;
[Vis ooy ¥, W] = [V, ooy vy

pois fodo vetor v que é combinagao linear de v,, ..., v,, W € também combinacdo linear de

Viy ooy Vo
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Supondo que:

vE{vy, ..., ¥, W], entdo existem nimeros reais by, ...

tais que

y=byv, +... +bpvy tbw

mas:
w=a,v +.. . tagv,
logo:
vabyvy + o+ Dbpvy +blagv, o +apvy)
ou
V= (bl 2n alb)V1 F e T (bn + anb)\’n
e, portanto, v é combinagdo linear de vy, ..., v, i5t0 ¢,

v € [vy, .... Vn]
A reciproca, ou s¢ja,
v & [vy, ..., vg|, entdo VE [v;, ..., vy, W]

é trivial, pois

se v=a,vyt+ ... tapvy, entdo v=a,v, + ... +agvy + Ow.

pbnﬂb

Assim, sendo S um subespago gerado por um comjunto A, a0 acrespentarmos vetores
de S a esse conjunto A, Os novos conjuntos continuardo gerando o mesmo subespago 5. Esse
fato faz entender que um determinado subespago S pode ser gerado por uma infinidade de
vetores, porém existe um reimero minimo de vetores para gerd-io.

2.5.2.1 Prablemas Resolvidos

6)  Seja V=R?, Determinar o subespago gerado pelo vetor v, =(1, 2, 3).

Solucdo

Temos:

v]={(xy,2) € R /(xy,2)=2(1,2,3), a€ R}
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Da igualdade:

(x! y! z) = a(]'! 2, 3)

vem

X= 2

y=172a

z=3a
donde

y=2x

zZ =3x

Logo,

{V1]={(X,Y,Z}EIR3;I}'=2X e Z=SX}
ou

[vi] = {(x 2x, 3x); x € R}
O subespaco gerado por um vetor vy € IR?, v; # 0, é uma reta que passa pela origem
(Figura 2.5.2a). Se a esse vetor acrescentarmos vz, vs, ..., todos colineares entre si, o subespago

gerado por 2, 3, ... vetores continuard sendo a mesma reta;

(vil = [vi,v2] = [v1, v2,v3] = ... (Figura 2.5.2b)

z‘ 24

X Figura 2.5.2a X Figura 2.5.2b
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7)  Seja V=IR? Determinar o subespaco gerado pelo conjunto A = {v;, vo}, sendo
Vi = (11 "2: _l] € ¥a = (21 1: l)‘

Selugdo

Temos:
[Vh“"zl = {(1, Y, L IRJJ"(X, Y, 2)=a,(1,~2,-1) ta;(2,1,1), 3,2, € R}

Da igualdade acima, vem:

iy g 232 =X
—231 + ilz =y
-4, + 4, =12

O vetor (x,y,2) € [vy, v3] se, e somente se, o sistema tem solugdo. ¢ isto somente ocorre
quande x + 3y - 52 =0 (exercicio a cargo do leitor),

Logo:

[Py, 2] = {(x,y,2) € R}/x+3y-52=0}

O subespago gerado pelos vetores v,, v, € R® ndo-colineares, é um plano n que passa
peia origem (Figura 2.5.2¢). Se a esses dois vetores acrescentarmos vs, v, ..., todos coplanares,

o subespago gerado por 3,4, ... vetores continuard sendo o mesmo planc 7:

[Vi, v2] = [vi, V2, va] = [vi, v2, v3, v4] = ... (Figura 2.5.2d)

Figura 2.5 2¢ Figura 2.5.2d
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8) Seja V=IR’. Determinar o subespaco gerado pelo conjunto A = {v,, v5, v3}, sendo
vi=(l, 1, 1), vi=(1,1,01e v3=(1, 0, 0),

Salfucdo
Para todo vetor (x,y,2z) € [vy, vy, v3], tem-se:
(x,y,z}=a;(L. 1, I} +a,(1, 1, 0) +ay(1,0,0)

Desta igualdade, vemn:

2 ta; taz; =x

a; +a, =%
44 =z
ou:
dy =iE
a3 Ty-12
43 =X -y
Portanto:

(x= Y=Z}=Z(1! 1: l)+(}'-'2)(1, 1=D)+(X_Y}(lr 050)

e, por conseguinte, os vetares vy, v, e v3 geram o R, pois cada vetor do R® ¢ combinagdo
linear dos vetores dados.

Logo:

[“'Fl! Va, V3}: ]R'3

O subespago gerado por trés vetores ngo-coplanares ¢ o propric R*® (Figura 2.5.2e). Sea
esses trés vetores acrescentarmos Vg4, Vs, ... quaisquer, o subespaco gerado pelos 4, 5, ... vetores

continuard sendo o p1oprio R3:

[vi, V2, “'3] = [VI:V‘I: vy, Va] = ...
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Figura 2.5.2e

9)  Mostrar que o conjunto A={ (3,1),(5,2)} gerac IR’.

Solucdo

Vamos mostrar que todo vetor (x,y) € IR® ¢ combinagdo linear dos vetores do comjunto

A, isto €, sempre existem os mimeros reais a, € a; iais que:
(xs Y} = 31(3) l) + 32(51 2‘)
Da{ vem o sistema:

3a; + 51, =x

a; t2a; =y
que, resolvido em termos de x ¢ y, fornece:
ap =2x-5% e a,=3y-X
Portanta:
(x, ¥)=(2x - S5yH3. D+ 3y - x)(5, 2)
isto é:

G(A) =IR?
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10} Sejam V=M(2, 2) e osubconjunto
@t 92 3 -1
A = 3
-2 31414 1
Determinar o subespago G(A).
Sofucdo
Para todo vetor
X y
¥ = € G(A),
z t
tem-se:
X y -1 2 3 -1
= 2 +b
z 1 -2 3 | I
¢ dai o sistema:
.
-a+ 3 =x
2a- b=y
-2a + b =1z
33+ b=t
que € compative] se:
Z=-y e x=-2y+t
Logo:
“dy+t ¥y
G(A)= | V, tE€R
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2.6 ESPACOS VETORIAIS FINITAMENTE GERADOS

Um espago vetorial V é finitamenre gerado se existe um conjunto finito A, ACYV, tal
que V=G(A).

Com excecdo do Exemplo 6 de 2.2, os demais exemplos de espacos vetoriais citados até
agqui sdo finitamente gerados. Por exemplo, vimos que o IR ¢ gerado pelo conjunto finito de trés

vetores

A={(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)}

pois, para tedo (x,y,z) € IR?, tem-se:

(x,y,2)=x(1,0,0+y(0,1,0)+2(0,0, 1)

Em nosso estudo trataremos somente de espacos vetoriais finitamente gerados.

Um exemplo de espago wetorial que ndo ¢ finitamente gerado € o espago P de todos os
polinbmios reais.

Na verdade, dado A= {py,....p,} CP, onde p; é um polindbmio de grau i e p, © de
mais alto grau, qualquer combinagio linear

aypy tagps t... Fagp,

tem grau <n. Assim, o subespago [py,...P,] contém somente polindmios de grau menor
ou igual ao grau de p,. Como P ¢ formado pur todos os polindmios, existem nele polindmios
de grau maior que o de p,. Logo, G(A)# P para todo conjunto finite A C P.

2.7 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

No problema 8 de 2.5.2.1, chamamos a atengdo para 0 fato de que o espago vetorial R> pode
ser gerado por trés vetores, ou também por quatro, ou por cinco ete. Assim, trés vetores cons-
tituem o nimero minimo necessirio para gerar o IR®. No entanto, guatro, ¢inco ou mais
vetores podem gerar o IR®. Porém, nesse caso, sobram vetores no conjunto gerador. Em nosso
estudo temos grande interesse no conjunto gerador que seja o menor possivel, Para a determi-
nagdo do menor conjunto gerador de um espago vetorial, precisamos ter a nogdo de dependéncia
e independéncia linear,
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2.7.1  Definicdo
Sejam V um espago vetorial e
A={v, . ,v,} CV
Consideremos a equagio
vyt tav, =0 (2.7)
Sabemos que essa equacdo admite pelo menos uma solugdo:
8 =0, a,=0,..,2,=0

chamada solugéo trivial.

O conjunto A diz-se linearmente independente (L1), ou os vetores v,, ..., vn sdo LI,
¢aso a equagdo (2.7) admita apenas a solugdo trivigl

Se existirem solugGes a; # 0, diz-se que o conjunto A ¢ linearmente dependente (LD.)., ou

que os vetores vy, .., v, sdo LD.

Exernpios

1) No espago vetorial V=IR>, os vetores v; =(2,-1,3), v, =(-1,0,-2) e v5 =(2,-3, 1)
formam um cenjunto linearmente dependente, pois

3V1 +4V2 -—V3=U
ou seja;
3(2r _19 3) * 4(_11: 05-2)_ {25 "'3_- 1) =(U, 0; 0)

2)  No espaco vetorial V =IR", osvetores v; =(2,2,3,4), v, =(0,5,-3,1) e v =(0,0,4,-2)
580 linearmente independentes. De fato:

a(2,2,3,4)+b{0,5,-3,1) + ¢(0,0,4, -2) = (0, 0, 0, })
(2a, 2a, 3a,4a) + (0, 5b, - 3b, b) +(0, 0, 4¢, -2¢) = (0, 0, 0, 0)
(2a,2a+ 5b,3a-3b+4c,4a+b-2¢)=(0,0,0, 0)
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3}

istD &
i 2a =0
2a+ 5b ={

33-3b t+4¢c =0

4a+ b - 2¢ =0

N

(O sistema admite unicamente a solugio:

a={, h=0 e c=0

No espaco vetorial IR?, o conjunto {e;.e;,e5}, tal que e, =(1,0,0), e, =(0. 1,0} e

e, =(0,0,1), é LL

De fato, a equagdo:

ﬂle] + 3'1&2 + d3€5 = U
au.

a1(1,0,0)+2,{0,1,0)+23(0,0, 1) =(0,0, 0
transforma-se em:

{ g Ay ) S (0.0,0)

e, portanto

4, =a; =a; =0

{ogo, o conjunto:

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0. 1) }

é¢ LI

De forma andloga mostra-se que os vetores
e; =(1,0.0,...,0), eg =(0, 1,0, ...0), .. ¢, =(0.0,0,...1)

formam um cenjunto linearmente independente no R"
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4}  Noespago vetorial M(3, 1) das matrizes-colunas, de ordem 3 x |, os vetores:
1 o 0
gq.= 0 2y = | €y = 0
0 0 1
s30 LI {verificagdo a cargo do leitor).
5)  No IR*, os vetores e; =(1,0) e e, =(0,1) sdo LL. No entanto, os vetores e,, e, e
v=(a, b) sdo LD. De fato:
x(1,0)+y(0, 1)+ z(a, b} =(0,0)
(x,0)+(0, y) + (az, bz} =(0,0)
{x +az, y+bz)=(0,0)
18t0 €
x+a =0
v+bz=0
O sistema admite a0 menos uma selugao ndo-trivtal. Por exemnplo, fazendo z= 1. vem:
x=-a e y=-b
Logo:
-3e; - bey, +v=0
6}  No espago vetorial M(2, 2), o conjunto
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Examinemos a equacio

ayvitazv; tazvs =0

— o — — e o —

-]

| )
a3
1
4
b
I
4
o=
=

-3 001 3 0 3 1 G (}

ou, de modo equivalente:

-4, t 23-3 + 333 23, . 332 - da, 0 0

‘33; ¥ 33; + 333 a3 g dq 0 0
e dai o sistema;

- 4y +t2a; + 32, =0
2a; - 3a; ~4a3 =0
-'33.1 + 33-2 +333=D

a, + 8, =0

cuja solugdo é a; =-a; € 4 = -21,.

Como existern solucdes a; # 0 para a equagdo (1), o conjunto A é LD.

Observacdo
Vamos substituir a solugdo do sistema na equacdo {1):
—2¥y - 2a3Vy Y azvy =0
o,
azvy +2a3vy - a3v3 =0

pard todo a3 € R

{1
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Dividindo ambos 0s membros dessa igualdade por a, # 0, resulta:

V1+2\"rz*-\|'3=0

e dai. vem-

vy ==2vy t v, (v, € combinagdo linear de v
ol

vy = - Tlv, + %va (v2 ¢ combinagdo linear de v,
ou, ainda:

vy = vy + 2v, (vy é combinagdo linear de v,

Como se observa, sendo A um conjunto LD, entdo

EV3]

e vy}

e Vg )

um vetor de A ¢ combinagio linear

dos outros. Esse fato e sua reciproca constituem o teorema seguinte.

2.7.2 Teorema

L

RITIEE

“Um conjunto A= {v, ...
¢ combinagdo linear dos outros,”

A demanstragdo ¢ constituida de duas partes

14}
¥t bavE e v =0

deve ser diferente de zero. Supondo que a, % 0, vem.

AV el gV = s il Ve =l Ve p - wemdpVy
au.

43 di—j dj+1 i:ln
V, = a—m vy - - Vil e s gisems w . be
! Y q. -1 5. i+ 1 a

1 1 1

Vo € LD se, e somente se, pelo menos um desses vetores

Seja A lincarmente dependente. Entdo. por definigdo. um dos coeficientes da igualdade.

¢. portanto, v, € uma combinacde linear dos outros vetores.
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28)  Por outro lado, seja v; uma combina¢ao linear dos outros vetores:
vi=byvi + .t b Vi thisvie ¥t by
ou, ainda:
byvy ¥ D Viog - BV T D vie, + 4 by =0
e, portante, a equagaoc
byvy + ..t (-1)v; +..+bavy =0
se verifica para b, # 0. No caso, b; =-1.
Loge, A é LD.
Observacdes
1) Esse 4ltimo teorema pode ser enunciado de forma equivalente:

“Um conjunte A= {v;, ..,v,} ¢ LI se. e somente s¢, nenhum desses vetores for
combinagdo linear dos outros.”

2)  Para o caso particular de dois vetores, temos:

“Dois vetores v, ¢ v, sio LD se, e somente se, um vetor € multiplo escalar do
outro.”

Por exemplo, os vetores

vy =(1,-2,3) e v, =(2, -4,6)

sdo LD, pos

vy =y
iy
"R

ou:

¥y = 2‘-’1
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gnquanto:
vi =(1,-2,3) e v, =(2, 1,9
sdo LI pois

vy ¥ kv,
paratodo k€ IR

3) Nos graficos a seguir apresentamos uma interpretago geométrica da dependéncia linear

de dois e trés vetores no IR?.

{Vh"a} é¢ LI

{vi, v} € LD

X %
(v, e v, estd3o representados na mesma reta
que passa pela origem)

'}

Ivi.¥a,v3t ¢ LD

X
{vi1, v, & v3 estdo representados no mesmo
plano que passa pela origem)
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2.7.3 Problemas Resoividos

11} Verificar se sdo LI ou LD os seguintes conjuntos:

a) C M(2,2)

by {(2,-1),(1,3)} CR®

¢y {(-1,-2,0,3),(2,-1,0,0),(1,0,0.0)} € R?

dY {1e2x. &% 2oxs3x, 3=4x¥fix'] E P

Solucdo

a) Como o conjunto tem apenas dois vetores com um deles sendo multiplo escalar do outro
(0 segundo vetor ¢ o triplo do primeizo), o conjunto € LD, de acordo com a Observagio 2 do
Teorema 2.7.2.

b) Tendo em vista que um vetor ndo é miltiplo escalar do outro, o conjunto € LI
Mesmo que fossemos examinar a igualdade:
a(2,-1)+b(l, 3})=(0.0)

concluiriamos que o sistema

2a+ b=0

~a+3b=0

admite somente a solugdo irivial, o que vem confirmar ser o conjunto LL
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c)

d)

Consideremos a equagdo:
a(-1,-2,0,3}+b(2,-1,0,+c(1,0,0,0)=(0,0,0, 0}
Portanto:

- at+2b+c¢c=0
~2a- b =0

3a =0
Como o sistema admite apenas a solugfo trivial:
a=b=c=0.
0 conjunto é LI
Seja a equacdo:
a{l +2x - x* 1+ b(2-x+3x*)+c(3-4dx+ Tx2)1=0
ou.
(a+2h+3c)+(2a-b-4dc)x+{-a+3b+ 7c)x? =0+ Ox + 0Ox?

Peio principio da identidade de polinémios, vem:
at2b+3c=0
2a- b-4c=10

-at3b+7c=0

Como esse sistema admite outras solugdes além da trivial, o conjunto é LD.

Observacso

{1)

O leitor deve ter notado que a variavel x nos polinémios desse probiema ndo desempenha

nenhum papel no cdlculo. Com o objetiva de simplificar. a cada polindmio dotipo ap + a,Xx + 3, x°.

associa-se a terna {ag, a;.a; ).
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Assim, a igualdade (1) desse problema poderia ter sido escrita assim:

al1,2.-1)+b(2,-1.3)+c¢(3,4,.1=(0,0.0)

Simplifica¢des andlogas a essa podem ser feitas, por exempie, associando:

1hag +a, X +a;x” +a3x" € Py com (ag, 2y.8.,85)€ R?

€ M(2,2) com (a b, ¢, d € R*

patex? € Py com (a.0.¢) € R’

e assim por diante.

12) Provar que se u e v sfo Ll entdo u+v e u-v também o sdo.

Solucdo

Consideremos a igualdade

a(ut vi+b{u-v)=0 (2)
da qual resulta

(a+blu+t{a-biv=0 (3)

{omo ue v sido Ll. nessa igualdade (3) deve-se ter:

at b=0

a-b=0

sistena que admite somente a solugdo a=b=0. Logo, pela igualdade (2). u+v e u-v sdo LL
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13) Determinar o valor de k para que o conjunto
{{]rDr '1)1 (1- 150}3 {kt 1:'1)}

seja Ll

Solucao
O conjunto serd LI se, e somente se, a equacio
a(1,0,-1)+b(1, 1, B+ clk, 1,-1)=(0,0,0)

admitir apenas a solugdo a = b =c =0, Dessa equag¢do, vem:

a+h+kc=0
b+ ¢c=0
-a -c=1{

Para que esse sistema admita apenas a solugdo trivial, deve-se ter k # 2 (a cargo do leitor).

10go, o conjuntoserd Ll se k# 2,

2.7.4 Propriedades da Dependéncia e da Independéncia Linear
Seja V um espaco vetorial
[) Se A={v: CV e v+ 0, entio A ¢ LL
De fato:
Como v 0, aigualdade
av =1

80 se verificase a=10.



Espagos veroriais 83

Observagdo

Considera-se, por defini¢io, que o conjunto vazio ¢ € L1

II} Se um conjunto A C V contém o vetor nulo, entdo A ¢ LD.

De fato:

Seja o conjunto A={v,, .. 0. .., v}
Entdo, a equagdo

Oivy o talr.. +0x, 50

se verifica para todo a # 0. Portanto, A € LD.

[1I} Se uma parte de um conjunto A C V é LD, entdo A € também LD.

De fato:
Sejam A= {vy, .., ¥y, .., vV, } €aparte
Ay ={vi, .y} CA A, ¢ LD
Como A, é LD, existermn a; # 0 que verificam a igualdade:
avyt..tav =0
e esses mesmos a; ¥ 0 verificam também a igualdade
ANy ... Favet Qg Bt QN S0
Logo, A= {vi..., V..., vy | € LD.
[V} Se um conjunto A C V ¢ LI, qualquer parte A; de A é também LL

De fato, se A, fosse LD, pela propriedade anterior o conjunto A seria também LD, o

que contradiz a hipotese.
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Qbservagao

Se todos os subconjuntos préprios de um conjunto finito de vetores sio LL o fato ndc
significa que o conjunto seja L]. De fato, se considerarmos no R? os vetores e; = (1, 0),
ez =(0.1) e v={(4,5), verificaremos que cada um dos subconjuntos {e;.e; ). {e,,v}.
{es.v}. {ey:. {ex} e {v} é LI enquanto o conjunto {e,,e,, v: é LD,

Vi S8e A={w, .. %] CN¥ € Lle B={vi,..vy,w} CV ¢ LD, entdo w ¢

combinaglo linear de vy, ..., v,
De fato:

Como B é LD, existem escalares a,, .. , ap, b, nem todos nulos, tais que:
vyt rav thw =0,

Ora, se b= 0, entdo algum dos a, ndo é zero na igualdade:
Ay ¥ aokagy =

Porém esse fato contradiz a hipdtese de que A ¢ Ll Conseqiientemente, tem-se b#=0. e

portanto;
bw = Lk AR R TR an\n'n

o que implica

s diy 4n
W= e —v - "5 Vo
isto €. w ¢ combinagao linear de vy, .., Mo

2.8  BASE E DIMENSAO
2.8.1 Base de um Espago Vetorial

Uim conjunto B= {v,...,v > CV ¢ uma base do espa¢o vetorial V se:

) B¢ LI;

i1}y B gera V.
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Exemplos.

1y B={(l.1)(-1.0)} ébasede IR*

De fato:

[ Bé Ll pois a(l, 1Y+ b{-1,0)=40,0) implica.

e dai;

[[) B gera IR?, pois para todo (x,y) € R*, tem-se.
(x, ¥)=v(l. 1} +(y-x}-1.0)

Realmente, a igualdade

{(x,v)=a(l. 1)+ b{-1.0)

implica

(s vetores da base B estdo representados na Figura 2.8.1. Em 2.7.2 ja haviamos visto que
dois vetores nio-colineares sio LI Sendo eles do IR?, irdo gerar o prépric IR®. Na verdade.

quaisquer dois vetores nio-colineares do [R? formam uma base desse espago.
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2]

3)

(1.1)

Figura 2.8.1

B={{1.0),(0.1)} ¢ base de IR’. denominada base canénica.

De fato:

[) Bell pois a(l.0)+ b(0, 1) =10, 0) implica a =

II) B gera IR?, pois todo vetor (x,y) € IR ¢ tal que;

(X, ¥)=x(1,0)+y(0. 1)

Consideremos os vetores ey =(1, 0,0, ..., 0), e, = (0,

b=

1:0,...,0), ..
No exemplo 3 de 2.7.1 deixamos claro que o conjunte B= {e,,¢,, ...

&3 =(0,0,0, ..., 1),

e, é Liem R

Tendo em vista que todo vetor v=(x;, X;, .., X,) € IR™ pode ser escrito como combi-

nacio linear de e, e;, ..., €., istoé:

VEXp 8 Xy oLt X e

conclui-se que B gera o IR". Portanto, B é uma base de IR". Essa base ¢ conhecida

como base candrnica do RY,

Conseqientemente:

{(1,0,0,0),{0,1,0,01,(0,0,1,0),{(0,0,0. 1)} ¢ abase candnicade IR*:

{(1,0,0),(0.1,0),{0,0,1)} é a base candnica de R?;
{(1,0),(0,1)} € abase candnicade IR*;

{1} € abase candnica de IR
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¢ a base candnica de M(2, 2).

De fato:
i 0 0 1 0
a +h tc
O 0 0 0 1
ou:
3 b 0 0
c d ) 0 Q
e dai:
a=h=c=d=10.

Portanto, B é LI

o o] [o O
P o0 )@ L
ol |o 0 0 0
+d =
o| o 1} [|o o

Por outro lado, B gera o espago M(2, 2), pois qualquer

€ M{2,2)

pode ser escrito assim:

Logo, B ébase de M(2, 2).

o
o
o
o
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5 Oconjunto B= {1, x, x%, .., x"} & uma base do espago vetorial P.
De fato.
a0l tayx+ax’+ . +tax'=0
implica a; = a, =a; =...=a, =0 pela condi¢io de identidade de polinémios. Portanto, B & LI.

Por outro lado. B gera o espage vetorial P, pois qualquer polinémio p € P, pode ser
esCrito assim:
n

P =ao +a,x+agx2+...+anx

gue ¢ uma combinagdo linear de 1, x, x*, . x"

Logo, B ¢ uma base de P Essa éa base candnica de P, e tem n+1 vetores,

6y B={(1.2),1(2.4)} ndo € base de IR?. pois B ¢ LD (exercicic a cargo do leitor).
7y B=1{{1.0),(0,1),{3.4); ndo ¢ base de R*, pois B ¢ LD {exercicio a cargo do leitor).

8)  B={{(2,-1)} ndo € base de R*>. B ¢ LI, mas ndo gera todo IR?, istoé, [(2, -1)] = IR?
Esse conjuntio gera uma reta que passa pela origem.

N B={(1.2,1),(-1,-3,0}} ndo é base de R* B ¢ L1 mas ndo gera todo IR

Dbservacdo
“Todo conjunto L1 de um espago vetorial V é base do subespago por ele gerado.
Por exemplo, o comjunto B={(1,2,1),(-1,-3,0})} CIR® ¢ LI e gera o subespaco
S={{x,y,z2) € R¥3x-y-2=0}

Entdo, B ébasede 5, pois Bé Llegera S
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2.8.2 Teorema

Se B={vy, va, ...,vn} for wma base de um espagoe vetorigh 'V, entao todo corgunio
com mais de n vefores serd lineqrmente dependente.

De fato;

Seja B = {wl,wg,...,wm} um conjunio quaiquer de m vetores de V, com m>n.
Pretende-se mostrar que B’ ¢ LD. Para tanto, basta mostrar que existern escalares x;, Xs, ..., Xp
ndo todos nulos tais que

Xiw) tX,w, ++..+mem:0 (1}

Como B ¢ uma base de V, cada vetor w; pertencente a B’ é uma combinagdo linear dos
vetores de B, isto €, existem numeros o, £, -, 8, tais que:

Wy oYy, foazvy oLt oagy,

W? =|€]VP + ﬁz\"ﬂ + I + ﬁnvn

(2)
W =81vy + Bavy + Lt Bv,

Substituindo as rela¢Oes (2} em { 1), obtemos:

X (v + apvy + L+ av)
t Xq (Bivy + Pavy + Lt Bovy) 4

...........................

ou ordenando os termos conyenientemente:

Xy + Bixe + .+ Bx v o+
(X, t PBaXa t ot BaXg)vy
Ry ¥ oK, 2 F Xm0
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Tendo em vista que v, v,,..,v, 530 LI, os coeficientes dessa combinagao linear s2o
nulos:
oy Xy 81Xy + ot 6yx, =0
Gy Xy T ﬁ:xz L 52Xm =0
o Xq o+ PBaXy B (8 e
Esse sistema linear homogéneo possui m varidveis X, x;, .., X, € n equagdes. Como
m > n, existem solug¢des ndo-triviais, isto €, existe x; # 0. Logo, B o N s W } €LD

2.8.3 Corolario
Dugs bases quatsquer de um espagc vetorial tém o mesmo mimero de vetores.
De fato:

Sejam A= {vy,...,v,+ ¢ B={w;, ..,w,} duasbases de um espago vetorial V.

Como A é base e B é LI, pelo teorema anterior, n 2 m. Por outro lado, como B ¢ base
e A ¢ LI tem-se n<m. Portanto, n=m.
Exemplios

1) A base canénica do IR® tem trés vetores. Loge, qualquer outra base do [R* tera também
trés vetores.

2) A base candnica de M{2,2} tem quatro vetores. Portanto, toda base de M({(2, 2) terd
quatro vetores.
2.8.4 Dimensdo de um Espaco Vetorial

Seja V um espage vetorial.
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Se V possui uma base com n vetores, entfo V tem dimensio n e anota-se dim V =n.

Se ¥V ndo possui base, dimV =0,

Se V tem uma base com infinitos vetores, entdo a dimensdo de V ¢ infinita e anota-se

dim ¥ = o=,

Exernplos

1Y dimIR? = 2, pois toda base do R? tem dois vetares.
2l dimR"=n.

3)  dimM(2,2)=4.

4) dimM{m n}=m x n

5} dmP =n+].

6) dim {0} =0.

Observacdes

1)  Seja V um espaco vetoriaj tal que dim V = n.

Se § ¢é um subespago de V, entdo dimS<n. No caso de dimS=n. tem-se
8= N

Para permitir uma interpretacdo geomeétrica, consideremos o espago tridimensional
R* (dim IR* = 3).

A dimensdo de qualquer subespace S do R’ so podera ser 0, 1,2 ou 3. Portanto,
temos Os seguintes casos:

I) dimS=0, entdo S= {0} éa origem.

i[) dimS =1, entdo S ¢ uma reta que passa pela erigem.
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[(I) dim§ =2, entdo S ¢ um plano que pussa pela origem.

[V) dim S =3, entdo S é o proprioc R*

2)  Seja V um espago vetorial de dimensdo . Entao, qualquer subconjunto de V com mais

de n wetores ¢ LD

3)  Sabemos que um conjunto B ¢ base de um espago vetorial V se B for Lle se B gera
V. No entanto, se soubermos que dim V =n, para obtermos uma base de V basta que
apenas uma das condi¢Oes de base esteja satisfeita. A outra condigio ocorre automatica-

mernte. ASsIm:

[} Se dim V =n. qualguer subconjunro de ¥V com n vetores Ll & wna base de V.

[f) Se dim V =n, qualguer subcornjunto de V com n vetores geradores de V ¢é umu
hbase de V.

Exemplo
0 conjunto B= {(2, ), (-1,3)} é uma base do IR%.

De fato, como dim R* =2 e os dois vetores dados sio L1 (pois nenhum vetor é multiplo

escalar do outro), eles formam uma base do IR?

2.85 Teorema
Seja V um espago vetorial de dimensio n.

Qualquer confunto de vetores 11 em V ¢ parte de uma base, isto ¢, pode ser completado

até formar uma bhase de V.

A demonstra¢do estd baseada no Teorema 2.7.2 e no conceito de dimensdo.

Deixaremos de demonstrar o teorema e daremos apenas um exemplo a titulo de ilustragao
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Exemplo
Sejam os vetores vy =(1,-1,1,2) e v; =(-1,1,-1,0).

Completar o conjunto { v,, v, } de modo a formar uma base do IR*.

Solucdo

Como dim IR* =4, uma base terid quatro vetores L1 Portanto, faltam dois. Escolhemos um
vetor va = IR* tal que v; nde seja uma combinagio linear de v, € v,, iStO €, vy Fa, v +8,Vy
para todo a;, a, € [R. Dentre os infinitos vetores existentes, um deles € o vetor v = (1, 1, 0, 0),
e o conjunto {vy, vy, va} é LI (se vy fosse combipagio linear de v; e v, esse conjunto seria

LD de acordo com o Teorema 2.7.2).

Para completar, escolhemos um vetor v, que ndo seja uma combina¢do linear de vy, v; e
v,. Um deles € o vetor v, =(1,0.0, 0). e o comunto {v,, vo.v5. v, | € LI Logo,

{(4,-1,1,2),(-1,1.-1,0),(1,1,0,0), (1,0,0,0)}

é uma base de R*.

2.8.6 Teorema

Seja B= {vy,v,, .., vn} umna base de um espago vetorial V. Entdo. todo vetor vE V
se exprime de manefra unica como combinagao lineqr dos verores de B.

De fato:
Tendo em vista que B ¢ uma base de V, para v V podese escrever:
v=a vy tayvy totagy, (1)

Supondo que o vetor v pudesse ser expresso como outra combinagac linear dos vetores
da base, ter-se-ia:

= n
v b]"l"] +bg V2+_,.+bn\".n (4.]‘
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Subtraindo, membro a membro, a igualdade (2) da iguaidade (1), vem:
0=(ay -by)vy+(ag-by)va+.. +(a;-b)v,
Tendo em vista que os vetores da base sdo LI
a; -b; =0, a;-b, =0, ...,8,-0,=0
1810 €
ai =i, 25 = B4t =ih

Os numeros a,, ay, ..., a, 330, pois, univocamente determninados pelo vetor v e pela base

{V*],V-z. '"&vn}'

2.8.7 Componentes de um Vetor
Seja B={vy,vy,...,v, } uma base de V. Tomemos vE V sendo:

=AWV + da ¥y * ok anvn

Os nameros ay, a,, ..., 4, sdo chamados componenres ou coordenadas de v em relagdo a
base B e se representa por:

vB = (31 yB7, -y an)

ou, com a notagdo matrieial:

VB"'
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A n-upla (a,, a,, ..., 2, ) € chamada vefor-coordenadaz de v em relagdo i base B, e o vetor-

coluna

¢ chamado marriz-coordengda de v em relagio i base B.
Exempio
No IR?, consideremos as bases
A={(1,0),(0, )}, B={(2,0),(1,3)} e C={(1,-3),(2,4)}
Dado o vetor v=(8§, 6), tem-se:
(8,6)=8(1,0) +6(0,1)

(8,6)=3(2,0) +2(1,3)
(8,6)=2(1,-3)+3(2,4)

Com a nota¢do acima, escrevemos:
v =(8,6 vz=(,2 V=23

O gréfico da pégina seguinte mostra a representagio do vetor v = (8,6) em relagdo as bases
AeB,

Observagdo

No decorrer do estudo de Algebra Linear temos, ds vezes, a necessidade de identificar
rapidamente a dimensio de um espago vetorial. E, uma vez conhecida a dimensdo, obtém-se

facilmente uma base desse espago.
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Uma forma prdtica para determinar a dimensio de um espago vetorial é verificar o rtimerc
de varigveis livres de seu vetor generico. Esse numero é a dimensdo do espago.

E\
e
¥ —h't
|
i
I
i
|
I
[
[
I
I
I
|
i
i
|
-

[

Ol n.oy 2. 3(2.0) 8(1.0)

Exempio
Determinar a dimensdo e uma base do espago vetorial

S={{x,y.2}E |R3'f'r2x+y+z=(}_-;

Solugdo
Isolando z {poderfamos também iselar x ou y) na equagao de definicdo. tem-se.
2=-2x-y
onde X e ¥ sdo as variaveis livres,
Qualiquer vetor {x,y,2)€ S tem a forma:
(x,¥,-2x - y)

e, portanto, podemos escrever:

(X, ¥,2) =(X,¥. -2X - ¥)
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ou:
(x,¥.2)=(x,0,-2%) +(0,y,-y)

o
(x,y,2)=x(1,0,-2) +y(0,1,-1) {1)

isto €, todo vetor de S ¢ combinacdo linear dos vetores (1,0, <2} e (0,1,-1}) Como esses dois
vetores geradotes de S sdo LI, o conjunte {{1,0,-2).(0,1,-1)] ¢ uma base de S e, conse-

qientemente, dim S =2,

Por outro lado, tendo em vista que a cada varidvel livre corresponde um vetor da base na
iguaidade (1), conchii-se que o mimero de varidveis livees é a dimensic do espago.

Na prdtica podemos adotar uma maior simplificagio para determinar uma base de um
espago. Para esse mesmo espacgo vetorial S, onde z=-2x -y, temos:

fazendo x= 1 e y=1, vem z=-2(1)-1 =-3 " v, ={1,1,-3)

fazendo x=-1 e y=2, vem z=-2(-10-2= 0 " v, =(-1,2,0)
¢ 0 conjunto
1(1,1,-3),(-1,2,0})}
¢ outra base de S Na verdade, esse espaco S tem infinitas bases. porém todas elas com dois
vetores.
2.8.8 Problemas Resolvidos
14) Sejam os vetores v, =(1,2,3), v, =(0, 1,2} e v3 =(0,0, L}.
Mostrar que o conjunto B = {v; v;.v5 | € uma base do R*
Solugdc
Para provar que B é LI, deve-se mostrar que
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admite somente a solugio a; =a, =a; = Q.
Com efeito,

a1(1,2,3) tax{0, 1,2)+25{(0,0, 1)=(0,0, 0)
equivale ao sistema:

dy =4
23] + dj =O

33; +2a; ta; =0
cuja unica solugdo € a trivial:
a4 “ap =a; =0
Logo, B é LI

Para mostrar que B gera o IR?, deve-se mostrar que qualquer vetor v={x, vy, z) € IR?
pode ser expresso como uma combinagdo linear dos vetores de B

V=31V + dz V3 + dz¥3
Em termos de componentes, temi-se
(x,y,2) =2a,(1,2,3) +a,{0, 1, 2) + 25{0. 0, I}

o

1l
-

=R

231 + da

|
b

1
r~

331 t Zag + U4

sistema esse que admite solugdo para quaisquer valores de X, y, z, ou seja, todo vetor v=(x,¥, z)
¢ combinagdo linear dos vetores de B. Resolvendo o sistema encontramos:

ay =X, 83 =-2x+ty, az;=x-2ytz
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isto é:
(x,y.2)=x(1,2,3)+(-2x+y)(0, 1, )+ (x -2y + 2)(0,0, 1)

Satisfeitas as duas condigBes de base, mostramos que B ¢é base do R’.

15) No problerna anterior mostramaos que:
B= {(1,2.3).(0,1.2),(0,0. 1)
é uma base do R®
a) Determinar o vetor<oordenada e a matrizcoordenada de v=(5,4,2) em relagio a B.

b} Determinar o vetor vE R® cujo vetor-coordenada em relagio a B ¢ vp =(2.-3,4).

Solucdo
a) Devernos encontrar escalares a,, a,. 4, tais que-
(5.4, 2 =a,;(1.2,3)+a,(0,1.2) +a3(0.0, 1D
AU

a = 3
2a, t 4, = 4

3a; *t2a, ta; = 2
Resalvendo o sistema. obtém-se
31:5, Elg:-fﬁ € 33:-]

Portanto: o

I
1
o

Vg =(5,-6,-1) e v
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Se tivéssemos aproveitado o resultado do problema anterior, onde:
%,y 2)=x(1,2,3) +(-2x + y{0, 1. 2) +(x - 2y + 2){(0, 0, 1)
teriamos imediatamente
{5,4,2)=5(1,2,3)-6{0.1,2)-1(0,0, 1}
pois, esse caso:

xX=35

S +y=-2(5)t4=-6

X-2y+z=5-2(4)+2=-]
b} Por defini¢do de vetor-coordenada vg = (2,-3.4), obtém-se:
v=2(1,2.3)-3(0, 1, 2)+ 4(0,0, 1= (2, 1. 4
Observemos que em reiagdo 4 base candnica
A=1{(1,0,00,(0,1,0),{(0.0,1)}

eme-se .

poIs:

v=(2,1.4)=2{(1,0.0)+1¢0.1.0)+4{(0.0, 1)

16) Consideremos os seguintes subespagos do R*
S;={(a.b.c,d)u+b+rc=0}¢
S; ={(a,bc.d}yfa-2b=0 e c=3d}

Determinar:
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a) dim S, e uma base de 5,

b) dim 8, e uma base de S,

Solucio
a) A condigio.
ath+c=0
é equivalente a:
=-b-¢

Portanto, as varidveis livres sdo b, c e d. Logo, dim 5, = 3. e qualquer subconjunto de 5, com
trés vetores LI forma uma base de S, Fagamos

(1) b=1, ¢=0, d=0
(2) b=0, c=1, d=90

(3) b=0, ¢=0, d=1
para obter 0s vetores:
vy =(=1.1,0,0), v, =(-1,0,1,0), v3=(0,0,0.1)

Q conjunto {v;, vy, va } € umabase de S,

b) Um vetor {(a,b,c,d)E S, se a=2b e ¢=3d As varidveis livres sdo b e d. Logo.
dim §; = 2, e qualquer subconjunto de S, com dois vetores LI forma uma base desse espago.
Fagamos:

(1) b=1,d=0 e
(2) b=0. d=1

parz obter 0s vetores
v =02,1.0,00 ¢ v, ={0.0,3 D

() comunto {v,,v, | éumabase de S,
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17) Seja § osubespagode P, = {at®> +bt+cfa,b,c EIR} gerado pelos vetores vy =t - 2t + 1,
V;St+2 e vy=t? =3t-1.

Determinar:

a) Uma base de S e dim S.

b) Uma base de P, com a presenga de vy ¢ v,.

Solugdo

a) Para facilitar a notagdo, observemos que os vetores vy, vy e v, em relagio & base
canénica A= {t’,t,1} de P, sfo:

(vi), =(1,-2,1),(v1), =(0,1,2) e (v3), =(1,-3,-1)
Vejamos se esses vetores sdo LI ou LD. Para tanto, examinemos a igualdade
vy tazvy tazvy =0
ou
a1{1,-2, 1} + 2,(0, 1, 2) + a5(1, -3, -1) =(0, 0, )
ou, ainda:

-2a;, + a,~3a3=0

a; +2ay -~ a;=0
sistema que admite solugdes a; # 0.

Logo, os vetores vy, v, e vy s§o LD e, portanto, o conjunto { vy, v;, vy | ndo & bhase de §,
isto é, dim S # 3.

Observando que o conjunto {v,,v, } ¢ LI (pois nenhum vetor ¢ multiple escalar do
outro), ele constitui uma base de S. Logo, dim S =2,
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b) Tendo em vista que dimP; =3, precisamos acréscentar um vetor v ao conjunto
“vy,vy ) de modo que vFav, +a,v,. Um deles é o wtor v=t* ou (v}A={1,0.D}.
(verificacdo a cargo do leitar).

Logo, o conjunto:

{2 -2t+t, t+2, ¢t}

¢ uma base de P,.

18) Determinar uma base e a dimensdo do espago-solugdo do sistema homogéneo

xt+2y-4z+3t=0
X+2y-2z+2t=0

2x+4y-2z+3t=0

Solucao
O conjunto-solugao do sistema é:
S={(x,y,z,t)/t=2z e x=-2y-2z}
que € um subespago vetorial do R*

Tendo em wvista serem duas as varidveis livres (y e z), conclui-se que dim $=2. Logo,
qualquer subconjunto de S com dois vetores LI forma uma base de S. Fagamos

{1) y=1,2=0

(2} =ik, 2=
para obter os vetores
vi =(-2,1,0,0) e v;=(-2,0,1,2)

O conjunto {v,, v, } € umabuasede S.
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2.9 ESPACOS VETORIAIS ISOMORFOS
Consideremos o espaco vetorial
V=P, ={at* +bt? +ct+dja, b,c,dc R}

e seja B= {v,, vo, vy, v4 ; uma base de P;. Fixada uma base, para cada vetor vE P,, existe
uma s6 quddrupla (a,, 4,, a5, 2,) < R* ta] que:

¥ =gV +ayvs tasvay T agvy

Reciprocamente, dada uma quadrupla (a; , 25,23, 24) € IR*, existe um 36 vetorem P, da
forma:

vyt tasv,

Assim sendo. a base B= {v,,..., vy determina uma correspondeéncia biunivoca entre
os vetores de P, e as quddruplas (a,. .., a5} em R

Observemos ainda que:

a) Se v=avi t , +1a,vqs € Py comrespondea (ay, ...,a,)€E R e w=hyv, +... + bava € P3
corresponde a (by, ..., by} € IR* entio:

viw=(a, tby)vy + _ +(a; +bylvy € P,
corresponde a

(a, +by,..,as thy} € R’

b} Para k € [R.

kv=(ka, v, +  +ikag}vy € P,
corresponde a

(ka;, .. kas) e R*.
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Assim, quando os vetores de P; sdo representados como combinagio linear dos vetores da
base B = {v;, v, v3, vq ', a adigio de vetores e a multiplicagio por escalar s¢ “comportam”
exatamente da mesma forma como se fossem quadruplas do IR*,

Em ocutras palavras dirfamos que a correspondéncia biunivoca entre P, ¢ [R* preserva as
operagoes de adigio de vetores e multiplicagio por escalar, isto é-

(v+ W}B =vp twy e (kv)B = k{vB]
e, nesse caso, dizemos que os espacos Py e IR® sdo isomorfos
Observemos ainda que o espago vetorial M {2, 2) ¢ também isomorfo ao IR*.

De forma anéloga, prova-se que-

P, ¢ isomorfoa RY
M(3.1) ¢éisomorfoa R*

M(2.1) ¢isomorfoa R’
¢ assim por diante
De um modo geral, tem-se:

“Se V ¢ um espago verorial sobre R e dimV = n, emtdo V e IR" sao isomorfos.”

2.10 PROBLEMAS PROPOSTOS

Nos problemas 1 a 7 apresenta-se um conjunte com as operagdes de adi¢fo e multiplicagio
por escalar nele definidas. Verificar quais deles sfo espagos vetoriais. Para aqueles que nio sdo
23pacos vetoriais, citar os axiomas que ndo se verificam.

D Ry o+, ¥, 2)=(x+x,y+y s+ 2)

kix,y,2) ={(0,0,.0)
My {(x, 2%, 3x); x € R} com as operagdes usuais

2] R?,{a,by+{c.d)=(a. b} e a(a, b) = (aa, ab)
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4 R+ V)= xxLy+y) e alxy) =(a’x, a’y)
5) REL(x,»+(,y)=(x+x,yty) e alxy)=(ax, 0)

6) A={(x,y) € R*fy=5x} com as operagdes usuais

A= € M(2,2)/a.b € IR } com as operaghes usuais

Nos problemas 8 a 13 sdo apresentados subconjuntos de R*. Verificar quais deles sdo
subespagos vetoriais do IR? relativamente ds operacdes de adigio e multiplicacdo por escalar

usuais.

B) S={{x,yly=-x}
9) S={(x,x*); x € R}
10) S={{x,y}/x+3y=0}
11} S={{y,yky € R}
12} S={(x,y)ly=x+1}

13) S={{x,y}x=>0}

Nos problemas 14 a 25 sdo apresentados subconjuntos de IR®. Verificar quais sdo seus
subespagos em relag@io as operagdes de adigdo e muitiplicagdo por escalar usuais. Para os que sdo
subespacos, mostrar que as duas condigBes estio satisfeitas. Caso contrdrio, citar um con-
tra-exemplo.

14) S=7(x,y.z2}x=4y e z=0}
15) S={{x,y,z2}fz=2x -y}
16) S={(x,y,2)fx=2}

17) S={(x,y,2))y=x+2¢e 2=0}
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&y

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

[
U
—

S={(x,x,x);x€ R}

S={(x,x,0))x€ R}

8= {(x,y.2xy=0"

S={(x,y,o)fx=0ey=|z|}

S={(x,-3x,4x};x€ R;

S={(x vy 2/x=0}

S={{(x,y.2)fx+y+z=0"

S={(4,2t,-1);t€ R}

Verificar se os subconjuntos abaixo sfio subespagos de M(2, 2):

a}) S =

b) 8=

c) 8=

dy §=

e ——p——.
& e ————

o

3

pa,b.ceE R

;abce R

s £=g+be d=0

(matrizes triangulares superiores)

( matrizes simétricas)
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a 1
e} 8= - a.beR
a h
a b
fy §= ; ad -~bc#0[ {conjunto de matrizes inversiveis)
C d
27)  Sejam os vetores u=(2, -3,2) ¢ v=(~1,2,4) em R?
a) Escrever o vetor w ={7, -11,2) como combina¢io linear de u e v,
b) Para que valor de k o vetor (-8, 14, k) ¢ combinagio linear de u e v?
¢) Determinar uma condi¢gdo entre a.b e ¢ para que o vetor (a, b, c¢) seja uma combi-
na¢lo linear de u e v,
28) Consideremos no espago P, = {at’ +bt+c¢fa,b,c € IR: os vetores p; =17 - 2t + 1,
py =t+2 e pyp =2 o,
a} Escrever o vetor p = 5t* - 51+ 7 como combinacio linear de p,. p, e Ps.
b) Escrever o vetor p=5t* - 5t+7 como combinagdo linear de p, e p;.
¢} Determinar uma condigdo para a, b e ¢ de modo que o vetor at® +bt+¢ seja
combinagdo linear de p, e pj.
d) E possivel escrever p, como combinacdo linear de p, e pj3”
29) Seja o espago vetorial M(2, 2) e os vetores

L i o S € Myn=
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)

31)

32)

313}

34)

Escrever o vetor

como combinacio linear dos vetores vy, v, € v3.
Escrever o vetor 0 € IR* como combinagio linear dos vetores

a) vi =(1,3) ¢ v, =(2,6)

b) ¥ =(1, 3) e Vz =(2, 5)

Sejam os vetores vy, =(-1,2,1), v =(1,0,2) e vy =(-2,-1,0). Expressar cada um dos
vetores u=(-8,4,1), v=(0,2,3)e w=(0,0, 0} como combinag¢do linear de v,. v, e v;.

Expressar o vetor u=(-1,4 4 6) € R* comc combinacio linear dos vetores
V1:(31_3311U‘}1 sz({]alﬁ'lsz] € v3={]1-150$0)'

Seja S o subespago do [R* definido por:
§= {(_X,y,z,t) = [R4.-"l){+2.}r'-z=ﬂ o [-:U'!.
Pergunta-se:

a) (-1,2,3,0) € 87
b)(3,1.4,0) € §?

Y (-1.1,1,1) € §

Seja § osubespago de M(2.2):
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Pergunta-se:
5 6

a) =N
1 2

-4 k
2 3
pertengaa 57

35) Determinar os subespagos do IR* gerados pelos seguintes conjuntos:
) A={(2,-1.3)}
by A= {{-1,3,2),(2,-2,1}}
) A={(1,0,1),(0,1, 1),(-1,1,0) }
dy A= {(-1,1,0),(0,1,-2),(-2,3, 1} }
e) A={(1,2,-1,(-1,1,0),(-3,0,1),(-2,-1, D } .

N A={(1,2,-1},(~1,1,0),(0,0,2},(-2,1, 0}

36) Sejaoconjunto A ={vy, vy}, sendo v; = (-1, 3, -1) e v, = {1, -2, 4).
Determinar:

a) O subespago G{A)

b) O valor de k para que o vetor v={(5,K, 11) pertencaa G{A).

37) Sejam os vetores v; ={1,1,1), v, =(1,2,0) e v3 =(1,3,-1). Se (3,-1,k)E [v, v, V3],
qual o valor de k"



Espagos vetorigis 83

38)

39}

40)

A1)

42)

43)

44)

45)

46)

Determinar os subespagos de P, (espago vetorial dos polindomios de grau <2) gerados
pelos seguintes vetores:

a)pr=2x+2, p,=-x¥+x+3 ¢ p; =x* +2x
b) py =x*, py=x? +x
) pr=1, pp =x, py=x°

Determinar o subespago G(A) para A = {(1, -2), (-2, 4)}. O que representa geometrica-
camente esse subespaco?

Mostrar que os vetores vy =(2,1) e v; =(1, 1) geram o IR2..
Mostrar que os vetores vy =(1,1,1), v, =(0,1,1) e v3 =(0,0,1) geram o IR,

Seia o espago vetorial M(2, 2). Determinar seus subespagos gerados pelos vetores

-1 2 2 1
a) vy = g vy =
i 0 -1 -1
-1 0 1 -1 0 i
b} v = : X3 = T ¥y =
{ 1 0 0 1 0

Determinar o subespago de P, (espago dos polindmios de grau < 3} gerado pelos vetores
DL =X +2x% -x+3 e py=-2x3 - x? +3x+2,

Determinar o subespago de IR* gerado pelos vetores u=(2,-1,1,4), v=(3, 3, -3, 6) e
w:{o} 4:_4! U)+

Verificar se o vetor v=(-1,-3,2, 0) pertence ao subespago do IR* gerado pelos vetores
Vi =(21—19330)! ¥a :(l,(}, laD) € Vi =(0! 15“1:0)-

Classificar os seguintes subconjuntos do IR?* em LI ou LD:

gl (], 300
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o) 1(1,3),(2,6) }
&) {(2,-1),(3,9)}
4 {(1,0),(-1,1),(3,5)

47}  Classificar os seguintes subcanjuntos do [R* em Ll ou LD:

a) {{2,-1,3)]

B) {(1,-1,1),(=1, 1, 1)}

&) {(2.-1,0),(-1,3,0).(3,5,0)
d) {(2,1,34(0,0,00,{1.5,2)}

e) {(1,2,-1).(2,4,-2),(1,3,0))
) {(1,-1,-2), (2,1, 1), (-1,0,3)}

gy {(1,2.-1,(1,0,0),(0,1,2),(3,-1.2)}

48) Quais dos seguintes conjuntos de vetores pertencentes ao P, sio LD?

a) 2+x-x', -4 -x+4x* x+2x°
b) I -x+2x%, x-x?, %
e) b+ 3x+x? 2 oxox? 14+ 2% -3x2 -2 +x+3x%

d) x2 -x+1.x%+ 2x

49} Quais dos seguintes comuntos de vetores do R? sdo LD?

a) (2,1,0,01,(1,0,2,1),(-1,2,0,-1)
b)(0,1,0,-1),(1,1,1,1),(-1,2,0,1),(1,2, 1, 0)
C) (1,-1,0,0), (01 11010}: (0} 0! 1!_1}1{1:2! 1!_2)

dy{1. 1,2, 4),(1,-1,-4.2).¢0.-1,-3.1),(2, 1,1, 5)
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50}

51)

Sendo V o espaco vetorial das matrizes 2 x 3, verificar se {A,B,C} ¢ Ll ou LD,
sendo

Determinar o valor de k para que seja L1 o conjunto

(¢-1,0,2).(1,1,1),{k,-2,0) }

Determinar k para que

seja LI,

Mostrar que sdo LD os vetores v, v, € vy, com Vy € ¥ vetores arbitrarios de um
espaco vetorial V e vy = 2vy - v,

Mostrar que se u, v ¢ w 530 Li,entdo u+v, utw ¢ v+w sio também LI
Sendo v, =(1,2) € R?, determinar v, € R? tal que {v;, vy seja base de IR?.
Verificar quais dos seguintes conjuntos de vetores formam base do R?:

a) {(1,2,),(-1,3)} c) {(0,0),(2,3)}
b) {(3,-6),(4.8)} d) {(3,-1),(2.3)}

Para que valores de k o conjunto = {(1,Kk), (k, 4)} ébase do R?7

0 conjunto §={(2,-1),(-3,2)} ¢ uma base do R2. Escrever o vetor genérico do
R? como combinagdo linear de .
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59) Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam uma base do R*Y

a)(1,1,-1),(2,-1,0)(3,2,0)
b)(1,0,1},(0,-1,2),(-2,1,-4)
c) (2,1,-1),(-1,0,1),{(0,0, 1}
d)(1,2,3),(4,1,2)

e) (0,-1,2),(2,1,3),(-1,0, 1),(4,-1,-2)

60) Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam base de P,?

a) 2t +1 -4, 2 -3t +1
bl 1,1,t%

)2, LK LEx

2

d) t+x+x?, x+x%, x

) 1+x, x-x2, I+2%xa-x

61} Mostrar que o conjunto

¢ uma base de M(2, 2).

62) Mostrar que o conjunto
{(13 1: D: U): ({]! 09 ]: 1}: (1! D& 05 3)5 (0: Os 05 5)}

¢ base do IR*,
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63)

64)

65)

66)

67)

68)

69}

70)

O conjunto
A={t}, 2t -t+3,t3 -3t +4t-1}

é base de P57 Justificar.

Mostrar que os vetores vy =(1,1,1}, v, =(1,2,3), v =(3,0,2) e v, =(2,-1, 1) geram
o IR? e encontrar uma base dentre os vetores vy, va, V3 & Y4,

Mostrar que os polinémiosp, = 1 + 2x - 3x%, p; =1 -3x + 2x% & py = 2-x+5x* formam
uma base do espago dos polindmios de grau <2 e calcular o vetor-coordenada de
p=-2 - 9x - 13x? na base 8= {py, ps. p3l-

Determinar uma base do subespago do IR* gerado pelos wetores v, = (1,-1,0,0),
v2 =(-21 25 2r 1)a V3=(—171!21 1} A v4=(nl 034! 2)'

Seja V= IR® e o conjunto
B={(0,1,1),(1,1,0,(,2, )} CR
a) Mostrar que B n#o & base do IR®.

b) Determinar uma base do IR’ que possua dois elementos de B.

Determinar o vetor coordenada de v = (6, 2) em relagdo as seguintes bases:

a=1{(3,0),(0,2)} v ={(1,0,(0, 1)}
B =1{(1,2,2 1)} 5 =100, 1),(1,0}

No espago vetorial IR®, consideremos a seguinte base: B = {(1,0,0),(0,1,0),(1,-1, 1} }.
Determinar o vetor coordenada de v € R® emrelaglio 4 base B se:

a) v=(2, -3, 4}, b) v=(3,5,6), ¢) v=(1,-1,1)

Seja A= {3,2x,-x* } umabase de P,. Determinar o vetor<coordenada de v=6-4x+ 3x
em relagio i base A.
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71) Sejam os vetores vy =(1,0,-1), v, =(1,2,1) ¢ v43=(0,-1,0) do R?
a) Mostrar que B= {v,, vo, v5 ; € base do IR?,

b) Escrever e; =(1,0,0), e, =(0,1,0), e3=(0,0.1} como combinagdo linear dos
vetores da base B.

72} Determinar a dimensdo e uma base para cada um dos seguintes €5pacos vetoriais:

a) {(x,y,2) € R¥y=3x}
b) {(x,y,2) € R*/y=5x ¢ 2= 0}
) {(x,y) € R¥x+y=0:
d) {(x,y,2) € R*ix=3y e z=-y}
e) {(x,v.2) € R¥2x-y+3z2=0}

f) {(x,y.2) € R¥z=0;

73) Determinar a dimensdo e uma base para cada um dos seguintes subespagos vetoriais de

M(2,2)
3 b
a) ; b=at+tc e d=¢
& d
a b
h) ; b=a+te
C d
a b
) ;. ¢c=a-3b e d=0 }
C d
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d) - atd=b+¢

74) Seja o subespaco S de M(2, 2):

S= fc=ath ¢ d=a

a) Qual a dimensdo de S?

b} O conjunto

|
—_—

1 -1

¢ uma base de S? Justificar.
75) Encontrar uma base e a dimensfo do espago-solugdo dos sistemas:

xt+2y-2z- t =0
a) 2x +4y+ z+ t=0
x+2y+3z+2t=0

x+2y- z+3t=0
h) § 2x- y+ z- t =0
A4x+3y- z+ 5t =0

X2y - 2 =0
) 2x+ y+3z=0
x+3yt+4z=0



g0 Algebra linear

2x+2y-3z=0
d) X- y~ z=0
3N+ 2wt 250

Xt y-22+ t=0
2x+ 2y 424+ 2t=0

2.10.1 Respostas de Problemas Propostos

1. Nio ¢ espago vetorial. Falha o axioma M,

2. O conjunto é um espago vetorial

3. Nio ¢ espago vetorial. Falham os axiomas A,, Ay e A,
4. Nio ¢ espago vetorial. Falha o axioma M,

5. Nio ¢é espago vetorial, Falha o axioma M,

6, O conjunto é wn espago vetorial

7. O conjunto é um espago vetorial

8. S ésubespaco

9. S nio € subespago

10. E
11. E
12, Nio é
13, Nioé
14. E
i5. E

16, Nioé
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17.

18.

i9.

20.

21,

22

23.

24,

23,

26,

2l

28,

30.

31,

Nio é

Nio é

Nio é

Nio é

E

E

$40 subespagos: a}, b), ¢}, d)

a) w = 3u-v

I

b) k =12

¢) 16a+ 10b-c=0
a) p=3p1 t2p; +ps;
b) impossivel
c)a+2b-¢c=0

d) ndo € possivel
v=4y; + 3v; - 2V,

a) 0= ‘-2V1 'l"Vz

b}DEOV] +DV2

U= 3vy =¥yt 2vy
vy v,

w = 0vy +0vy; +0v;,
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32 v=vy + 3vy + 2v,
33, a) sim b) nac c) ndo
34.  a) sim b) k = -2
35. a) {{(x,y,2) € R¥x=-2y e z=3y}
b) {(x,v.2) € R¥/7x+5y-4z=0}
¢) {(x,v,2) € R¥x+y-z=0}
dy IR?
e} {(x,y,2) € R¥/x+y+3z=0}
f) R’
36. a) G{A)={(x, y.2) € IR*/10x+ 3y ~-2=0}
b}k =-13
ol K=
38. a) {ax*+tbx+c¢b=2a+¢}
b) {ax? + bx/a, b € R}
c} P,
39. {{x,y) € R¥y=-2x}
Representa uma reta que passa pela origem.
40. (x,y)=(x-y)(2,1)+(-x+2y){(1, 1)
41, (x,y,2}=xv; t(y-%X)}v; t(z2- ¥}V,

42, a b
a) ; b=-2a-5d ¢ ¢c=-a-d
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43

44.

45.

46.

47.

48.

49,

50

51.

52.

55:

56.

57.

58.

59,

60.

b) c a+b-c+d=0

{ax? +bx*+cx+d/b=5a+3c e d=1la+8c}

{(x,y,2,t)2x-1=0 e y+z=0"

Pertence,
a) LI b} LD

a} LI b) Li

e) LD fi LI

b, d

Li

k #-3

k=3

v, #kv,, Yk € R
a, d

ko2

(%, y) = (2x+ 3y}(2, -1) +{x + 2y) (-3, 2}

a), ¢)

b}, c}, d)

c) LI

¢) LD

dy LD

d) LD
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63. Nio. G(A)# IR>.
64. Base: {vy, vy, V3 }
65. pg=(L,5,-4)

66. Uma base: {v,,vs |.
67.

68.

6.

70,

71.

72.

Uma base: { (0, 1, 1),(1, 1,0),(0,0, 1)}

2 10
va=(2: 1}5 Vﬁz("ga?)

vy =(6,2), v5=(2,6)

a) VB=(_2:1:4)
b) vB=(—3,11,6}
&) vy =(0,0, 1)
v S ge3)
a)Bé Lle V(x,v,2) € R’
X-2 +
(x,y, =222 v + 222, 4 (- y +2)v,
h) e =lv +lv +v
1 2 1 %, 2 3
32=-V3
1 1
53=-5V1 +5V2+V3
a} dim: 2 d) dim: 1
b) dim: 1 e) dim:2
¢) dim:t ' f) dim:2

As bases ficarfio a cargo do leitar.
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73, a) dim: 2 ¢) dim: 2
b) dim: 3 d) dim: 3
As bases ficario a cargo do leitor.

74, a) 2

b) Nio, porque

& S

75, a) dim:2
uma base: {(1,0, 3,-5),(0, 1,6, -10) }

b) dim; 2
uma base; {(0: "2:«"1! ])3(1! '33 —5, D)}

¢) dim: 1
uma base: {(1,1,-1)}

d) dim: zero
nio existe base
g} dim: 3
uvma base: {(-1,0,0, 1},(-1,1,0,0),(2,0,1,0}}



CAPITULO

ESPACOS VETORIAIS
EUCLIDIANOS

3.1 PRODUTO INTERNO EM ESPACOS VETORIALS

No Capitulo 1, foi definido o produto escalar ou produto interno usugl de dois vetores
no IR* eno IR® e foram estabelecidas, por meio desse produto, algumas propriedades geomsé-
tricas daqueles veiores. Agora pretende-se generalizar o conceito de produto interno e, a partir
dessa generalizagdo, definir as no¢bes de comprimento, distancia e angulo em espagos vetoriais
mais genéricos,

Chama-se produto interno no espago vetorial V. uma fungdo de V x V em IR que a
todo par de vetores (u,v} € V x V assocta um numero real, indicado por u.v ou <u v>.
tal que os seguintes gxiomas sejam verificados:

Plu.v=v.u
Plu.ivtwl=u . v+tu w
P3) (ou) . v =@ (u . v) para todo real o

Ps2du.uz0 ¢ u.u=0 se .esomentese, u=20

Observacoes

a) O numero real u v é chamado produte inrernc dos vetores u € v.

b) Dos quatro axiomas da defini¢iio acima decorrem as propriedades:

{00
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) 0.u=u.0=0, Vu € V

I (u+v).w=u.w+v.w
I u.(av)=a(u.v)
V) u.(vi+v1+...+vn)=u.v, Belleg b, Aol

Fica a cargo do leitor a demonstragfio dessas propriedades.

Exemplos

1)  No espago vetorial V=R’ a fungdo que associa a cada par de vetores u=(x;,y;) e
v=1(Xy, ¥;) 0 nimero real

u.v=3xx; +4y,y,;

¢-um produto interno.
De fato:

Pl]' U.V=3X1X; +4}';y1
u,v=3x;X; +4y,y,
u,v=v . u

P,) Se w={(x3, v3), entdo:

u.(vtw)=(x1y1). (%2 + X3, ¥7 T ¥3)

u. (vt w)=3xy(x; X3}t 4y(y: +¥3)

u. (v+w)= (3% X, +4y,y2 ) +(3X,X3 + 4y, y;)
u.(vtw)=u.v+u. w

Py) (eu). v ={(ax,,ay,).(x;, ¥z}
(au) . v=3(ax,) X, + Hay, )y,
{au) . v=a(3x;x; + 4y,y;)
(au).v=afu. v)

Pq) u.u=3?§lxl +4}'1}’[ =3Xf +4Yf; 0 e
u.u=3x; +4y; =0 se, esomentese, x; =y; =0,

istoé, se u=(0,00=0
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Observacao

O produto interno que acabamos de apresentar € diferente do produto interno usual no
IR?. Este seria definido por:

U.V=X1X2 T¥1¥2

donde se depreende ser possivel a existéncia de mais de um produto interno num mesmo éspago
vetorial.

2} Seu=(x{,¥1,21) ¢ v=(X,, ¥s, Z;) sdo vetores quaisquer do IR*, o numero real
U.¥V5X Xy TY1¥s T2424

define o produto interno usuai no R,

De forma andloga
UL V=X Ys FXaYs bt Xy,
com u=(Xy,Xz,...,X;) € V= (¥1.¥2...,¥,). define o produto interno usual no IR".

3) Sejam V=P;, p=a,x’ +ax+a, € q=byx*> +b;x +by vetores quaisquer de P,.
A formula

p.q=azby tacby +aghg

define um produto interno em P,

Por exemplo, se:

p=3x2-4x+2 e q=2x*+3x-1,
entao:
p.a=3(D-4(3)+2(-1)=-8

Observemos que
P. q=32b2 +a; b,

nao define, sobre V, um produto interno. Nesse caso, falha o axioma P,, pois existem
polindmios p € V tais que p.p= 0, sem que p=0. Por exemplo, p=0x? +0x + 3.
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4)

3)

3.1.1

1)

Seja V o espago das fungdes reais continuas no intervalo {a, bf.

Se f e g pertencema V,

b
fg= [ f(x)g(x) dx

define sobre V um produto interno. {A verificagdo dos quatro axiomas fica a cargo do
leitor.)

O nimero

u.v=2X1X% tyiys

sendo u=(x;,y;) € v=(x3, ¥2), ndo define no R* um produto interno.

Nesse caso ndo se verificam os axiomas P, e P;. Considerando o axioma P;, tem-se:
(cu). v={(ax;, oy, ). (Xs, ¥} = 2ax, x, +a’yiy?

enquanto:

alu.v) = a(2x; X, +Yiyz) = 20X, + ayiy;

e, portanto:

(au) . v*=a(u.v)

Problemas Resofvidos
Em relagdo ao produto interno usual do [R?, calcular u.v sendo dados:
a) u=(-3,4) e v={5,-2)
b)u=(6,-1)e v= ,17 -4)

c)u=(2,3) e v=(0,0)



110 Algebra linear

Solucdo
a) u.v=-3(5)+4(-2)=-15-8=-23
.
b) u_v=6(?}—1(-4}=3+4= i
c)u. v=2{(0)+3(0)=0+0=¢
2)  Para os mesmos vetores do exercicio anterior. calcular u . v em relag¢do ao produto interno
do exempio 1.

U.v=3x,X%; tdy,y,

Solucdo
aj u. v=3(-3H5 +4(N(-2y=-45-32="-77
h)yu.v= 3(6)(—,1,—)+4(-1)(-4)= G+ 16=25

chu. v=3(2){0)+4(3)(B)=0+0=0

3} Consideremos o R* munido do produto interno usual,

Sendo v, =(1.2,-3), v;=(3,-1.-1} ¢ v;=(2,-2.0) de IR®, determinar o

vetor u talque v.v, =4, v.v;, =6 ¢ b, vy =2,

Solfugdo
Seja u=(x,y,z)
Entio;

(x,y,2).(1,2,~3)=4
(x,y,2) .(3,-1,-1)=6
(x,¥,2).(2,-2,0)=2
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Efetuando os produtos internos indicados, resulta o sistema:

x +2y - 3z=4
3x- y- 226
X - 2¥ =42

cujasolugdoe x=3. y=2 ¢ 2= 1L

Logo, o vetor procuradoé u=(3,2 1)

4) Seja V=1{f:[0, 1] + R, f € continua} o espago vetorial munido do produto interno:

1
f.og=] f(t)g(t) dt
0

Determinar h; .hy e hy . h;, taisque hy,.h; € V e hy{ty=t e hy(1)=1*.

Solucdo

1 1 ] 5 i 1
a) h, _h, = h,(t)hy(t)d1 = v bde= thdemf—). =

40 4

i 0 0

1 ] 1 r']' i l

by Ky <y 2 hy(tyhy () dt = t. tdt= t'dt= [—] ==

. 4 0 30 3

3.2 ESPACO VETORIAL EUCLIDIANO

Um espago vetorial real, de dimensdo finita, no qual estd definide um produto interno, €
wn  espage vetorial euclidigno. Neste capitulo serdo considerados somente espagos vetoriais
euclidianos.
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13 MODULO DE UM VETOR

Dado uwm wvetor v de um espago vetorial euclidiano V, chama-se modulo, norma ou
comprimento de v 0 numero real ndo-negativo, indicado por | v}, definido por:

|v| =8/ v.v

Observemos que s¢ U={(X;,¥;,z;} for um vetor de IR* com produto interno usual,
tem-se ;

ill|=Vf(11,}’1,31)v{xl.~}’1,21)=\/;if+}’§+zf (3.3)

3.3.1 Distancia entre dois vetores

Chama-se disrdncia entre dois vetores (ou pontos) u e v o nimero real representado
por d{u, v) e definido por:

diu,vi=|u-v|

Sendo u={X{,¥1.2Z;} e v= (X3, ¥2.23) vetores do IR* com produto interno usual,

tem-se:

diw,v)=tu-v| = [(x) - %z, ¥y - ¥2, Z1 - Z2) |
ou:

d(u, v = v (%) - %3 +{y1 - y2 ) +(z - 2 )} {3.3.1)
Ohservacdes

1} Se |vi =1, isto é, v.v =1, o vetor v ¢ chamado veror unitdrio. Diz-se, nesse
caso, que v estd Hormalizado.

2) Todo vetor nao-nulo v € V pode ser normalizado, fazendo:
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Observemos que:

Y % o wi . Pl

vl Jvl IvE |vi®

N,
e, portanto, |——| € unitario,
v

Exempio
Consideremos o espago V=R’ com o produto interno v, , v, = 3x;X; t2¥,v¥; + 2,73,

sendo vy = (X1, ¥1,21) € V2 =(X3.¥;, %) Dado o vetor v=(-2,1,2) € R*, em relagio a
gsse produto interno tem-se:

Ivi= V(2 1,20, (-2.1,2) = V/3{2F + 2012 +2F =/ 12+42+4 = /18

e normalizando v, resulta:

v ={'2:Ia2].__' % 1 2 J

lv] /18 "B "sas " IR

Observemos que, relativamente ao produto interno usual, tem-se:

vl= /(202 (-5, =vV(-DT+12+22 = Ja+1+4 = 3

v_(*2,1,2)=( 1

v 3

7T
H -"j_}

2
"8

fad

E importante observar que o modulo depende do produto interno utilizado. Se o produto
interno muda, o moddulo também se modifica.

. ; : ¥ : : : - = i
Assim, fica claro que os dois vetores s acima. obtidos a partir de v, sjo unitdrios, cada um
¥ g

em rela¢do ao respectivo produto interno.

3.3.2 Propriedades do Modulo de um Vetor

Seja V um espago vetorial euclidiano.

Divi=20 VveV e vi=0, se esomentese, v=20.



114 Algebra linear

Essa propriedade € uma consequiéncia de P,

I javi=jallv], Vv €V, Yo € R

De fato:

lavi=y/Tav). (@) = Vo' (v.v) = a1 V¥ v = |allv]
N1} Ju. v| < |ul|lv], Vu, v € VY

Se u=0 ou v=0, vale aigualdade fu.v| =|u||v[=0.

Se nem u nem v 530 nulos, para qualquer & € IR vale a desiguaidade:
{utav). (utav) = 0

pelo axioma P,

Efetuando o produto interno, vem:
uu+ufavit{av.ul+aiiv.v) =0
ou

Ivitat +2{u.via+|uj* 20

Obtivemos assim um trinomio do 29 grau em « (pows  v)? # 0). que deve ser positivo
para qualquer valor de «. Como o coeficiente de &’ é sempre positivo, o discriminante desse

trindomio deve ser negativo cu nulo:
Qu.v¥ -4Ivi?|ul’g 0
fu. P g ? [ ¥2E0
(0. v¥ € jui|v|?
Considerando a raiz quadrada positiva de ambos os membros dessa desigualdade, vem.

lu.vl= |u]fv;
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Essa desigualdade é conhecida com o nome de Designaldade de Schwarz ou Inequagao

de Cauchy-Schwarz.

V) Jutvi=s |ju| + |v]|], Yu veEV
De fato:

futv]= A (utv), (u+v
tu+v]|=~/u.0+2{u,. VI+v, v
futv P = tal?+2(u_ vi+iv|?

mas-
u.v 5 Jo.v] = Jullvl
logo:
le+wv]? sSlul*+2 10| v +.v ?
O
lutv P S(lui+ vy
ou, dinda:

[utv S ul+]

Figura 3.3.2
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Essa desigualdade, denominada desigualdade triangular, vista no R® ou no IR® confirma

a propriedade geométrica de que, num triangulo, a scma dos comprimentos de dois lados é maior
que o comprmento do terceiro lade (Figura 3.3.2)

A igualdade somente ocorre quandc os dois vetores ue v sac colineares

3.4 ANGULO DE DOIS VETORES

Sejam u e v vetores ndo-nulos de um espago vetorial euclidiano V.

A desiguzldade de Schwarz
lu.v|]=|u|lv]

pode ser escrita assim;

“ |
luijlv]|
ou:
u.v 'él
fullvl]]
0 que implica:
u.v
=1, = < 1
lu}ivl

Por esse motivo, pode-se dizer que a fragao

u.v

[udlv]

¢ igual ao co-senoc de um angulo ¢, denominado éngulo dos vetores ue v,

cos § = — , 0<8<n
luilvl

Observemos que essa formula coincide com a (1.7.1) para o cdlcuio do dngulo de dois

vetores no IR* {ou com a formula VI do item 1.9 do IR*®), considerando o produto interno
usual
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3.4.1 Probliemas Resolvidos

5)  Consideremos o R* com o preduto interno usual. Determinar a componente ¢ de vetor
v=i{6,-3,¢c) talque [v[=7,

Solucdo

Ivi=y/ 62 +(-32 + & =7
36 +9+c* =49

C?

1
=

11
I+
I

C
6) Seja o produto interno usuat no IR® e no IR®. Determinar o dngulo entre os seguintes
pares de vetores:

ayu=1(2,1, -5} e v=(50.2)
byu=1(1,-1,2,3) e v ey

I
—_
b

Solucdo

a) [ul=v22 +12 +(-5)* =4/ 30
lvi=+/52 +21=+/29

S+ 1{0)-5(2)=0

u.v

Dai:

cos 8 = L 0 0 an o

Twliv] W3 29

1l
tai=

by lul=sy/T+7+3+9 =4/15
fvi=+/4+1+4 =3
u.v=1(2)- 1(0) +201) +3 (-2) = -2
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Dai:
-2 2
cos @ =—=— . B=arccos (= )
V15 x3 3415
7)  Sefa V um espago vetorial euclidiano e u, v € V. Determinar o co-seno do angulo entre
Os vetores U e v, sabendoque lu=3, [v|=7 ¢ ju+v|=43
Solugdo
futv =/ (u+v) (u+v)
ou:
lutviZ=(ul? +2u v+|v)?
e
(4/5) =32 +2u v+ 7?
80=9+2u. v+49
2u. . v=80- 58
2u,v=22
u.v=11» -
logo:
e u.v ol Il
luf|v] 3= 7 21
8)  Consideremos, no R?*, o produto interno definido por v, . v, = 3Ky Xz Ty vy, sendo

vi =(X;,¥1) e v; =(Xy,v¥,). Em relacdo a esse produto interno, determinar um vetor v
tal que:

lvi=4, v.u=10 e u=(1,-2)
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Solugdo

Seja v=(x,y). Entio:

lvl=+3x +yl=4 . X2 +yl =16

v.u=3x-2y=10

Resolvendo o sistema

3x*+ yi=16

3x - 2y =10
obteremos:

5 26
- = - —_ ot s
x=2 e y=-2 ou X ¢y 7
logo:

= _ 26
v=(2,-2) ou v—[? 2

3.5 VETORES ORTOGONAIS

Seja V um espago vetorial euclidiano.

Diz-se que dois vetores u e v de V sdo oriogonais, e se representa por ulv, se, e

somentese, u.v=0

Exemplo

Seja V=IR?® um espago vetorial euclidiano em relacgio ao produto interno
Xy, ¥1) . (X2, ¥2) =X X3 +2y,¥:. Em relagao a este produto interno, os vetores u=(-3,2)
¢ v=(4,3) sdo ortogonais, pois:

w.v=-3(4) +2(2)(3)=0
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Observacoes
1} O vetor 0 €V ¢ ortogonal a qualquer v € V:

Q.v=0

De fato:
O0.v=(0v}.v=0(v.v)=0D
2)Se u | v, entio aul v paratodo a € R

3)Se u; L ve uyl v oentdo (u; +Yuy)l v

3.6 CONJUNTO ORTOGONAL DE VETORES

Seja ¥V um espago vetorial euclidiano.

Diz-se que um conjunto de vetores {vy,v,, .., v, > CV ¢ orrogonal se dois vetores

quaisquer, distintos, sdo ortogonais, isto €, v, . Vs 0 para i#j

Exempio
No IR?. o conjunto
({1, 2.-3), (3,0, 1), (1, -5, -3}

é ortogonal em relacdo ao produto interno usual. pois:

(1203430, 1) =0
{1, 2, -3} .({1,-5.-3)=0r

(3.0, 1 ¢1.-5,-3) =0
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3.6.1 Teorema
Um conjunto ortogonal de vetores nao-nulos A ={v,,v,,.. v, } é linearmente inde
pendente (LI).

De fato;

Consideremos a igualdade

vy tagvy, + ot An¥p = g

¢ tagamos o produto interno de ambos os membros da igualdade por v;:

TR TR T N O M ) R St

oul
SRR I 16 o ayiv, v)=0
Como A ¢ oriogonal, vi.v;=0 para j¥i e v;.v¥0, pois v #0. Entio.
glv; . v;) =0 implica a;,=0 para i=1,7

oM Logo, A= vy, Ve, v, ) éLL

3.6.2  Base Ortogonal

Diz-se que uma base | v,.

de V é ortogonal se os seus vetores sao dois a dois
Qrtogonais.

Assim, levando em conta o teorema anterior, se dim V = n, qualquer conjunto de n vetores

ndo-nulos e dois a dois ortogonais. constitui uma base ortogonal. Por exemplo, o conjunto apre-
sentado no exemplo anterior

({1, 2,-3),03,0, 1), {1,-5. -3} }

2 uma base ortogonal do R7,
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3.6.2.1 Base Ortonormal
Uma base B= {v;, vy, .., vy} de um espago vetorial euclidiano V é ortonormal se B é
ortogonal e todos os seus vetores 53¢ unitirios, isto ¢
Q para i+ j

1 para 1 = j

Exemplos
Em rela¢do ao preduto interno usual, o conjunto:

1) B={(1,0%,(0, 1)} ¢ uma base ortonormal do R? (é a base canonica);

v 3

2y B= {{2—,—]), (__;_ : }} é também base ortonormal do R? (verificar!),

V3
3

3} B=1{{1,0,0),¢0,1,0),{(0,0,1)} ¢ uma base ortonormal do R* (& a base candnica);

N A T
V3 W W

4) ={u,,u4, 4y },sendo u; =¢

2 1 ! i
6] e uz =(0, -— ,

_ &
e VT T2

i

é também base ortonormal do R*, pois;

U .Uy =U; . U3 =U; Uy =0

U].ul=uZ.u:=U3.U3:]

As bases ortonormais sdo particularmente importantes, como ainda veremos.
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Qbservacdo

. ; _ Wi o e
Jd vimos que s¢ v é um veter nao-nulo, o vetor i—-l ¢ unitdrio, Diz-se, nesse caso, que v
v

estd normalizado. O processo que transforma v em Tt chama-se normalizacdo de v.
v

Assim, uma base ortonormal sempre pode ser obtida de uma base ortogonal normalizando
cada vetor.

Por exemplo, a base B= {v,,vy, vy}, sendo v; =(L, 1, 1), v; =(-2,1,1) e v3=(0,-1,1),
¢ ortogonal em rela¢do ao produto interno usual. Normalizando cada vetor, obtemos:

e (1. 1, 1) ! ! L,

P avl VIFIF1 A3 W3 V3

i LY o B ST
lve| /4 +1+1 Ve V6 Vb
o @1 o L1,

'u —
vl JOFIFE

e B ={u,,u,, uy } éumabase critonormalde R”.

3.6.3 Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Dado um espago vetorial euclidiano V e uma base qualquer B= {v;, v;, .., v, } desse
espaco, € possivel, a partir dessa base, determinar uma base ortogonal de V,

De fato, supondo que vy, v3, ..., v, 10 sdo ortogonais, considere-ge
Wops Yy
e determine-se o valor de & de modo que ovetor w, = v, - aw, seja ortogonal a w:

(vg ~aw;). wy =0
v, Wy ~a(w, . wy;)=0

Va . Wy
W LW,

&:
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Isto é;

Wo = Va = [ e———a
* L {'Wl.wl

Assim, 0s vetores w,; e W, S30 Ortogonats

Considere-se o vetor:
W3 = Va3 - daWz - 41 W,
e determine-se os valores de a, e a, de maneira que o vetor wj seja ortogonal aos vetores

Wy € Wi

(\fj, - dy W3 -alwll,w|=0

[ (vy =3, W9 = 3, W, ). w=0

Vi . W) - ax(wy  wi}-a;(w, .wi)=0

Vi . Wy - @2{Wq . Wa)-a;(w, .wg)=0

Tendo em vista que w, . w, =0, vem:

s el

vy . Wy - ay(w; .wy)=0

V3. W2 - 8z(W; . W;)=0

e:
Vq . W Vy . W
a, = 3 g 4 2, = 3 2
Wy . Wy Wa . W,y
15t é:
- 3 . W3 Vi . W
w3 = V3 —{ YWy - ([——— )W,
wg.w: WI.W]

Assim, 0s vetores w,;, W, € Wj S30 ortogonals.
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Pode-se concluir o teorema por indugdo, admitindo que, por esse processo, tenham sido

obtidos {n - 1) vetores wy, Wz, .., w_ _ & considerar o vetor:

wn = Vn . an_lwn_l - ... —dgWo - d41W

sendo a,, ag, .., Y tais que o referido vetor w_ seja ortogonal aos vetores Wy, wa, ..., Wo_ 1

Os valores de ay, a;, ..., . | que aparecem em w_ sdo:

¥n - W Yo W2 Yo - W3 V'n - Wo
A S AT T oo s AT T il 1:
W . Wy Wy . W W3  Wq n-= wn_l : Wn_l

Assim, a partir de B={v,,v;, .., v}, obtivemos a base ortogonal {w;, wa, .., Wy -

O processo que permite a determinagio de uma base ortogonal a partir de uma base

qualquer chama-se processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt.

w.
Para s¢ obter uma base ortonormal, basta normalizar cada w;. Fazendo u; =| 'I,
w.
1
obtemos a base
: _
B = {U], uzi"'! u'nJ
que ¢ uma base ortonormal obtida a partir da base
B={vy, vy, .uvy}
Observacdo
Tendo em vista que:
Vo - Wy Wy W Wy l |: } |
dy = oe—m——— Iy ——————— T Y. = A on * = 1y—
LA nowWp . Wy O wyi? T ojw b Twyl ¥ bwy |
VoW w Wi Wy | l
n 2 ) 2
Pl i Tl S el P g N * = (v, U2}
Wy . Wy Wy o Wa T gy fwal | waql | wo
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Vo - Wa 1
1]
a3 = Fravnm (Vg wlly)
Wi . Wy 0 Iw3|
V.o W
n n-1 i
a = = =¥ .u, )
n-1 wn_l 'wn—I n n-1 ’wn-]|

os vetores Wi, wa. .., w_podem ser expressos do seguinte modo:

[y wy = v,

" " Wy
M) wy = vy -aw, = vy -(vy . Uy} ——

| wy |
wy = vy - (vy . up )y
“I) Wa = ¥3 - 8:xWa - AW,
i Wa W
W3 = vy -(v3 . 1y) - (vz . w)
: | ws | | wyl

W3 = vy - (V3 . Uz jup -(vy.u;)u,

=
1l

Exempio

Sejam vy =(1, 1,1} v, =(0,1,1) e vy =(0,0,1}) vetores do

Vo ‘un—l}uml e S0 Ty (vn TR NS

R*.

Esses wvetores

constituem uma base B= {v,,v,,v; | ndo-ortogonal em relagio ao produto interno usual.

Pretendemos obter, a partir de B, uma base B' = { u;, u,, u; } que seja ortonormal.

Solucado

W= = G L)
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Uy =

Uy =

wi . (L,LD) _(,L1_ 1 1

1
(Wil V1241241 V3 (\/5 ; \/E’ﬁ)

wy = vg —(vg .1, ) Uy

B g B

A R

vp . uy = (0,1,1).(

W= 0,1, 1)-(3 5.3

W= 3.3

W, _(~—§#.%,%):(-§}—§%):{_ 2 11
RV Yo vE V6 VB 6
Wy = Vg - (V3 . Uz) Uy - (V3. U)U,

) | 1 1 1
Wi = (01 03 1} = (-?

1

W3 = (Ur-?&-—z_)

1
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Abase B'= {u;,u;,us} éuma base ortonormal, pois:

U|.UQ=UI.U3=H-3,U3=0
=

|'I.1|t=‘llg|=ill3I=i

3.6.4 Componentes de um Vetor numa Base Ortogonal

Seja V um espago vetorial euclidiano e B= {v,, .. v, | uma base ortogonal de V. Para
um vetor w € V, tem-se;

w= vyt & vy o A ¢ an¥q
Efetvando o produto interno de ambos os membros da igualdade por v,, vem:

Wovi = a(vy i)t taly v) L ta(y, . )

ou:
w. v = a(v;.v;) pois vi.v; =0 para j # i
logo:
LIS A
= = (3.6.4)

¢ 2 expressdo da i-ésima coordenada de w em relagdo i base B

Exemplo
Seja V=R? com o produto interno usual e a base ortogonal
B= { (291 1}1 ("13 2}}

Calculemos as coordenadas do vetor w={4,7) em relagio a essa base B. na qual
vi =(2,1) & v, =(-1, 2). Pretende-se calcular a; e a, tais que:

w= a,v, ta,v,
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Utilizando a formula (3.6.4), vem:

WLV _{4,?),(2,1)_8+? 15

) SR T O R

_w.vy;  (4,7).(-1,2) -4+14 10

e e T ) R Tl R
logo:
w =3vy +1v,
ou:
wg = (3.2)

Como se viu, as coardenadas de w, na base canOnica, sdo 4 ¢ 7, enquanto na base B sao
3w 2

Observagdo

No caso particular de B = {v,. ..., Vo } ser uma base orronormai de V. os coeticientes
a, do vetor w=a,v; +.. ta,v, pela formuia (3.6 4), sdo dados por:

3= W. v,
pois v; . ¥; = L.
Assim,

w = (W.V]}V] +(W.V2)V2 i +[W.‘-"n]\|’n

Exempio

: 4
A base B= {%,g}, {-%,%)} é uma base ortornormal do R? em relagdo ao produto

interno usual. Dado v = (5, 2), para encontrar a; ¢ a; talque

3 4 4 3
(572)= A Tog)+u C T



130 Algebra linegr

basta fazer:

3 4 §_ 123
3 =05,2).0g=3+s=7¢

4 3 o 14
ap=idhilerag) = ~te= T

logo:
.23 14
VB - ( 5’ % 5 )
Observemos que se tivéssemos a base candnica:

B = {(1,0)(0,1}}
a, =(52).(1,0)=5

a2 =(5,2).(0,1)= 2

¢, portanto;

=(5.2)

i

isto é;

(5,2)=5(1,00+ 2(0, 1)

3.7 CONJUNTOS ORTOGONAIS

Se 5; e 5, 330 subconjuntos ndo-vazios de um espago vetorial euclidiano V, diz-se que
S1 € ortogomal a S, e se representa por S; 1 S;, se qualquer vetor v, € §, ¢ ortogonal
i qualquer vetor v, € §,.
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Exempio
Os conjuntos
S] = {(olr 11: 2)! {Dr 2& 4)} € Si = {(11 _2! l)} (2! '2! 1): {41 61 _3)}

sd0 ortogonais relativamente ao produto interno usual no R? (verificar!).

3.7.1 Teorema

Seja V um espago vetorial euclidiano ¢ B= {v,,..,v_} uma base de um subespago S
de V, gerado por B.

Se um vetor u€ V ¢ ortogonal a todos os vetores da base B, entdo u ¢ ortogonal a
qualquer vetor do subespago S gerado por B.

Diz-se, nesse caso, que u € ortogonala S ¢ se representa por ul S.

De fato:
Qualquer vetor v& 5 pode ser expresso por.

¥ =81V, +a-2V-2 1 +ﬂpr

u.v=u. (a,vy tazvy o tapv)

u,v=ag(u.vy) tag(u.vy)+ o +aglu. vp)

Mas, por hipotese, u.v; =0, i=1, .., p
Portanto:

u,v=9
logo:

ulv ou ul$

A reciproca desse teorema nio é verdadeira
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3.8 COMPLEMENTO ORTOGONAL

Seja V um espago vetorial euclidiano ¢ S um subespago vetorial de V. Consideremos o
subconjunto de V formado pelos vetores que sdo ortogonaisa S:

§t ={veE Vvl §}

Esse subconjunto S§' de V é chamado complemento ortogonal de S,
Vamos considerar duas propriedades:

[) §' € subespacode V
De fato:
a) Se vy, vy € 8', paraqualquer u€ §, tem-se:

vilu e vy1lu
isto é:
v; . u=0 e vy, u=0
Entdo:

vi.utyv, u=0
(v; + v5).u =0 implica (v, +v;)} € 8*

b) Analogamente, se¢ verifica que para qualquer a € R, av, € S*.
II) Se S ¢ subespago vetorial de V, entdo
v=5(3) st
isto €, V é asomadiretade S ¢ S
De faio:

Se S={0}, entdo S! =V eademonstracdo é imediata.
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Se S+ {0}, para qualquer v €S N S tem-se:

0 que mostia que
SN 8¢ ={0}
Por outro lado, como S ¢é um subespaco vetorial de V, S pode ser considerado um espago

vetorial euclidiano tal como V. Nessas condigdes, sejam B= {e, e;,..,e, } uma base orto-
normal de § e v um vetor qualquer de V.

Tendo em vista que v . €5, ¥ . €3, ..., ¥ . Ep S0 nimeros reais, o vetor
vi=(v.edeg t(v.egder o H(v.es)ey,

pertence a S, e o vetor
Vg = V- ¥y

é ortogonal a 8, isto €, pertence a S', por ser ortogonal a todosos vetoresdabase B = {e;,e;3, ..., ¢p }:

v . ey =(v-vy).e; = v.ey -¥y .8
vp.ep=v.e;-[(v.e,)e t(v.er)e; +...+(v‘ep}ep].el
vy.e,=v.e;-[(v.e;je ). g +0+.. 10

Vo .8 = V.E€y -V .8

v; .89 =0

Do mesmo modo:

L
1k
o

vy.8 =0 v3.e,=0,.., ¥2.



i34 Alrebra linear

Assim, v= v, +v;, com v; € S ¢ v, € 8L
Logo:

EENOEE

Exemplos

1) Seja V= R® com o produto interno usual e
S= {(0,0,c)ic€ R} (eixodos z)
Entao:

§* = {{a,b,0)/a,b R} (plano xOz)

Z)  Seja V= IR’ com o produto interno usuale S = {{x, -x)/x € R}

Entio:
St = {(x,x)}xE R

umavez que (X,-x).(x,x)=x'-x*=10
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wn

39 PROBLEMAS RESOLVIDOS
9y Determinar o valor de m para que os vetores u={(2,m,-3) ¢ v=(m-1,2 4) sejam
ortogonais em relagdo ao produto interno usual do R?.
Solugdo
(s vetores sfo ortogonais se u. v =0, Entio:
(2.m,-3) (m-1,2,4)=0
2{m-1)+m(2)-3(4)=0

2Zm-2+2m-12=0

4m = 14
m=l
2

10} Seja V=IR> e o produto interno

(X1, ¥1,21) . (X2, ¥2,22)= 2X1X; ¥ 3y1y2 + 21 Iz

Determinar um vetor unitdrio simultaneamente ortogonal aos vetores u=(1,2,1)
e v=(1,1, 1)
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Solucdo

Seja W= (x,y,2), talque wl u e wi v. Entdo:

w.u=>0 (X, ¥,2).(1,2,1) =0
ou
w. v =0 (x,y,z).(1,1,1) =0

Com o produto interne dado, obtemos o sistema.

2xtéy +z2=0
| 2x+3y+z=0

que tem por solugdo:
y=0 e z=-2x%

Logo, w=(x,0,-2x)=x(1,0,-2), para x€ R.

Portanto, existem infinitos vetores ortogonais simultaneamente a u e v, porém todos
multiplos de (1,0,-2). Para x=1, obtémse w, =(1,0,-2), que, normalizado, resulta:

Wi _ (1,0,-2) 0D, T, 2,
lwyl &/ 2(1)% + 0% +(-2)? JE& 6" V6

11) Construir, a partir do vetor v, =(1,-2,1), uma base ortogonal do IR? relativamente 20
produto interno usual e obter, a partir dela, uma base ortonormal.
Soiugio
Seja B = {vy, vy, vy} abase ortogonal 2 ser determinada.
Seja vz = (X,¥,z). Como vy L v, tem-se:

\'-2.\?]:0



Espagos vetorials euclidianos

137

x,v,2).(1,-2, )= 0
x-2y+z =10
Xx=2y-2z

Existem, portanto, infinitos vetores ortogonais a v, da forma
(2y-z,¥,2),y.2€ R
Fazendo y= 0 e z=1, obtém-se um vetor particular:

Na.i& (_11 01 1)

Assim, o conjunto { vy, vy } € ortogonal, pois v; . v, = 0.

Para obtermos uma base ortogonal, necessitamos de mais um vetor.

Seja v3 = {a,b,c), talque v; L v, e v3 1 v;. Entdo:

Va.Vl:O

VS.V';:O

{a,b,c).(1,-2, 1}=0

{a,b,¢).{~1,0,1}=0

ou, ainda:

a-2h+c=0

-a +tc=20

sistema de solugdo a=c e b=c
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Portanto, os vetores ortogonais a v, ¢ v, sdo do tipo
{c,c,c),cE R
Fazendo ¢ =1, obtém-se um vetor particular:
vy = (1,1, 1)
logo:

B={(1,-2,1), (-1,0,1), (1,1,1)} ¢ uma base ortogonal do R*® com a presenca do
vetor ¥i= {1, —2, ].).

Para se obter, a partir de B, uma base ortonormal, basta normalizar cada vetor de B.

Assim:
0y = ¥y s (11_211) =( 1 4 2 1 ]
Y lvy | JTFEFI VB V6 6
u, = Va ={_1’O’1):(__1 U__l_}

[val /1+1 N

v @oLAY . . 1 &

u3_|v3| VITIHT /3733

)

S

B'= {u;,u,,u; } éumabase ortonormal do R?*.

Esse problema, como ¢ ficil observar, tem infinitas solugtes.

12) O conjunto B= {(1,-1),(2,b)} é uma base ortogonal do R? em relago ao produto

interno:

(X1, ¥1) - (X2, ¥2)= 2X1X3 T ¥1¥a

Caleular o vaior de b e determinar, a partir de B, uma base ortonormal.
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Solucdo
Sendo B ortogonal, tem-se.
(1,-1).{2,0)=0
2(1)(2)-1(b)=10
b= 4
Portanto:

B= {(1,-1),(2, 4}

¢ ortogonal.

Normalizando cada vetor de B segundo esse produto interno, vem:

{1,-1) =(1,-1):( I 1 ;
V2 -1 V3 V3 V3
(2,4) _(2.,4) 1 2

e e, —
V202P T4 26 V6 \x‘_a:'

| 1 1 e

T

B’: {{ }}

¢ uma base ortonormal do IR’ relativamente ao produto interno dado.

13) Em relagio ac produto interno usual, determinar uma base ortonormai do seguinte
subespago vetorial do R*:

S= {{x,y,2)€ R¥x+y-2}=0

Solugdo

Basta considerar uma base de S e, posteriormente, aplicar nela o processo de Gram-

Schmidt com a normalizagio de cada vetor.
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Observemos que dim S =2 e, portanto, uma base de § tem dois vetores. [solando x na
igualdade: x + v+ z=0,

vem:
X T -y +2

Se fizermos -
(1) y=0 e z=1

(2) y=1 e z=0

obteremos os vetores v; =(1,0,1) e v, =(~1,1,0), sendo B= {v,, vy } uma base de S, pois
v, e v, sdo Ll. Procuremos umabase B = {u,. u, } que seja ortonormal,

V1 _._(110!1}___{ i, 0 1

TN A e

a) u; =

1

a iy 1 |
b) wo = vy = {vy . uy}u; = (-1, },0)-¢- e \/_"’D,ﬁ)
_ | 1 = 1
Wa = (_ls I-U)(_ _j-s Ur-?)_ {-?! l!?}
| 1
sty _{‘E’I’T)_{ 1 2 L
AEw = SHHLE 5 5
wal V6 VB VB V6
2
logo:
B= ¢ l , 0, l ), (- l 5 2 . )} & uma base ortonormal de S.
VIV V6 VB V6
Observagdio — O processo de ortogonalizagio de Gram-Schmidt teria side evitado caso

tivéssemos escolhido uma base B ji ortogonal,

14) Seja o produto interno usual no R* e o subespago, de dimensdo 2,
$=[(1,1,0,-1),(1,-2,1,0)].

Determinar S e uma base ortonormal de S*.
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Solucdo
Umvetor v= (x,y,z, t) € S se:
(x,¥,2,1).(1,1,0,-1})= 0

(x: }": z, t) . (11 _2} 1! 0)= 0

Dai vem o sistema:

x+ y-t=0

X- 2y +z=0
cuja solucgdo é:
t=xty e z=-x+2y.
Logo:
8t = {(x,y,-x+2y x+ty)x,y€ R}
Uma base de S &
B= {{1,0,-1,1),(,1,2 t)}

na qual vy =(1,0,-1,1) e v, ={0, 1,2, 1). Apliquemos o processo de Gram-Schmidt a base B
para encontrar a hase ortonormal B = {u,, u, } -

vi _ALO=L.1 . I

1 1
e} 1()‘--_,‘—_
R 3 NEm
b) W2 = vy = (va .U huy = (0, 1,2, e (- —2 y(— 0L L,
e R Ly
= 5 S I e
W?‘(U..l,é ])_(-31013 3) (3 1~3‘3]
| 5 4
- w2=(§=1'3’3]=( 1 3 5 4 ;
? VAT RVETIIN G BN
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Logo:
B': {ulsuﬁ}

¢ urna base ortonormal de §!.

3.10 PROBLEMAS PROPOSTOS

1}  Sejam u= (x;,¥y,) ¢ v="(xz,¥;). Mostrar que cada operagdo a seguir define um produto
interno no R?:

ayu.v= x1%; ty ¥y,
byu.v= 2%x;X; + 5v, v,

C)u.v= XX T X Y2 Xy 2y, ¥

2)  Caleular o produto interno dos vetores u= (I, 1) ¢ y= (-3, 2) segundo cada produto
do exercicio anterior.

3)  Sejam os vetores vy = (X, y,) € v, = (Xa2,¥;) de V= R*,

Vetificar quais das fung¢des f:V x V — R, definidas abajxo, sdo produtos internos
em V;

a} £(v;, v2)= 2x;%; +3y,¥;

b) f{vi,v2) = X1X3 - y1¥2

c) f(vy,vy)= K;;x'z t }"13"%

d) F(vy,v2) = 4x1%,

e} f(vi, va)= x4% +y1y2 ]

) f(vi, v2)= 3x1X; - X1 ¥2 - X3, +3¥1¥2
g) T(vi,va) = 4xyx vy ¥2 + X2y ty 2

h) f(vi.v2)= x1y; + X9,
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4)

3)

6)

Sejam V= R? e osvetores u= (X1, ¥1,2%;) e v= {X3,¥2, 22}

Verificar quais das seguintes fun¢Ges sdo produtos internos sobre o R?. (Para aquelas

que ndo sdo produtos internos, citar os axiomas que ndo se verificam.)

l

a) u.v= X Xa t 3y ¥a
byu.v= 3x;x, + 3y ¥ +22,2,
¢) u.v=2x3y? +3xly? +zlz,
dyu.v=x1x tvi¥: - 2122

e} u.v= ;X3 tVi¥: Y229 - XY - X1 ¥2

Consideremos o seguinte produto interno em P;. p.q= apb; +a,b; taghy, sendo

p=a, x> +3yxta, e = h;x’ +hyx+be

2

p:= 3x-4 e p;=1-x°, calcular:

ap1.p2
b) | pal € | ps!
c) [ p1 *pal
P
| pal

e} co-seno do dngulo entre p; € p;

a] by a; bs

Ciy d, ¢, da

Dados

ps vetores p; = X° - 2x +3,

sdo matrizes quaisquer de M(2, 2), a seguinte formula define um produto interno nesse

espago;

u.v¥= d;&» +b1b2 + ¢y o +d]dg
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Dados os vetores

1 2 0 2
u= e vV=
-1 1 i 1
determinar:
a) [u+v]|

b) o dngulo entre u e v.

1
7) Noespago V= P, consideremos o produto interno f(t).g(t) LL f(t) g (t)dt. Calcular

f(t).g(ty e [f(t)| para f()=1t> -2t e g(t)= t + 3.

8) Verificar a desigualdade de Cauchy quando se tem:
aju= (2,-1) e v= (-2, -4) e o produto internc do probiema 1b.

byu=-x*+x-3 e v= 3x* -x +1 ¢ o produto interno do probiema 5.

9) Seja a fungdo

f: R? x R*¥—- M(l, 1)

(X1, ¥4 ) (X, y2 )/ [x1 ¥y

Mostrar que f ¢ um produto interno em R? ¢ calcular:
a) A norma do vetor (1, 3):
b) Um vetor umitdrio a partir de (1, 3);

¢} Um vetor ortogonal a (1, 3).
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10) Provar que se u e v sdo vetores de um espaco vetorial euclidiano, entdo:

aul v implica [u+v[®=ju|?>+|v{
(Intepretar geometricamente esse fato no R? e no R*.)

by (u+v)l (u-v) implica |u|:1{r1

1) Consideremos, no R?. o produto interno usual. Para que valores de m os vetores u e v
sd0 ortogonais”

ayu= {3m, 2. -m) e v= (-4.1,5}

hyu={0.m-1,4) € v= {5, m-1-1)
12) Consideremos, no R’. o seguinte produto interno:
(X1, ¥1.21) (X2, ¥2. 22) = 2X,X; Yy ¥z T 42,2,

Determinar. em rela¢do a esse produto interno. um vetor unitdrio simultaneamente
ortogonal aos vetores u= (1,-1,2) ¢ v= (2. 1,0)

13) Seja V= R® com o produto interno usual. Determinar um vetor u€ R’ ortogonal
aos vetores v; = (1. 1.2), v, = (5, 1.3 e v3 = (2, -2,-3).

14} Determinar os vetores (a, b, ¢) para que o conjunto B= {{(1,-3,2),(2,2,2),{(a, b.¢) '
seja uma base ortogonal do R* em relagic ao produto interno usual. Construir a partis
de B uma base ortonormal.

15) Seja V= M(2.2) munide do produte interno definido no problema 6. Determinar x de

modo que
1 -2 3 2
g
5 X 1 -1

sejam ortogonais.
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16)

17)

18)

19)

20)

21)

Seja Py 0 espago vetorial dos polinOmios de grau < 1. Definimos o produto interno entre
dois vetores p e q de P, como segue:

p.q= 2ac+ad +bc+ 2bd, sendo p(t}= at+b

q(t)= ct+d
a} Calcular o dngulo entre t-1 e 3t
b) Encontrar um vetor r{t) ortogonal ao vetor t - 1.

Sejam V= R? munido do produto interno usual ¢ A= {(1,-1,-2)} € V. Encontrar
uma base ortogonal B de V talque A C B.

Sendo V= R* munido do produto interno usual, determipar um vetor ndo-nulo v€ R*
que seja ortogonala v, = (1,1,1,-1}, v; =(1,2,0,1) e v3 = {4, I, 5, 2).
Consideremos o seguinte produto interno no R?:

(X1, ¥1) . (X2, ¥2)= X% +2%,¥2 + 2y + 5y, ¥,

Mostrar que, relativamente a esse produte interno, o conjunto

A= {(1,0),(2,-1}} & base ortonormal de R?.
O conjunte B= {(2,-1),(k, 1)} ¢ uma base ortogonal do R? em relagio ao produto
interno

(X1, ¥1) . (X2, ¥2) = 2x4%2 ¥ X, ¥ ¥ X7, T ¥ ¥2

Determinar o valor de k e obter, a partir de B, uma base ortonormal.

Consideremos as seguintes bases do R?> e do R?:

a) B= {(3,4),(1,2)}
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b)B= {(1,0,0),(0,1,1),(0,1,2)}
c) B= {(1,0,1),(1,0,-1)},(0, 3, 4} }

Ortonormalizar essas bases pelo processo de Gram-Schmidt, segundo o praduto interno
usual de cada espa¢o.

R T
VINVZT NIV

produto interno usual. Determinar o vetor coordenada de v= (2,4) em relacio a base B.

y} é uma base ortonormal do R? com o

O conjunto B = 1

Utilizar o processo apresentado em 3.6.4,

Em relagio ao produto interno usual, determinar uma base ortonormal dos seguintes subes-
pagos vetoriais do R?:

a) 8= {(x.y,n€ Rily-2z= 0.
b)S= {(x,v.20E R jx+y+z=C}

Determinar, em relagdo ao produto interno usual, uma base ortonormal para o subespago do
R* gerado pelos vetores v, = {(1.0O.-1.1). v, =(0,1,0.1) ¢ wvy=(1,1,-1,2)

Seja 8= {(x,y.z.-2x +4y +52)ix,y,2€ R} subespago de R* com o produto
interno usual,

Seja A= {(1,2,-1,111(2,-1,2,2}} C§
a)y Ortonormalizar o conjunto A,

b} Completar o conjunto A de modo a transformé-lo nura base ortogonal de 5.

Seja V= R munido do produto interno usuale B= {(3,2,-3), (2, 4. 2) } . Determinar:
a) O subespage S gerado por B.

b} O subespago S-
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27) Seja V= R’ munido do produto interno usual. Dados os subespagos:

(K y,2)€ R¥/x-2y+3z= 0} e

3

S = {t(2,1,-1H)re R}

determinar S,' e S,%.

28} Consideremos o subespago S= {(x,y,2)/x-z=0; C R® com o produto interno:
{X, Y. Z] 2 (X’, }"', Zr) = 2){}(' + Syyf + 422!

Determinar S' e uma base de §!

3.10.1 Respostas de Problemas Propostos
2. a) -l b4 «¢)0 3. a), ), g)
4, a} Nio ¢ produto interno. Falha o axioma P,
b) E produto interno.
¢) Ndo ¢ produto interno. Falham os axiomas P, ¢ P,
d) Nio é produto interno, Falha o axioma P,
e) E produto interno.
5. a) -18
b) V14 e /2
¢} V3

3
d}g}( =
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a) /21

b) # = arc cos%

% /3

a) §

b (505

¢} t(-7. 4)

a) l% by 3 ou -]
3-5b

u= a{l, 7 -4), a€ R

t(-5,1,4), t#0

| 3 2 1 1 i 5 | 4
{(m1_\/ﬁ1\/ﬁ)’(ﬁ’7§’$)’E@ —42,\/—5}}

a) @ = arc cos -;-

by t +1 (é uma das solugdes).
(1,-4.-2),(1,1,0), (-1, 1, -1} } € uma delas.

Uma solugdo é (9.-8.6.7).
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3, ) (-2

; 1 ] 1 l
0.0 T W I s o %
h) {{.]'i L] }'.l {D,ﬁ,ﬁ}‘ (0'.! ,V/'j,\/rj}}
1 1 1 Jé
— Ameaie— 1§ w—=y (i ] D
C} {{ﬁiﬂi\/—j}ﬁ(ﬁr L] 2;\( 1 )}

22. vy = (3v2,V2)

23. 3 {(1,0*0),{'01-\/—:;\—%)}
1 1 1 l L
b e " e S () R v : !
){(‘\/z! VIEI ):( \/6, x@%),

24 Existem infinitas bases ortonormais.

Uma delas:

1 1 2

o 1 1 3 T
*—-:D!- » 2T r L] . I'
H\/i V3 \/5” V15 415 /T3 \/15J

5. &) (=5, =, -—, ) (= L 2 Ly

b) Uma delas:
{(1,2,-1,1),(2,-1,2,2),(44, 4,5.-47}
260 a)S={(x,y.2)€ R¥/x+y+z=0"
b) St = {ix,y,2)€ Rijx=y=1z1
27. 87 = {(x.-2x,3x)/x€ R}
83 = (LY. E R 2xty-2= 0
28. 8§t = {{(-22,0.2)/z€ R}

Uma base: {(-2.0,1}}.



CAPITULO

TRANSFORMACOES
LINEARES

4.1 TRANSFORMAGOES LINEARES

Neste capitulo estudaremos um tipo especial de fungdo (ou aplicagdo), onde o dominio e
0 contradominio sdo espagos vetoriais reais. Assim, tanto a varidvel independente como a variavel
dependente sdo vetores, razdo pela qual essas fungBes sdo chamadas vetoriais. Estamos particular-
mente interessados nas fungdes vetoriais lineares, que serdo denominadas transformagoes lineares.

Para dizer que T é uma transformacgdo do espago vetorial V no espago vetorial W, escre-
vese T:V—W. Sendo T uma fungdo, cada vetor vE V tem um s6 vetor imagem w€E W,
que seri indicado por w =T (V).

Vamos exemplificar, considerando V=R? ¢ W= R?

Uma transformagio T:R? —— R? associa vetores v=(x,y)€ R? com vetores
w=(x,y,2z) € R?. Sealei que define a transformagdo T for

T(x,y)=(3x, -2y, x - )

o diagrama da pégina seguinte apresenta trés vetores particulares v e suas correspondentes
imagens w.

Deve ficar bem claro que, para calcular, por exemplo, T(2,1), tem-se: x=2 e y=1,
e dai:

T2, 1)=(3x 2,-2x 1,2-1)=(6,-2, 1)

151
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4.1.1 Definigdo

Sejam V e W espagos vetoriais, Uma aplicagdo T:V— W ¢é chamada rtransformagdo
linear de V em W se:

) T(u+v)=T(u)+TE

) T(au)=aT(u)

para Vu,vE V ¢ Va€ R

Observacao

Uma transformagdo linear de V em V (é o caso de V=W) é chamada operador
linear sobre V.

Exemplos
1) T:R*—R? T(x,y)=(3x,-2y,x-y) €linear.
De fato:
I) Sejam u=(x;,y;) € v=(xX,,ys) vetores genéricos de R?.
Entao:

Tu+v)=T(x; + X2,y t¥2)
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2)

T(u+v)=(3(x;y +x2), -2(y1 +¥2), (3 +X3) - (y; +¥2))
T(u+v)=(3x; +3xz,-2y; - 2¥2,X; + X3 - ¥} - ¥2)
T(u+v)=(3xy, -2y, X; - ¥1) +(3X3, -2y2, X; - ¥3)
T(u+v)=T(u)+T()
IT) Paratodo « € R e para qualquer u=(x;,y;) € R?, tem-se:
T(au) =T (ax;, ay,)
T (au) = (3ax,, -2ay;, ax, - ay;)
T(au) =a(3x,, -2y,, X, - ¥1)
T (axu) =aT(u)
T-R—R

Xx ——3x ou T(x)=3x élinear

De fato:

I) Sejam u=x, e v=x, vetores quaisquer de R (os vetores, nesse caso, sdo
nOmeros reais). Entdo:

Tu+v)=T(x; +X;3)

Tu+v)=3(x, +x;)

T(u+v)=3x, +3x,
T(u+v)=T(u)+T(v)

II) Para Va€ R, Vu=x,; € IR, tem-se:

T (au) =T (ax,)
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T (au) = 3ax,
T (au) = a(3x,)

T(au) =aT (u)

Observacao

Essa transformag¢do linear representa uma reta que passa pela origem (Figura 4.1.1a)
E facil ver que, se uma transforma¢do representar uma reta que ndo passa pela origem, ela
ndo ¢ linear. Por exemplo:

T: R— R, T(x)=3x+1

ndo é linear.
De fato:

Se u=x, e v=Xx, sio vetores quaisquer de R, tem-se:
T(u+v)=T(x; +x3)

T(u+v)=3(x; +x;3)+1

[ R B N T -

T(u+v)=3x; +3x; +1=(3x; + 1) +3x;
Tu+v)# T(u)+T(v)=(3x, +1)+(3x, +1) Figura 4.1.1a

Seria bem mais fcil constatar neste exemplo que T ndo € linear, se conhecéssemos a propriedade:

“Em toda transformacdo linear TN —> W, a imagem do vetor 0 €V é o vetor 0 €W,
isto é T(0)=0."

Este fato decorre da condigdo (II) da defini¢do, para a=0: I
TO)=T(@0.v)=0.T(v)=0
Nos exemplos 1) e 2), de transformagdes lineares, tivemos:

T(0,0)=(0,0,0) e T(0)=0
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Nesse iltimo exemplo, de transformagdo ndo-linear, verifica-se que: T(0)#0, pois
T()=1.

Assim, também ndo € linear a transformacdo

TR*——R?, T(x,y,2)=(3x+2,2y-2)
pois T(0, 0, 0) =(2, 0) # (0, 0).

Insistindo: se T: V—— W ¢ linear, entdo T (0) = 0. No entanto, a reciproca dessa proprie-
dade ndo é verdadeira, pois existe transformagdo com T(0)=0 e T ndo € linear. E o caso da
transformacdo

T: RR —— R?, T(x,y)=(x?,3y)

De fato:

Se u =(Xy,¥1) € v=(Xy, ¥2) sfo vetores quaisquer de R?, tem-se:

Flatv)= T_(’h +Xa, V1 +¥2) = ((x; #%2)%, 3 (y) +¥2)) = (x] + 2x,%, +x3, 3y, +3y,)
enquanto:

T(u)+ T(v) =(xi, 3ys) + (x3, 3y2) = (xi +xi, 3y, +3y,)

isto é:

T(u+v)# T(u)+T(v)

3) A transformacdo identidade

2 ¥ =¥

v +———v ou [(v)=v élinear
De fato:
D [(u+v)=u+v=1(u)+I(v)

) I(au)=au=al(u)
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4) A transformagdo nula (ou zero)

BN — W

v F—— 0 ou T(v) =0 é linear

De fato:
I) Tw+v)=0=0+0=T(u)+T(V)
II) T(au)=0=a x 0=aTu
5) A simetria em relagdo 4 origem O (Figura 4.1.1b) no R?
T:R? — R?
v F—— -v élinear
De fato:
D) Tu+v)=-(u+v)=-u-v=T(u)+T(v)

I T(au)=-au=a(-u)=aT(u)

-y

=¥

Figura 4.1.1b
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6) A projegdo ortogonal do IR® sobre o plano xy (Figura 4.1.1c)
TR —R®
(x,y,z2) — (x,¥,0) ou T(x,y,z) =(x,y,0)

é linear (verificar!). z‘

vV={(x,¥,2)

Tv) = (x,¥,0)

Figura 4.1.1c¢

7) A projegdo no eixo dos x

T: R® R®, T(x,¥,2)=(x0,0)

¢ linear (verificar?).

8) Seja o espago vetorial V=P, dos polindomios de grau<n. A aplicacdo derivada
D:P,——P,, que leva f€ P, em sua derivada f', isto é, D(f)=f', €é linear.

De fato:
Pelas regras da derivagado, sabe-se que:

D(f+g)=D(f) + D(g)

[+

D (af) =aD()
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9)  Sejam os espagos vetoriais V=P, e W=IR. A transformagdo T:P,—— R definida
b
por T (u) = / udt (a, b € R), que a cada polindbmio u €& V associa sua integral
a

definida T(u) € R, € linear.
De fato:

Por meio de teoremas do Calculo, sabe-se que:

T(u+v}=/b[u+v)dt= fbudt+ /bvdt=T(uj+T(v}

T(au)=ﬁ(au]dt=a /budt=aT(u)
a a

. Essa matriz determina a transformacao:

£ o2

1
10) Sejaa matriz A= | -2
0
Ta: R? — R?
v F—— Av ou Tu(v)=Av

que ¢ linear.
De fato:

Ta(u+v)=A(u+v)=Au+ Av=T,(u)+ Ta(Vv)

Ta(au) = A(au) =a(Au) =aTa(u)
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Efetuando Av, onde v=(x.v)E€ R? é um vetor coluna de ordem 2 x 1, resulta:

1 2 x+2y
%
-2 3 = | -2x + 3y
y
0 4J 4y

e, portanto, To € definida por:

Ta(x, y) =(x + 2y, -2x + 3y, 4y)

ObservacOes

a) Uma matriz A(m x n) sempre determina uma transformagdo linear
Tp: R® —— R™

onde a imagem Ta(v)=Av € o produto da matriz A pelo vetor vE R" considerado como
uma matriz de ordem n x 1. Uma transformacdo linear desse tipo chama-se mwltiplicacdo

por A

b) Em 4.4 veremos o inverso, isto €, que uma transformagdo linear T: R" — R™ sempre
pode ser representada por uma matriz m X n.

¢) Para que possamos dar uma interpretagdo geométrica do significado de uma transformagio
linear, consideremos uma transformagdo linear no plano. Seja o operador linear T: R —R?
definido por:

T(x,y)=(-3x+y, 2x + 3y)

e consideremos os vetores u=(-1,1) e v=(0,1). Portanto, T(u)=(4,1) e T(v)=(l, 3).

A Figura 4.1.1d mostra que sendo u+v a diagonal do paralelogramo determinado por
u e v, sua imagem T(u+v) representa a diagonal do paralelogramo determinado por T (u)
e T(v), istoé, T(u+v)=T(u)+ T(v).

Diz-se, nesse caso, que T preserva a adigdo de vetores.
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T(u + v)

Figura 4.1.1d

A Figura 4.1.1e mostra que, ao multiplicarmos o vetor u por 2, sua imagem T (u) fica
também multiplicada por 2. E esse fato vale para qualquer « real, isto €, T(av)= aT(v).
Diz-se, nesse caso, que T preserva a multiplicagdo por um escalar.

T(2u)

Figura 4.1.1e

4.1.2 Propriedade
Se T: V—— W for uma transformagio linear, entdo
T(aivy tagvy)=a;T(v;) +2,T(v,)

para Vv; v, EV e Va,, a, € R
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De forma andloga, tem-se:
T(agvy ta;vy +..tayvy)=a,T(vy) + 2, T(va) +... +a,T(vy) (1)

para Vv, € Ve Va, € R, i=1,2,..,n, isto¢, aimagem de uma combinagdo linear de vetores
¢ uma combinacdo linear das imagens desses vetores, com os mesmos coeficientes.

Suponhamos agora que {v,, V4, ..., ¥, } seja uma base do dominio V e que se saiba quais sdo
as imagens T(v,), T(v;), ..., T(vp) dos vetores desta base:

sempre é possivel obter a imagem T(v) de qualquer v € V, pois sendo v uma combinagao
linear dos vetores da base, isto é:

v= a, \"1 + &Q_V-z + .. ¥ a.nvn
¢, pela relagdo acima, vem:
T()=a;T(v,)+a,T(vy)+...+a,T(vy)

Assim, uma transformacgdo linear T: V — W fica completamente definida quando se
conhecem as imagens dos vetores de uma base de V.

O exemplo a seguir e os problemas resolvidos 8 e 9 sdo aplicagdes esclarecedoras desta
propriedade.

Exemplo
Seja T: R®*——R? uma transformagdo linear ¢ B={v;,v;,v3} uma base do

R3, sendo v, =(0,1,0), v,=(1,0,1) e v3=(1,1,0). Determinar T (5, 3, -2), sabendo
que T(v;)=(1,-2), T(v2)=(3,1) e T(v2)=(0,2).

Solucédo
Expressemos v = (5, 3, -2) como combinagdo linear dos vetores da base:

(51 35 "2) s 31(0, 19 0] + a?(li Up l) + 33(11 l, 0)
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ou:

s + a3 = 5
a + g = 3
daq =22

sistema cuja solugdo é:
a;, =-4 a,=-2 e a;=7

Entdo:

(5, 3,-2) ==4v, - 2v; + Tv3

logo:
T(5, 3,-2) =-4T (v;) - 2T (v3) + 7T (v3)
T(5,3,-2) =-4(1,-2)-2(3, 1) + 7(0, 2)

T(5, 3,-2) =(-10, 20)

4.1.3 Problemas Resolvidos
Nos exercicios 1 a 4 sdo dadas transformagoes. Verificar quais delas sdo lineares.

1) T:R*—— R’ T(x,y)=(x-y, 2x+y,0)

Solugdo
[) Para quaisquer vetores u=(x,,vy,) € v=(X,,y,) de R?, tem-se:
Tu+v)=T(x; + x5, ¥, +¥2)

Tu+v)=((x; +x3)-(y; +y2), 2(x; +X2) +(y; +¥3),0)
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T(u+v)=(X +X2 - Y1 = ¥2,2%1 +2%X3 +y1 +¥2,0)
T(u+v)=(X; = y1, 2%1 +¥1,0) + (X3 - y2,2%X; +¥2,0)
T(u+v)=T(u)+T()

I T(au)=T(ax;, ay;)

T (au) = (ax, - ay,, 2ax; tay;,0)

T(au) =a(x, -y, 2%; +¥,;,0)

T(au) =aT(u)

Logo, T é linear.

2) T:R*—— R? T(x,y)=(xt+2,y+3)

Solugdo

Sabe-se que em toda transformagdo linear T: V——— W deve-se ter T(0)=0. Como
T(0, 0)=(2, 3) #(0, 0), T ndo é uma transformagdo linear.

Essa aplicagdo T é um exemplo de franslagdo no plano.

3) T-R*—— R T(xy)=Ix]|

Solucao
Sejam u=(x,,¥,) & v=(Xy, y2) vetores quaisquer de R?.
T(u+v)=T(x; +X. ¥ +¥2)= | X3 + X1 ¢
T(uy+T(v)=1x,|+]x;]|

Como.emgeral. | x, + X3| # | %; |+ x|, conclui-se que T ndo € linear.
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4) H: V—— V, H(v)= Av, A€ R, A\ fixado.

Solucédo
Seu ve Vv:

[) Hu+v)=A(u+v)=Au+Av=H(u) + H(v)

I) H(au)=A(au)=a(Au)=aH(u)

Logo, H é um operador linear em V. Esse operador chama-se homotetia de V determinada
pelo escalar A.

Osexemplos2, 3 e 5 do item 4.1.1 sdo casos particulares de homotetia em que A= 3,
A=1 e A=-1, respectivamente.

5)  Seja o espago vetorial V=M(n, n) e B uma matriz fixaem V.

Seja a aplicagdo T: V——V definida por T(A)=AB+BA, com A€ V.
Mostrar que T € linear.
Solucéo
I) Para quaisquer A;, A, € V:
T(A; +A;)=(A, +A;)B+B(A, +A,;)
T(A, +A;)=A,B+A;B+BA, +BA,
T(A; +A;)=(A;B+BA,)+(A;B+BA;)
T(A, +A)=T(A;)+T(Ay)
I) T(xA;)=(xA,)B+B(aA,)=a(A;B)+ a(BA,)
T(xA,)=a(A;B+BA,)

T(axA,)=aT(A;)
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6) Seja T:V—— W linear. Mostrar que:
a) T(-v)=-T(v)

b) T(u-v)=T(u)-T(v)

Solugdo
a) T(-v)=T((-1) v) =-1T(v) =-T(v)

b) Tw-v)=T(u+(-)v)=T)+(-DT(v)=T(w)-T(v)

7)  Consideremos o operador linear T: R®* —— R? definido por

T(x,y,z)=(x+2y+2z x+2y-2z -x+y+4z).
a) Determinar o vetor u € R? tal que T(u)=(-1,8, -11).

b) Determinar o vetor vE IR® tal que T(v) =v.

Solucao
a) Sendo T(u)=(-1, 8 -11), ou seja:
(x+2y+2z x+2y-z -x+y+4z)=(-1, 8, -11),
vem:
x+2y +2z=-1

x+2y- z= 8

-x + y+4z=-11

.Y

sistema cuja solugdo ¢ x=1, y=2 e z=-3.

Logo: u=(1, 2,-3)
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b) Seja v=(x, y,z). Entdo, T(v) =v ou T(x,y,2)=(X y, 2z) ou, ainda:
(x+2y+2z x+2y-z,-x+y+4z)=(X,y, 2)

donde:

x+2y+2z =x
x+2y- z2=Y
-x+ yt+tdz =12

O sistema € indeterminado e sua solugao é: x =2z e y = -z

Assim, existem infinitos vetores v € IR’ tais que
T(v) =v e todos da forma:
v=(2z, -~z z)
ou:

v=z(2,-1,1), Vz€ R

8) Sabendo que T: R* —— R® ¢é uma transformacgdo linear e que
T(l,-1)=(3,2,-2) e T(-1,2)=(1, -1, 3),

determinar T (X, y).

Solugdo
Observando. inicialmente, que {(1,-1),(-1,2)} ¢ uma base de R? apliquemos a
propriedade 4.1.2 expressando o vetor (x,y)€ IR®* como combinagdo linear dos vetores

dessa base:

(x,y)=a(l.-1)+b(-1, 2)
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ou.

a- b

n
F

-a+2b

]
e

sistema do qual vem:

a=2x+y e b=x+y
Portanto:

T(x,y)=aT(1,-1)+bT(-1,2)
T(x,y)=(2x+y)(3,2,-2)+(x+y) (1, -1, 3)
T(x,y)=(6x+ 3y, 4x+ 2y, -4x - 2y) +(x +y, -x - y, 3x + 3y)

T(x,y)=(7x+ 4y, 3x+y,-x+y)

9)  Um operador linear T:IR? —— R? ¢ tal que:
T(1,0)=(3,-2) e T(0,1)=(1, 4)

Determinar T(x, y).

Solugdo

Observemos que {(1,0), (0, 1)} ¢é a base canonica de R?

Um vetor (x,y) € R? € tal que:

(x, ¥y)=x(1,0)+ y(0, 1)

e, portanto:
T(x,y)=xT(1,0)+yT(0, 1)
T(x, ¥v) =x(3,-2)+y(1, 4)

T(x, y)=(3x +y, -2x + 4y)
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4.2 NUCLEO DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Definigdo

Chamase nmiicleo de uma transformagdo linear T: V—— W ao conjunto de todos

os vetores vE V que sdo transformados em 0 € W. Indica-se esse conjunto por N(T) ou
ker (T):

W

N(T)= {vE V/T(v)=0}

Observemos que N(T)CV e N(T)#0, pois 0€ N(T), tendo em vista que
T(0) = 0.

Exemplos
1) O nicleo da transformagdo linear
T: R”? — R?, T(x,y)=(x+y,2x-y)
¢ 0 conjunto:
N(T)= {(x,y) € R*/T(x,y)=(0,0)}
o que implica:
(x+y,2x-y)=(0,0)

ou:

x+y=0

2x-y=0
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sistema cuja solugdo é:
x=0 e y=0
logo:

N(T)={(0,0)}

2) Seja T:R?® —— R? a transformacao linear dada por:

T(x,y,z)=(x-y+4z 3x+y+8z)
Nesse caso, temos:
N(M={(x,y,2€ R*/T(x,y,2)=(0,0) }
isto é, um vetor (x,y, z) € N(T) se, e somente se:
(x-y+4z 3x+y+82)=(0,0)
ou:

x-y+d4z =0

3x+y+8 =0
sistema homogéneo de solugiio x=-3z e y=2z
Logo:
N(M={(-32,z,2)/z€ R}
ou:
N(T)={z(-3,1,1)/z€ R}
ou, ainda:

N(M)=[(-3,1, 1]
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Observemos que esse conjunto representa uma reta no IR® que passa pela origem e tal
que todos os seus pontos tém por imagem a origem do R* (Figura 4.2),

‘A

Figura 4.2

4.2.1 Propriedades do NGcleo
1) O ntcleo de uma transformacgdo linear T: V —— W ¢é um subespaco vetorial de V.

De fato:

Sejam v, e v, vetores pertencentes a0 N(T) e a um numero real qualquer. Entdo,
T(vi)=0 e T(v4)=0. Assim:

) T(vy +v3)= T(vy)+T(v,)=0+0=0
isto é:

vy +v3 € N(T)

1) T(avy)=aT(v;)=a0=0
isto é:

av; € N(T)
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2) Uma transformagdo linear T: V —— W ¢ injetora se, e somente se, N(T) = {0}.

Lembremos que uma aplicagio T: V —— W ¢ injetora se Vv, v, € V, T(v;)=T(v3)
implica v; =v, ou, de modo equivalente, se Vv, ,v; € V, v, # v, implica T(v;) # T (v;).

A demonstracdo dessa propriedade tem duas partes:
a) Vamos mostrar que se T ¢é injetora, entdo N(T)={0}.

De fato:

Seja v€ N(T), isto é, T(v)=0. Por outro lado, sabe-se que T(0)=0. Logo,
T(v)=T(0). Como T € injetora por hipotese, v=0. Portanto, o vetor zero é o Gnico elemento
do nicleo, isto é, N(T)={0}.

b) Vamos mostrar que se N(T)= {0}, entdo T € injetora.

De fato:

Sejam v,,v, € V tais que T(v,)=T(v,). Entdo, T(v,)-T(v;)=0 ou T(vy -v;)=0
e, portanto, vy -v, € N(T). Mas, por hipétese, o tnico elemento do nicleo é o vetor 0, e,
portanto, v, -v, =0, isto é, v, =v,. Como T(v;)=T(v,) implica v, =v,, T € injetora.

4.3 IMAGEM
Definicdo

Chama-se imagem de uma transformagdo linear T: V —— W ao conjunto dos vetores
wE W que sfo imagens de pelo menos um vetor vE V. Indica-se esse conjunto por Im(T)
ou T(V):

Im(T) = {w€ W/T(v)=w paraalgum vE V}
A Figura 4.3 esclarece a definicdo.

Observemos que Im(T)C W e Im(T)# ¢, pois 0=T(0)€ Im(T). Se Im(T)=W,
T diz-se sobrejerora, isto é, para todo wE W existe pelo menos um vE V tal que T(v)=w.
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Figura 4.3

Exemplos

1) Seja T: R* —— R* T(x,y,z)=(x,y,0) a projegio ortogonal do R> sobre o plano
xy. A imagem de T € o proprio plano xy:

Im(T)={(x,y,00€ R*/x,y€ R}

4

v=(X,¥,Z)

T(v) = (x,y,0)

Observemos que o nicleo de T € o eixo dos z:
N(T)={(0,0,z)/z€ R}

pois T(0, 0, z)=(0,0,0) paratodo z€ R,
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2) A imagem da transformagdo linear identidade I: V —— V definida por I(v)=v,
VvE V, é todo espaco V. O nicleo, neste caso, é N(I)={0}.

3) A imagem da transformagdo nula T: V —— W definida por T(v)=0, VveE V, € 0
conjunto Im(T)={0}. O nicleo, nesse caso, é todo o espago V.
4.3.1 Propriedade da Imagem
‘A imagem de uma transformagdo T: V —— W é um subespago de W.”
De fato:
Sejam w; e w, vetores pertencentes a Im(T) e « um nimero real qualquer. Devemos
mostrar que w; +w,; € Im(T) e aw; € Im(T), isto é, devemos mostrar que existem vetores

v e u pertencentesa V taisque T(v)=w,; +w, e T(u)=aw,.

Como W;,w; € Im(T), existem vetores v,, v, € V taisque T(v,)=w,; e T(vy)=w,.
Fazendo v=v; +v, e u=av,, tem-se:

TV =T(v; +v2)=T(v; )+ T(v3) =W, + w,

T(u)=T(av,)=aT(v,) = aw,

e, portanto, Im(T) ¢ um subespacgo vetorial de W.

4.3.2. Teoremada Dimensdo

“Seja V um espago de dimensdo finita e T: V —— W uma transformacdo linear. Entao,
dim N(T) + dim Im(T) = dim V.”

Deixaremos de demonstrar o teorema e faremos algumas comprovagoes por meio dos exem:
plos e de problemas resolvidos logo a seguir.

No exemplo 1 de 4.3, o nicleo (eixo dos z) da proje¢do ortogonal T tem dimensdo 1 e a
imagem (plano xy) tem dimensdo 2, enquanto o dominio R tem dimensdo 3.
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No exemplo 2 da transformacdo identidade, temos dim N(T)= 0. Conseqiientemente,
dim Im(T) =dim V pois Im(T) =V.

No exemplo 3 da transformacdo nula, temos dim Im(T) = 0. Portanto, dim N(T) = dim V,
pois N(T)=V.
4.3.3 Problemas Resolvidos
10) Determinar o nucleo e a imagem do operador linear

T: R —— R? T(x,y,2)=(x+2y-z y+2z x+3y+2)

Solugdo

a) N(T) = {(x,y,2)€ R*/T(x,y,z)=(0,0,0)}
De:

(x+2y-z y+2z, x+3y+2)=(0,0,0)

vem O sistema:

cuja solugdo geral é (5z,-2z,2), z€ IR
Logo:
N(T) = {(5z,-2z,z)/z€ R} ={z(5-2,1)/)z€ R} = [(5, -2, 1)]

b) Im(T)= {(a,b,c)&€ R?*/T(x,y.z)=(a,b,c)}., isto é, (a.b.c)E Im(T) se existe
(x,y.z)€ R? tal que:

(x+2y~2z y+22, x+3y+2)=(a b, c)
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e 0 sistema:

x+2y- z=a
y+2z2=Db

x +3y+ T=E

somente terd solugdose a+b-c=0.
Logo:
Im(T)={(a,b,c)€ R*/a+b-c=0}
Notemos que:

dim N(T) + dim Im(T) = 1 + 2 = 3, que é a dimensdo do dominio R>.

Observacdo
O vetor imagem T(x, y, z) pode ser expresso da seguinte forma:
(x +2y-z,y+2z x+3y+2)=(x0,x) +(2y,y, 3y) +(-z, 22, 2)
ou:

(x+2y-2z, y+2z x+3y+2)=x(1,0, )+y(2,1,3)+z(-1,2,1)

Logo, qualquer vetor do conjunto imagem é combinacdo linear dos vetores (1,0, 1), (2,1, 3)
e (-1,2,1) e. portanto:

Im(T) = [(1,0, 1), (2, 1, 3).(-1, 2, 1)]

Observando que:

T(1,0,0)=(1,0,1), T(0, 1,0)=(2, 1, 3) e T(0,0,1)=(-1,2,1)
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conclui-se que:
Im(T)=[T(1,0,0), T(0, 1,0), T(0,0, 1)]

isto €, a imagem dessa transformagdo € o subespago gerado pelas imagens dos vetores da base
canonica do dominio IR?.

Este fato vale de modo geral: “Se T: V—— W ¢ linear ¢ {v,,..,v,} gera V, entdo
{T(V‘.)’ vy T(vy) } geraa Im(T)".

De fato:

Seja w € Im(T). Entdo, T(v)=w para algum v€ V., Como {v,,..v,} gera V,
existem escalares a,, ..., a, tais que:

Y=Ea Vb Ty,

w=T(V)=T(ayvy +... +a,vy) =a,T(vy) + ... +2a,T(vy)
Portanto:

Im(T) = [T (s}, s T (V)] (4.3.3)

11) Seja T: R® ——IR* a transformagdo linear tal que T(e,)=(1,2), T(e;)=(0, 1) e
T(es)=(-1,3), sendo {e,,e,,e;} abase candnicade R?

a) Determinar o N(T) e uma de suas bases. T ¢ injetora?

b) Determinar a Im(T) e uma de suas bases. T ¢ sobrejetora?

Solucéo
Lembremos que

(x, y,2z)=xe; +ye, +ze,



Transformagaes lineares 177

implica:

T(x,y,z)=xT(e;)+yT(e) +2T (e3)

T(x,y,z)=x(1,2)+y(0, 1)+ z(-1, 3)
ou:
T(x, y,2z)=(x-2 2x+y+ 3z)
férmula que define T.
a) N(T={(x,y,2)€ R /(x-z2x+y+32)=(0,0)}
O sistema:

X -z=0

2x+y+t+3z2=0
admite a solugdo geral (z,-52,z), z€ R.
Logo:
N(T) = {(z, -5z, 2)/z€ R}
A Gnica varidvel livre ¢ z. Portanto, dim N(T)=1.

Fazendo z=1, obtémse (1,-5,1) e {(1,-5,1)} ¢ uma base do N(T). Ainda;: T ndo
¢ injetora, pois N(T) # {(0,0,0)}.

b) Pela igualdade (4.3.3) vem:

Im(T) = [T(1, 0, 0), T(0, 1,0), T(0, 0, 1)]

ou:

Im(T) = [(1, 2), (0, 1). (-1, 3)]
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Considerando o Teorema da Dimensdo, vem:

dim Im(T) =dim R? - dim N(T) =3-1=2.

Logo, Im(T) =IR? e qualquer base de IR* ¢ base de Im(T). Umadelasé {(1,2),(0, 1)}.
Ainda: T ¢ sobrejetora, pois Im(T) = R* que é o contradominio.

12) Verificar se o vetor (5, 3) pertence ao conjunto Im(T), sendo
T: R> —— R?, T(x,y)=(x-2y,2x+3y)
Solugao
Devemos verificar se existe (x,y)€ R? tal que:

T(x,y)=(x-2y, 2x + 3y) =(5, 3)

isto €, precisamos verificar se o sistema:

X-2y =5
2x + 3y = 3
tem solugdo. Como a solugdo do sistemaé x=3 e y=1, conclui-se que (5, 3)€ Im(T).

13) Determinar uma transformacdo linear T: R?® —— R*

talque N(T)={(x,y,2)€ R3/z=x-y}

Solugdo

O problema sera resolvido com a utilizagdo da propriedade 4.1.2. Fazendo, por exemplo,

x=1,y=0ex=0,y=1,o0conjunto {(1,0,1), (0,1,-1)} é uma base do nucleo e, com o acrés-
cimo do vetor (0, 0, 1), o conjunto {(1,0,1),(0,1,-1),(0,0,1)} forma uma base do R? (verificar!).
Como (1,0,1) e (0, 1,-1) sdo vetores do nicleo, T(1,0,1)=(0,0,0,0)e T(0, 1, -1)=(0, 0, 0, 0).
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Fagamos arbitrariamente, T (0,0, 1)=(1,0,-1,0). Pela propriedade 4.1.2, a transformagdo estéd
definida, ou seja, T tem a condigdo requerida. Pretendemos calcular T(x, y, z). Comecemos
escrevendo (x,y, z) na base considerada de R®. Tendo em vista que

(x,y,2)=x(1,0, 1) +y(0, 1, -1) +(-x +y + 2)(0, 0, I)

vem:
T(x,y,2)=xT(1,0, ) +y(0, 1,-1)+(-x+y+2) T(0,0, 1)
T(x, v,2)=x(0,0,0,0)+y(0;0,0,0) +(-x +y+ z)(1,0,-1,0)
T(x,y,2)=(-x+y+2z0,x-y-20)
Esse problema admite infinitas solugGes.

Do Teorema da Dimensdo (4.3.2):

dim N(T) + dim Im(T) = dim V

seguem algumas conclusdes importantes.

4.3.4. Coroléarios
Seja T: V —— W uma transformacdo linear.

1) Se dimV =dimW, entdo T é injetora se, e somente se, é sobrejetora.
De fato:

T éinjetora = N(T)= {0} (propriedade 2 de 4.2.1)
= (0 + dim Im(T) =dim V (Teorema da Dimensdo)
= dim Im(T) = dim W (hipotese)
= Im(T)=W

= T é sobrejetora
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Reciprocamente ;

T é sobrejetora = Im(T)=W
= dim Im(T) =dim W
= dim Im(T) =dim V (hipétese)
= dim N(T) =0 (Teorema da Dimensio)
= N(T) ={0}

= T ¢ injetora (propriedade 2 de 4.2.1)

Assim, numa transformacdo linear na qual dim V=dimW, se T € injetora (ou sobre-
jetora), entdo T € também bijetora (injetora e sobrejetora ao mesmo tempo),

2) Se dimV=dimW e T ¢ injetora, entdo T transforma base em base, isto &, se
B={vy,..,v,} ébasede V, entdio T(B)={T(v;), ..., T(v,)} € base de W.

De fato:

Como dim V=dimW=n, basta mostrar que T(B) é LI. Para tanto, consideremos a
igualdade:

a,T(vy)+...+a,T(v,)=0
ou, pela linearidade de T:

T(ayvy +...+a,v,)=0
Como T é€ injetora, vem:

vy +..tav, =0

Sendo B uma base, B € LI e, portanto:

Logo, T(B) € uma base de W.
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435 Isomorfismo

Chama-se isomorfismo do espago vetorial V no espago vetorial W a uma transformacao
linear T:V —— W, que € bijetora. Nesse caso, os espagos vetoriais V e W sdo ditos iso-
morfos. No Capitulo 2 fizemos referéncia a espagos vetoriais isomorfos e ressaltamos que todo
espago vetorial V de dimensdo n € isomorfo a IR™. Assim, dois espagos vetoriais de dimensdo
finita sdo isomorfos se tiverem a mesma dimensdo.

Veremos mais adiante que a todo isomorfismo T:V—— W corresponde um isomorfismo
inverso T™': W——V, que também ¢€ linear.
Exemplos
1) O operador linear

T:R*— R?, T(x,y)=(2x+y,3x +2y)

é um isomorfismo no R?*. Como dimV =dim W =2, basta mostrar que T € injetora
(Corol4rio 1 de 4.3.4). De fato: N(T)= {(0,0)}, o que implica T ser injetora.

2) A transformagdo linear
T:P,— R?, T(at? +bt+c)=(a,a+b,b-¢)

¢ também um isomorfismo (verificar!).

3) O espago vetorial R? ¢ isomorfo ao subespago W= {(x,y,z) € R*/z=0} do R® (W
representa o plano xy de R?).

De fato, a aplicagdo linear T:IR? — W, tal que T(x,y)=(x,y,0), ¢ bijetora: a
cada vetor (x, y) de IR? corresponde um so vetor (x, y, 0) de W e, reciprocamente.
Logo, R* e W sdo isomorfos.

4.4 MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Sejam T:V — W uma transformagdo linear, A uma base de V e B uma base de W.

Sem prejuizo da generalizagdo, consideremos o caso em que dimV=2 e dimW=3.
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Sejam A= {v,,v; } e B={w;,w,,ws | basesde V e W, respectivamente.

Um vetor vE V pode ser expresso por:

V=XVt XV OU Vv, =(x;,X3)
e a imagem T (v) por:

T(V)=y w, +y,w, +y3w, (1)
ou:

TMWMg=(1.Y2,¥3)

Por outro lado:

TV)=T(x vy +x¥3) =%, T(vy) + x,T(v) (2)

Sendo T(v,) e T(v,) vetores de W, eles sdo combinagdes lineares dos vetores de B:

T(vi)=ayw, +ayw, +a w; (3)

T(vy)=apw, ta,w, +a,w, (4)
Substituindo esses vetores em (2), vem:

T(v)=Xi(anwy +ayuwy +ayws) +x(8,W, +a,w, +a5;,w;)

Ou:

T(V)=(anx) tapx))w, +(anX; +aX,) Wy + (a3 X, +anx;)w,
Comparando essa igualdade com (1), conclui-se:

Yr TanX; tapx;

Y2 TanXy; tanx;

Y3 = ay X, tapnx,
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ou, na forma matricial;

Y1

Y2

Y3

an

da1

LY

ou, simbolicamente:

dyp

da

da

[TM] g = [T14 ¥,

Xy

sendo a matriz [T]‘:;L denominada matriz de T em relagdo ds bases A e B.

Observacdes

1) A matriz [T]‘; é de ordem 3 x 2 quando dimV =2 e dim W = 3.

2) As colunas da matriz [T]g sdo as componentes das imagens dos vetores da base A em

relagdo a base B, conforme se pode ver em (3) e (4):

dj

dg;

dzy

)
T(vi)g

djz

a2

d32

T

T(v, )B

De um modo geral, para T:V — W linear,se dimV =n e dimW=m, A= {vw,v,,..., v 1
e B={w;,wy, ...wp, | sdo bases de V e W, respectivamente, teremos que [T]‘; ¢ uma matriz
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de ordem m x n, onde cada coluna é formada pelas componentes das imagens dos vetores de
A em relagao a base B:

an a2 .-. A
A a dz2 ... d2n
A = |. .
B
adm dm2 ... 4mn
t t t

T(vi)g T(va)g TOnlg

3) Como se vé, a matriz [T]: depende das bases A e B consideradas, isto é, a cada dupla
de bases corresponde uma particular matriz. Assim, uma transformagdo linear poderd ter uma
infinidade de matrizes para representd-la. No entanto, fixadas as bases, a matriz é unica.

441 Problemas Resolvidos

14) Seja T:R*— R?, T(x,y,z)=(2x -y +z,3x +y - 2z), linear.

Consideremos as bases A= {v,,vp,v3}, com v, =(1,1,1), v,=(0,1,1),
v3=(0,0,1) e B= {w;,w, }, sendo w; =(2,1) e w, =(5, 3).

a) Determinar [T] :7

b) Se v=(3,-4,2) (coordenadas em relagdo a base canonica do RR?), calcular T(v),
utilizando a matriz encontrada.

Solugdo

a) A matriz é de ordem 2 x 3:

A d1) dyz dy3
(m? =
dy dy 423
1 t 1

T(\"] )B T(“ri)B T{\'3)B
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T(Vl}=T(1= 11 l)={292)=all(25 1)+a‘21(513)

231] + 5321 =2 ’ d1; = -4

a;; +3ay =2 ay =2

T(V1}=T{D‘ I l) z{lﬂ, "1)= 312{2, l)“’ 311(5. 3)

2312 +5322=U ’ 312:5

2y +3ap = -1 ap =-2

T(v3)=T(0,0,1)=(1,~2) = a,3(2, 1) +a5;(5, 3)

l 2313 +5323=1 ' a]3=]3

apz t3a;3 =-2 93 = -3

Logo:
-4 5 13
A —
17 =
2 -2 -5
b) Sabe-se que:

A
[TWlg=[T1] [¥],
Como v estd expresso com componentes na base canonica, isto é,

v=(3,-4,2)=3(1,0,0)-4(0,1,0)+2(0,0, 1),

teremos que, primeiramente  expressd-lo na base A. Seja ;:A =(a, b, c), isto é:

(3,-4,2)=a(1,1,1)+b(0,1,1) +c(0,0, 1)
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ou:

a =3
atb =-4
a+b+c =2,

sistema cuja solucdo é a=3, b=-7 e ¢c=6, ou seja, vy =13,=1,6).

Portanto:
-4 5 13 3
[TM]g = =]
2 -2 <5 6
31
[Ty =
-10

O vetor coordenada de T (v) na base canonica é:
T(v)=31(2,1)-10(5, 3)
T(v)=(12,1)

Naturalmente T(v)=(12,1) também seria obtido por meio da lei que define a trans-
formagdo T, considerando v =(3,-4,2), como se pode ver nos problemas 15 e 16.

15) Consideremos a mesma transformacdo linear do exercicio anterior. Sejam as bases

"A={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} (amesma)e B= {(1,0),(0,1)} canénica.
. A
a) Determinar [T] B’

b) Se v=(3,-4,2), calcular T{'.r)B utilizando a matriz encontrada.
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Solugéo
a) T(1,1,1)=(2,2) =2(1,00+2(0,1)
T(0,1,1)=(0,-1)=0(1,0)-1(0, 1)
T(,0, 1)=(1,-2)=1(1,0)0-2(0,1)

Entdo:

o 3.|
2 0 1
[T(v)] B =
2 - -2
6
L J
e:
12
{T(V)]B B
1

16) Seja ainda a mesma transformagdo linear do exercicio anterior. Sejam as bases canonicas
do R® e R?:

A= {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e B={(1,0),(0,1)}
a) Determinar [T]:

b) Se v=(3,-4,2), calcular T(v)y utilizando a matriz encontrada.
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Solucdo
a) T(1,0,0)=(2,3) = 2(1,0)0+3(0, 1)
TO,1,0)=(-1,1)=-1(1,00+1(0, 1)

T(0,0,1)=(1,-2)= 1(1,0)-2(0, 1)

Entdo:
2 =1 1
A
(1] =
3 | -d
b) Como V= (3,-4, 2), pois A é base canOnica, temos:
-
3
2 -1 1
[T(W)]g = 4
3 1 2
2
[ T
e:
12
[T(v)] B
|
Observacdes

1) No caso de serem A e B bases canOnicas, representa-se a matriz simplesmente por
[T], que é chamada matriz canonica de T. Entdo, tem-se:

[TM] = [T] [v]

A matriz do problema 16 ¢ a matriz canonica de T.
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2) Observemos, pelo problema 16, que calcular T(v) pela matriz [T] é o mesmo que
fazé-lo pela férmula que define a T:

T(3,4,2)=(2(3)-1(4)+1(2),3(3)+1(4)-2(2))=(12,1)

3) Ficou claro que, dada uma transformagdo linear T, a cada dupla de bases A ¢ B cor-
responde uma matriz [T]';. Reciprocamente, dadas a matriz e uma dupla de bases A ¢ B,
podemos encontrar a lei que define T, o que ser4 feito no problema 17.

Em se tratando da matriz candnica, essa poderd ser escrita diretamente, como mostram

os exemplos:

DT:R*— R}, T(x,y)=(3x-2y,4x +y,X)

3 -2
[T]= | 4 1
1 0
t t

T(1,0) T(0,1)

) T:R? —R* T(x,y)=(x,-y)

[T] =
0 -l
IIT:R*® — R, T(x,y,z)=4x -y

TI=[4 -1 0]
Por outro lado, quando é dada uma matriz de uma transformagdo linear T sem que haja

referéncia as bases, essa deve ser entendida como a matriz candnica da T. Por exemplo, a

matriz:

2
(V)
N
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define a transformacdo linear
T:R}® —R?, T(x,y,z)=(2x+ 3y + 4z, x - 2y).

4) J4 vimos que se V é um espago vetorial, um operador linear sobre V é uma transformacio
linear T: V——V (€ o caso particular de V =W). Nesse caso, para a representa¢do matricial é
comum fazer A =B, e a matriz resultante é denominada matriz de T em relacio d base A e

indicada por [T]'j:l ou [T],.

Por exemplo, seja T:R? — R* o operador linear definido por T(x,y)=(2x -y, x + y).
Determinemos a matriz de T em relagdo abase A = {(1,-2),(-1,3)}.

Calculando as componentes das imagens dos vetores da base A em relagdo a propria base,
vem:

T(1,-2)=(4,-1)= 11(1,-2)+7(-1,3)
T(-1,3)=(-5,2)=-13(1,-2) -8(-1,3)
(Exercicio a cargo do leitor.)

Logo, a matrizde T relativa a base A é:

11 -13

[Tl 5 =
7 8

Pelo significado da matriz, podemos escrever:

[T, = [T], [V,

Observemos que a matriz canonica desse operador linear é:

No Capitulo 5 veremos .que essas matrizes que representam o mesmo operador linear, porém
em bases distintas, sdo chamadas matrizes semelhantes e terdo especial importancia.
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17) Dadas as bases A= {(1,1),(1,0)} do R? ¢ B= {(1,2,0),(1,0,-1),(1,-1,3) } do R?,
determinar a transformacdo linear T:IR>——R® cuja matriz €:

A
[T] p= | ! -2

Solucédo

Sabe-se que o significado de cada coluna dessa matriz é:

¥ =
T.Dlg= | 1| e TQO15= |2
--1 3_

logo:
T(,1D=2(1,2,00+1(1,0,-1)-1(1, -1,3)=(2,5,-4)
T(1,0)=0(1,2,0)-2(1,0,-1) + 3(1,-1,3)=(1,-3,11)
Assim, obtivemos as imagens dos vetores da base A do R?,

Pela propriedade 4.1.2 esse fato € suficiente para a determinagdo da transformagdo T. Como
buscamos T (x, y), precisamos primeiramente escrever (X, y) em relagdo a base A:

x,y)=y(, 1)+ x-y)(1,0)

e, pela propriedade acima referida, segue:

T(x,y)=yT(1,)+(x-y)T(1,0)
T(x,y)=¥(2,5,-4)+(x-y)(1,-3,11)
T(x,y)=(x +y,-3x + 8y, 11x - 15y)
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Observacao

A matriz candnica T é;

1 1
m=| -3 8
11 -15

4.5 OPERACOES COM TRANSFORMACOES LINEARES

- 45,1 Adicdo

Sejam T,;:V— W e T,:V —> W transformagGes lineares. Chama-se soma das trans-

formacdes lineares T, e T, a transformacao linear
Ty +T,:V — W
v (T, +T) (V) =Ti(v) + T2(v), VWE V
Se A e B sdobasesde Ve W, respectivamente, demonstra-se que:

[Ty + Tal 5 = T 5 + [Ta]g

452 Multiplicacdo por Escalar

Sejam T:V — W uma transformagdo linear ¢ « € IR. Chama-se produto de T pelo
escalar ¢ a transformagao linear

aT:V—— W
v —— (@T)(v)=aT(v), VWWE V
Se AeB sdo basesde Ve W, respectivamente, demonstra-se que:

[aT]';=ﬁ[T]:
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45.3 Composicdo

Sejam T,:V — W e T,:W — U transformacGes lineares. Chama-se aplica¢do
composta de T, com T,, e se representa por T, o Ty, a transformagdo linear:

TzOT]:V *\'U

v = (T,0T;)(v)=Ty(T,(v)), VvE V

Se A,BeC siobasesde V,W e U, respectivamente, demonstra-se que:

A

A B
[T0Ty]n= T2l * [Ti]}

454  Problemas Resolvidos

18) Sejam T,:IRR* — R’ e T,:R? —— R’ transformagdes lineares definidas por
T,(x,y)=(x+2y.2x -y, x) e To(x.y)= (-x,y,x+y). Determinar:
2} T; #Ta
b) 3T, -2T,

¢) a matriz canoénica de 3T, - 2T, e mostrar que:

[3T, - 2T,] =3 [T,] - 2 [T,]
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Solugédo
a} (Tl + T!)(x; :"r) =% Tl(xs y) * T'l(x! y)
(T, +T)(x,y)=(x + 2y, 2x -y, X) +(X,y,x +Y)

(Ty +Ta)(x,y)=(2y, 2%, 2x +y)

b) (3T; - 2Ty )(x,y) = 3T, )(x, ¥) - (2T2 )(x,y)
(3T, - 2T, )(x,y) = 3Ti(x,y) - 2Ta(x, y)
(3T, - 2T )(x,y) =3 (x +2y, 2x -y, x) - 2 (%, y,x +Y¥)

(3T, - 2Ty )(x, y) = (5x + 6y, 6x - 5y, x - 2y)

0 El EEEl 1 0
BT, -2T,]=|6 -5|=3|2 a| 210 1| =3[m,]-2[T
12 10 1 I

19) Sejam S'e T operadores linearesno IR* definidos por S(x,y)=(2x,y) e T(x,y)=(x, x - y).
Determinar:

a)SoT
b) ToS
c) SoS

d)ToT

Solugdo

a) (SoT)(x,y)=S(T(x,y)=S(x,x -y)=(2x,x -y)
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Observemos que:

[SoT] = = = [S][T]

b) (T 0 S)(x,y) = T(S(x,y)) = T(2x,y) = (2%, 2x - y)
Observemos que:
SoT#ToS

e esse fato geralmente ocorre.

c) (SoS)(x.y)=S(S(x,¥))=S(2x,y) = (4x,y)
) (ToD(x,y)=T(Tx,y)=Tx x-y)=(x,y)

As transformacgdes S0 S e To T sdo também representadas por S? e T2.

4.6 TRANSFORMAGCOES LINEARES PLANAS

Entende-se por transformagdes lineares planas as transformagGes de R? em R?. Veremos
algumas de especial importéncia e suas correspondentes interpretagdes geométricas.

4.6.1 Reflexdes

a) Reflexdo em torno do eixo dos X

Essa transformacdo linear leva cada ponto (X,y) para sua imagem (x, -y), simétrica em
relagdo ao eixo dos X.

Demonstra-se que as reflexdes sdo transformagdes lineares.
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Esta particular transformagao é

T:R?

.__,.RE

(x,y) +— (x,-y) ou

T(x,y)=(x,-y)

sendo

—

b) Reflexdo em torno do eixo dos y

T:-R* — R’
(x,y) +— (x,y)
ou:
X =X
— —
y y

¢) Reflexao na origem

sua matriz canonica, isto é:

g

9 (x,y)

i
[y b
]
]

0 f
i
*(x.-}')

Y

(=x,¥) T (x,¥)
of----|----- ®
o
O x
v A
R
: R Ul
”
.',-"
- = x
it
‘-xo ‘,'r'?

Y
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d) Reflexdo em torno dareta y = X

T: R2— RR?
(x,y) — (v, x)

ou:
X y 0 1 X
l—p —
y X 1 0 y
e) Reflexdo em torno da reta y = -X
T: R*— R’
(K, y) — (-y.-X)
ou:
X -y 0
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4.6.2 DilatagGes e Contragies

a) Dilatagdo ou contragdo na diregdo do vetor

TR —sR*

g

(x,y) = a(x,y), a€ R
ou: T(v)
X X ax a 0 X ¥
—_— = = 0 -x-
y y ay 0 afly
Observemos que:

se |a| > 1, T dilata o vetor;

se |[a| < 1, T contrai o vetor;
se a=1, T éaidentidade I;
s¢e a < 0, T troca o sentido do vetor.

A transformagio T:R? — R?, T(x.y)=l2{x, y) ¢ um exemplo de contragio.

b) Dilatagdo ou contragdo na diregdo do eixo dos x

T:R? — R?
(x,y) — (ax,y),a > 0

- Gxy) Y (2x, )

Observemos que:

se a > 1, T dilatao vetor;

s¢e 0 < a < 1, T contrai o vetor.



Transformagdes lineares 199

Essa transformagdo € também chamada dilata¢do ou contragdo na diregdo Ox (ou hori-
zontal) de um fator «.

A figura da pagina anterior sugere uma dilatagdo de fator @ = 2 e uma contragdo de
fator a = 1/2.

¢) Dilatacdo ou contragdo na diregdo do eixo dos y

(x, 2y)

T:R* — R®

(x,y) +— (x,ay), a > 0 (Ver figura acima.)

Observagdo

Se, nesse caso, fizéssemos a =0, terfamos:
(x,y)— (x,0)

e T seria a projegdo ortogonal do plano sobre o eixo dos x, conforme a figura.

A

v=1(x,Y¥)
]
1
]
1
Bl
0 Tv) = (x, 0)

Para @ =0, no caso b), T seria a proje¢@o ortogonal do plano sobre o eixo dos vy.
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4.6.3 Cisalhamentos
a) Cisalhamento na dire¢do do eixo dos X

T:R? — R?

(x,y) — (xtay,y)

ou’

P X

O A 0

O efeito do cisalhamento ¢é transformar o' retangulo OAPB no paralelogramo OAP'B’, de
mesma base e mesma altura. Observemos que, por esse cisalhamento, cada ponto (x,y) se desloca
paralelamente ao eixo dos x até chegar em (x +ay,y), com excecao dos pontos do proprio eixo
dos X, que permanecem em sua posi¢do, pois para eles y =0. Com isso estd explicado por que
o retangulo e o paralelogramo da figura tém a mesma base OA.

Esse cisalhamento é também chamado cisalhamento horizontal de fator a.

b) Cisalhamento na dire¢do do eixo dos y
T:-R* — R?
(x,y) + (x,y+ax)

A matriz canonica desse cisalhamento é:
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Por exemplo, a matriz

representa um cisalhamento vertical de fator 2.

464 Rotagdo

A rotagdo do plano em torno da origem (Figura 4.6.4a), que faz cada ponto descrever um
angulo @, determina uma transformag¢do linear ".['!g.:R2 — R? cuja matriz candnica é:

cos 8 -sen @
[Tyl =

sen @ cos

-
o g, = (1,0)

Figura 4.6.4a Figura 4.6.4b

As imagens dos vetores e; = (1,0) e e, = (0, 1) (Figura 4.6.4b) sdo:
T(e;)= (cos@,sen )

T(e;)= (-sen B, cos f)
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isto é:
T(e;)= (cosf)e, + (senf)e,
T(e;)= (-sen f)e; +(cosf)e,

Por conseguinte, a matriz da transformagao Ty €:

cos @ -sen @

[T,] =
sen @ cos @

Essa matriz chama-se matriz de rotagdo de um angulo 6, 0<#<2m, e é a matriz
candnica da transformacgao linear TE:R?' — R?, Tefx. y) =(xcos @ -ysen 6, xsenf + ycos#@).

Se, por exemplo, desejarmos a imagem do vetor v=(4,2) pela rotagdo de 6 =m /2, basta

fazer:
cosm/2 -sen /2 4
[T@,2)] = :
' sen /2 cos /2 2
(0 -1 ][4 2
[T4,2)] = ou [T4,2)] =
1 0 2 4

Ry e -
-+
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465 Problemas Resolvidos

20) Os pontos A(2,-1), B(6,1) e C(x,y) sdo vértices de um tridngulo eqiiilitero. Determinar
o vértice C, utilizando a matriz de rotagdo.

Solugao

—_
Pela figura vemos que se pode considerar o vetor AC como imagem do vetor AB pela
S _}
rotacdo de 60° em torno de A (o tridngulo sendo eqiiildtero implica AB e AC terem compri-

mentos iguais):
o —
[AC] = [Tyye] [AB]
Mas:
AC= C-A= (x-2,y+1)
AB=B-A= (4,2)
cos 60° -sen 60°

iTﬁ{}O] =
sen 60° cos 60°



logo:
[ ] 1/2 ﬁ; ou-v3/72 | | 4
= | V3 ou 32
y+1 ) 1/2 2
ou:
x -2 2-s/3
y + 1 2/3 +1
Pela oon_d_iqﬁo de igualdade de matrizes, resulta:
X -2=2-y3 X =4-3
ou
y+ 1=243+1 y = 2+/3
logo:
C(4-v3,2V3)

O problema tem outra solugdo que seria obtida fazendo 6 = -60° '{z{ cargo do leitor).

21) Determinar a matriz da transformagdo linear de R? em R? que representa um cisalha-

mento por um fator 2 na dire¢do horizontal seguida de uma reflexdo em torno do eixo
dos y.

Solucdo

O cisalhamento transforma o vetor (x,y) no vetor (x',y') dado por

= (1)
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A reflexdo transforma o vetor (x',y’) no vetor (x"',y") dado por

= (2)

X -1 0 1 2 X
y" 0 1 0 1 y
ou:
n _1 _2 x
Y” 0 1 y

representa a transformacdo composta do cisalhamento com a reflexio.

Observemos que, de acordo com o que estudamos sobre transformagdo composta, a matriz
resultante é obtida pelo produto das matrizes que representam as transformagdes, porém tomadas
em ordem inversa. Esse fato continua vdlido no caso de termos mais de duas transformacgGes.

22) O plano sofre uma rotagao de um dngulo 6. A seguir experimenta uma dilatagdo de fator 4
na dire¢do Ox e, posteriormente, uma reflexdo em torno da reta y = x. Qual a matriz que
representa a Unica transformacdo linear e que tem o mesmo efeito do conjunto das trés
transformagdes citadas?
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Solugéo

Sabe-se que a matriz da rotagdo é:

cos 8 -sen 0

A=
sen 8 cos 8
a da dilatagao é:
4 0
A, =
0 1

e a da reflexdo é:

Portanto, a matriz que representa a composta das transformag0es dadas €:

0 1 4 0 cosf -sen@ sen 6 cos 6
A.], A; Al = =
1 0 0 1 senf cos@ 4cos i -4sen @

4.7 TRANSFORMACOES LINEARES NO ESPACO

Entende-se por transformagdes lineares no espaco as transformagoes de IR* em IR®. Dentre
as diversas transformagdes lineares em R*, examinaremos as reflexdes e as rotagoes.
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4.7.1 Reflexces
a) Reflexdes em relagdo aos planos coordenados

A reflexdo em relagdo ao plano xOy ¢ a transformagdo linear que leva cada ponto (x, Y, z)
na sua imagem (x,V,-z), simétrica em relagdio ao plano xOy. Assim, essa transformacdo €

definida por: , A
T (x) Y! Z] = (K, Y. -Z)
* (x.¥,2)
e sua matriz candnica €: .
|
po - 0 y
+ # - Y
1 0 0 v
4
R ey B
0 1 0 [
|
|
0 0 -1 |
i . x Y (x,Y, -z)

— — — _

respectivamente.

b) Reflexoes em relacd@o aos eixos coordenados

A reflexdo em torno do eixo dos x € o operador linear
T:R? — R?®, T(x,y,z)=(x,-y,~2),cuja matriz canonica €:

1 o0 0]
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A (x,y.z)
(9] -~
= b — Yy
~ | ’
~ | ,’
4 |\ 7
r —————————————— -’
i -~
F
! -~
| -
(]
" &
(x, =y, -2)

De forma andloga, T(x,y,z)=(-x,y,-z) e T(x,y,z)=(-x,-y,z) definem as reflexdes
em relagdo aos eixos Oy e Oz, respectivamente.

¢) Reflexdo na origem
T R® — R*

(x,y,z) — (-x,-y,-2) "

472  Rotagdes

Dentre as rotagdes do espago ressaltamos a rotagdo do espago em torno do eixo dos z
(Figura 4.7.2), que faz cada ponto descrever um angulo 8. Esse operador linear T: R* — R? ¢
definido por
T(x,y,z)=(xcos @ -ysen @, xsen 6 + ycos 6, z),
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€ sua matriz canodnica é:

cosf  -senf 0 ¥
[T] = | sené cos @ 0
0 0 1

Figura 4.7.2

Para “conferir” se T representa a rotagdo de um angulo 6 em torno do eixo dos z,

observemos o seguinte:
a) T gira de #, em torno da origem O, os pontos do plano zZ =0 (plano xOy), pois:

T(x,y,0)=(xcos 8 -ysenf, xsen 8 + ycos 8, 0)

b) T ndo altera os pontos do eixo dos z, pois:

T(0,0,2)=(0, 0, z)
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Observacdo

O angulo 6 corresponde ao angulo central cujos lados interceptam, na circunferéncia de
centro em O', um arco de medida 6. Esse angulo # ndo é o angulo a formado pelos vetores
ve T(v).

4.7.3 Problema Resolvido

Calcular o angulo a formado pelos vetores v e T(v) quando o espago gira em torno do
eixo dos z de um dngulo 6, nos seguintes casos:

1)0=180° ¢ v=(3,0,3)

2)0= 90° e v=(2\/j.f,‘f_,‘/3)
Solugdo
1)
(cos 180° -sen 180° O |
[T] = | sen 180° cos 180° 0
|0 0 1 |
s o ol [3] [=]
[TW]= | 0 -1 0 of =| o
0 0 1] [3] |3

v.T(v) _(3,0,3).(-3,0,3) _ -9+0+9 _
cosa = = = =0
[v || T(v)]| v9+9 49+9 18

a= 90
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2)

cos90° -sen90° O

[T] =|sen90° cos90° 0
0 0 1
0 -1 0 ﬁ—l V2
242 4
_ V2 V3
={1 o o N2 | s N2
[T (v)] 2 55
V2 V2
0o 0 1 = _2.;
(\/ET V2 v’i) &ﬁ V3 3/_5)
_ NI _ Y5y 4 IRl R e
v || T(v)]|
3.1..1 13,1
8 78 T2 8 8 2
V3 V3,1
R ki e W 0
1x1 2
a = 60°

4.8 PROBLEMAS PROPOSTOS

1) Consideremos a transformagcdo linear T: R? — R? definida por T(x,y) = (3x - 2y, x + 4y).
Utilizar os vetores u=(1,2) e v=(3,-1) para mostrar que T (3u+ 4v)=3T (u) + 4T (v).

2) Dada a transformagdo linear T:V —— W, tal que T(u)=3u e T(v)=u -v, calcular em
funcdo de ue v:

a) T(ut+v)
b) T (3v)
c) T (4u - 5v)
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3)

4)

5)

Dentre as transformagoes T:RR? — R* definidas pelas seguintes leis, verificar quais sdo
lineares:

a) T(x,y)=(x -3y, 2x + 5y)

b) T(x,y)=(y,x)

¢) T(x,y)=(x*,y?)

dTx,y)=(x+1,y)

e) T(x,y)=(y-x,0)

) T(x,y)=(lx], 2y)

8) T(x,y) = (senx, y)

h) T(x,y)=(xy,x ~y)

i) T(x,y)=(3y,=-2x)

Seja V=R?. Fazer um grifico de um vetor genérico v = (x,y) do dominio e de sua
imagem T(v) sob a transformag@o linear T:RR? — R? dada por:
a) T(x,y)=(2x,0) d) T(x,y)=(3x,-2y)

b) T(x,y)=(2x,y) e) T(x,y)=-2(x,y)

¢) T(x,y)=(-2x,2y) f) T(x,y)=(x.-y)

Dentre as seguintes fungBes, verificar quais sdo lineares:
a) T:R? —— R*; T(x,y) =(x-y,3x,-2y)
D) T:R—— R, T(x,y,z)=(x+y,x-y,0)

) :R* —— R?, T(x,y)=(x*+y%x
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6)

d) T:R —— R?,
e) T: R* — R,
f) T:R? — R?,
g) T:R? — R,
h) T:R?— R,

iy TIR?—> R?,

T(x)=(x,2)
T(x,y,z)=-3x+2y -z
T(x,y)=(Ixl,y)
T(x,y)=x

T (x,y)=xy

T(x,y)=(y,x, ¥, %)

2y 3x
) T:R*— M(2,2), T(x,y)=
-y x+ 2y
a b—|
k) T:M(2,2) — R*, T =({a-c,b+¢c)
(¢ d]
_a bj_| a b
D T:M(2,2) — R, T = det
¢ d C d
m) T: R®*—— R?
A
2 1 3
x,y,2)— y
- 0 -2
z
Seja a aplicagio T:R* — R’

(x,y)

— (x tky,xtk,y)

Verificar em que caso(s) T € linear:

a) k=x
b) k=1

c) k=0
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7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

a) Determinar a transformag@o linear T:R? — R® tal que T(-1,1)=(3,2,1) e
T, 1)=(1,1,0).

b) Encontrar vE IR? tal que T(v)=(-2,1,-3).

a) Determinar a transformagdo linear T:R’ — R? tal que T(1,-1,0)=(1,1)
T(0,1,1)=(2,2) e T(0,0,1)=(3, 3).

b) Achar T(1,0,0) e T(0,1,0).

Seja T:R® — R’ uma transformagdo linear definida por T(I1,1,1)=(1,2),
T(1,1,0)=(2,3) e T(1,0,0)=(3,4).

a) Determinar T(x,y, z).
b) Determinar vE IR*® tal que T(v)=(-3,-2).

c) Determinar vE R? tal que T(v)=1(0, 0).

Seja T o operador linear no R® tal que T(1,0,0)=(0,2,0), T(0,1,0)=(0,0,-2) e
T(0,0,1)=(-1,0, 3). Determinar T(x,y,z) eovetor vE R® tal que T(v)= (5,4, -9).

Determinar a transformagdo linear T:P, — P, tal que T(1)=x, T(x)=1-xe
T(x?)=x+2x?.

Seja 0 operador linear

T:R*—— R?, T(x,y)=(2x +y, 4x +2y).
Quais dos seguintes vetores pertencem a N(T)?

a) (1,-2) b) (2,-3) ¢) (-3,6)

Para o mesmo operador linear do exercicio anterior, verificar quais dos vetores pertencem
a Im(T).

) (24 D)3 o (L3

Nos problemas 14 a 21 sdo apresentadas transformacoes lineares. Para cada uma delas:
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14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

a) Determinar o nicleo, uma base para esse subespago e sua dimensio. T € injetora?
Justificar.

b) Determinar a imagem, uma base para esse subespago e sua dimensdo. T é sobrejetora?
Justificar,

T:R? R?, T(x,y)=(x -y,-3x+y)

T:R* — R, T(x,y)=(x+y,x,2y)

T:R? —— R?, T(x,y)=(x-2y, x+y)

TR} —— R?, T(x,y,2)=(x+2y-2z, 2x-y+2)

TR} —— R?, T{x,y,z}=-(x-y-22, -X+2y+z x-3z)
T:R: —— R, T(x v,;2)=(x-3y, x-2, £ -%)

T:P, —— R?, T(at+b)=(a,2a,a-b)

a b
T:M(2,2)— R?, T = (a-b, at+bh)

Seja a transformagio linear T:IR? R® tal que T(-2,3)=(-1,0,1)

e T(1,-2)=(0,-1,0).

a) Determinar T (X, y).

b) Determinar N(T) e Im(T).

c) T é injetora? E sobrejetora?

Seja T:R* —— R’ a transformacdo linear tal que T(e;)=(1,-2,1), T(e;)=(-1,0,-1),
T(e3)=(0, -1, 2) e T(es)=(1,-3,1), sendo {e,,e;,e;,e, } a base candnica do R*.
a) Determinar o nicleo e a imagem de T.

b) Determinar bases para o niicleo e para a imagem.

c) Verificar o Teorema da Dimensdo.
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24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

Encontrar um operador linear T:R? — RR? cujo nicleo é gerado por (1,2,-1) e
(1,-1,0).

Encontrar uma transformagdo linear T:IR?® — R? tal que N(T)=[(1, 0, -1)].

Encontrar uma transformagdo linear T:RR®> — R* cuja imagem ¢ gerada por (1, 3, -1, 2)
e (2,0,1,-1).

Consideremos a transformagdo linear T:R?® — IR? definida por
T(x,y,z) =(2x+y-z,x+2y)easbases A= {(1,0,0), (2,-1,0), (0,1,1)} do R3e
B={(-1,1),(0,1)} do R®. Determinar a matriz [T]% .

Seja a transformagdo linear T:R? — R?, T(x,y)=(2x -y, x + 3y,-2y) e as bases
A=1{(-1,1),2,1)} e B=1{(0,0,1),(0,1,-1),(1,1,0)}. Determinar [T]B- Qual
a matriz [T]’é, onde C ¢ a base canonica do R*?

Sabendo que a matriz de uma transformagdo linear T:IRR? —— R® nas bases
A={(-1,1),(1,0)} doR?* e B={(1,1,-1),(2,1,0),(3,0,1)} edo R3é:

-
—_—
I
(]
L

encontrar a expressdo de T(x,y) e a matriz [T].

Seja 1 -2
[T] = 2 0
-1 3

a matriz canonica de uma transformagdo linear T:IR? — R?. Se T(v)=(2,4,-2),

calcular v.
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31) Seja T:R? — IR® uma transformagao linear com matriz

B
[T]Br - D l

para B={e,,e, }, base canénica do R?*, ¢ B'={(1,0,1),(-2,0,1),(0,1,0)}, base
do R?. Qual a imagem do vetor (2,-3) pela T?

32) Seja T:R* —— R? tal que

B
Ty, =
-1 1 1

sendo By = {(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1)} e B, = {(-1,0),(0,-1)} bases do R?® e do
R?, respectivamente.
a) Encontrar a expressdo de T(x,y, z).
b) Determinar Im(T) e uma base para esse subespago.
c) Determinar N(T) e uma base para esse subespago.
d) T € injetora? T é sobrejetora? Justificar.
33) Consideremos o operador linear
T R*—— R?
(x,y) > (x+2y, x-y)
easbases A= {(-1,1),(1,0)}, B={(2,-1),(-1,1)} e C candnica.

Determinar [T],, [T]lg. [T]e-
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34)

35)

36)

A matriz de T:R? — R? relativa 4 base B= {v;,v, },

v, =(3,2), €

a) Determinar T (v, )B e T(v;)B.
b) Determinar T(v,) e T(v,).

¢) Calcular T(x,y).

Mostrar que a matriz do operador linear identidade
IR" — R"
v v

em uma base qualquer, é a matriz identidade n x n.

Seja T:IRR? — R?* definida por:

Determinar os vetores u,v € w tais que:
a) T (u)=u.
b) T(v) = 2v.

¢) T(w)=(4,4).

sendo v, =(1,1) e
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37) Seja T o operador linear dado pela matriz:

1 2 <
5 B 1
1 -2 2

a) Calcular N(T) e dim N(T).

b) Calcular Im(T) e dim Im(T).

38) Seja o espago vetorial V=M (2, 2) e a transformacdo linear

T:V — R,

a b
Tq D=(a+b.ci~d. 2a)
c d

a) Mostrar que T € linear.
b) Determinar [T]; sendo A e B as bases candnicas de M(2, 2) e R?, respectivamente.
¢) Calcular v€ V tal que T(v)=(3,-2, 4).

d) Determinar N(T).

39) Sejam F:R* — M(2,2) uma transformagdo linear ¢ a e B as bases candnicas de
R? e M(2,2), respectivamente. Sabendo que

._l 0_
% 2 1

F

[Fl, 5 o
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determinar:
a) F(1,0)
b) F(0,1)
¢) F(2,3)
d) F(x, y)

e) (a,b) tal que:

F(a,b)=

40) Sejam as transformagdes lineares

'.l--.l'.ll2 SRS Rav T(x::f)':(x_y’ 2x+yl "zx)

T,:R? — R?, Ty(x,y)=(2x-y, x =3y, y).
Determinar as seguintes transformagdes lineares de IR? em R?:
a) T, -Ts,.
b) 3T, - 2T,.
41) Consideremos as transformagOes lineares S e T de R’ em R’ definidas por
S(x,y,z) = (2x-y, 3x-2y+z) e T(x,y,2z) = (x+ty-z, y-2z)
a) Determinar o nicleo da transformagao linear S+ T.

b) Encontrar a matriz candnica de 3S - 4T.



Transformagdes lineares 221

42)

43)

de S

44)

45)

Sejam S e T operadores lineares de IR? definidos

T(x, y) =(2x, -y). Determinar:

a) S+T d)SoT
b)T-S e) ToS
c) 25+4T f) SoS

Seja a transformacao linear:
S:R*—— R*, S(x,y,2)=(x+y,z x~y, y+2)
a) Calcular (So T)(x,y) se

T: R? — R?

(x,y) > (2x+y, x-y, x-3y)

por

S(x,y)=(x-2y,y) e

b) Determinar a matriz candnica de So T e mostrar que ela é o produto da matriz canénica

pela matriz candnica de T.

As transformagbes S:R* — R’ e T:R’ — R? saotaisque S(x, y) = (y, X - y, 2x + 2y)

e T(x,y, z)=(x.y).

a) Sendo B={(1,0,-1),(1,1,1),(1,0,0)} uma base do IR*®, determinar a matriz

[SoT]y.

b) Determinar [ToS]g e [ToS]y», sendo B'={(1,1),(0,-1)} e B" a base

canOnica.

Sendo S e T operadores lineares do R® definidos por S(x,y,z)=(x,2y, x-y) e

T(x,y,z)=(x~z, y, z), determinar:
a) [SoT].

b) [To S].
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46)

Os pontos A(2, -1) e B(-1, 4) sdo vértices consecutivos de um quadrado. Calcular os

outros dois vértices, utilizando a matriz-rotacao.

47)

48)

49)

Os pontos A(-1, -1), B(4, 1) e C(a, b) sdo vértices de um triangulo retangulo isosceles, reto
em A. Determinar o vértice C fazendo uso da matriz-rotagdo.

Em um tridgngulo ABC, os dngulos B ¢ C medem 75° cada. Sendo A(1,1) e B(-1,5),
determinar o vértice C.

Determinar, em cada caso, a matriz da transformagdo linear de R? em IR? que representa
a seqiiéncia de transformagGes dadas:

a) Reflexdo em torno do eixo dos y, seguida de um cisalhamento de fator 5 na direcgéo
horizontal.

b) Rotagdo de 30° no sentido hordrio, seguida de uma duplicacdo dos médulos e inversdo
dos sentidos.

¢) Rotagdo de 60°, seguida de uma reflexdo em relagdo ao eixo dos y.
d) Rotagdo de um angulo @, seguida de uma reflexao na origem.

e) Reflexdo em torno da reta y =-x, seguida de uma dilatagdo de fator 2 na diregdo Ox e,
finalmente, um cisalhamento de fator 3 na diregd@o vertical.

50) O vetor v=(3,2) experimenta seqiencialmente:

1) Uma reflexao em torno da reta y = x;
2) Um cisalhamento horizontal de fator 2;

3) Uma contragdo na dire¢do Oy de fator i;

4) Uma rotagdo de 90° no sentido anti-horario.

a) Calcular o vetor resultante dessa seqﬁén'cia de operagdes.

b) Encontrar a expressdo da transformagdo linear T:R? — R? que representa a com-
posta das quatro operag0es.

c) Determinar a matriz canonica da composta das operagdes.
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51) Determinar o dngulo a formado pelos vetores v e T(v) quando o espago gira em torno do

eixo dos z de um dngulo @, nos seguintes casos:

(\/_\/_ 1) e 8 =180°

a)v= 3

_ V3 \/_\/_ —
b}v—(z\/_,4,2 = 180
G)V(\\C—{. ) e 8 =60°

4.8.1 Respostas de Problemas Propostos

2)

3)

4)

a) du-v
b) 3u - 3v
c) 7u + Sv

Sdo'lineares: a), b), e), i)

a) y‘

FR

b) y‘

c), d), e) e f) acargo do leitor.

- X
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5) Sdo lineares: a), b), e), g), i), j), k), m).
6) c)é linear

7) a) T(x,y)=(-2x+y, -x+y, -x)

8)

9

10)

11)

12)

13)

14)

- 15)

b)v=(3,4)

a) T(x,y,2z) =(-y+3z, -y +3z)

b) T(1,0,0) = (0,0) e T(0,1,0) = (-1,-1)

a) T(x,y,2)=(3x-y-z,4x~y-2)

b)v=(1,6-2z2)

¢) v=(0,-z, 2)

T(x,y,z)=(-z, 2x, -2y + 32)

v=(2,-3,-5)

T@@a+bx+cx?)=b+(a+tc)x+ (b +2c)x’

a), ¢)

a), b)

a) N(T)= {(x,3x)/x€ R} ; dim N(T) = |
T ndo é injetora, porque N(T)+# {(0,0)}.

b) Im(T)= {(~y,y)/y € R} ; dimIm(T) =1
T ndo é sobrejetora, porque Im(T) # IR?.

a) N(T)= {(0,0)} ; dim N(T)=0.

T € injetora, porque N(T)= {0} .
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16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

b) Im(T)= {(x,y,z) € R/2x-2y~z=0}

dim Im(T) = 2. T ndo é sobrejetora, porque Im(T) # R*.

a) N(T)= {(0,0)}; dimN(T)=0
T ¢ injetora.
b) Im(T) = R?; dim Im(T)=2; T é sobrejetora.
a) N(T) = {(x,-3x,-5x)/x € R}
b) Im(T) = R?
a) N(T)= {(3z,z,z)/z€ R}
b) Im(T) = {(x,y.2) € R*/2x+y-2=0}
a) N(T)= {(3x,x,3x)/x€ R}
b) Im(T) = {(x,y,2) € R%/y=-z}
a) N(T)= {0}

b) Im(T) = { (a, 2a,c)/a,c € R}

0 0

a) N(T)= Je,d€ R
¢ d

b) Im(T) = R?

a) T(x,y)=(2x +y, 3x +2y, -2x-y)

b) N(T) = {(0,0)}

Im(T)= {(x,y,x)/x,y€ R}

¢) T é injetora, mas ndo sobrejetora.
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a) N(T)= {(3y,y,0,-2y)ly€ R}
Im(T) = R3

23)

b) e c) a cargo do leitor.
24) Umdelesé T(x,y,z)=(0,0,x+y + 3z).
25) Umadelasé T(x,y,z)=(x+z, y).

26) Umadelasé T(x,y,z)=(x+2y, 3x, -x+y, 2x-~y).

27)

28) 5 2| e 2 5

__-3 3_I _-2 -EJ
29) T(x,y)=(8x+18y, 6x+ 11y, -2x - 4y)
i 8 ]S_
[T]=] 6 11
:2 _4_.
30) v=(2,0)
31) (11,-13,2)
32) a) T(x,y,2)=(-2y +z, x+y)

b) Im(T) = IR? ; (base a cargo do leitor)

¢) N(T)= {(x,x,2x)/x € R} ; (base a cargo do leitor)
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d) T ndo é injetora.

T é sobrejetora.

-2 1 3 -1 1 2

33) [T],= , My= e [Tlc=[T]=
-1 2 6 -3 1 -1

34) 2) T(vi)g =(2,-1), T(va)g =(1,-3)
b) T(vy)=(-1,0), T(v;)=(-8,-5)
¢) T(x,y) = (-6x + Sy, -5x + 5y)
36) a) (0,0)
b) y(3,1)
¢) (1, 1)
37) a) N(T)= {2(2,-3,-4)z€ R}, dim N(T)= |

b) Im(T) = {(x,y,z) € R*/x -y +z=0}, dim Im(T) =2

38) b) [T]‘;= 0o 0 1 -l

2 1
c) v = d€R
d-2 d
[ 0 0
d) N(T) = ¢ . d€ R
d d
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1 2 0 | 2

39) a) b) c)
3 -1 -2 2 0
X 2x + y

d) e) ndo existe (a, b).

3x - 2y =X + 2y

40) a) Ti(x,y)=(-x,x + 4y, -2x - y)

41)

42)

43)

b) To(x,y)=(-x -y, 4x + 9y, -6x - 2y)

a) {(x,0,3x)/x€ R

a) (S+T)(x,y)=(3x-2y,0)

b) (T - S)(x,y) =(x + 2y, - 2y)

c) (28 +4T)(x, y) = (10x - 4y, -2y)
d) (So T (x,y) =(2x + 2y, -y)

e) (To8)(x,y)=(2x -4y,-y)

) So8)(x,y)=(x-4y,y)

a) (SoT)(x,y) =(3x, x - 3y, x + 2y, 2x - 4y)

b) a cargo do leitor

— -

W S
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45)

46)
47)

48)

49)

50)

51)

1 0 -1
a) 0 2 0
Ll -1 _i_l

b)

Duas solugdes: (4,7) e (7,2) ou (-6,1) e (-3, -4).

C(-3,4) ou C(1,-6)

C(-1-v3,2V3) ou C(3-V3, 2+2V3)

| 5
a) b)
0 1
-cos @ sen 6
d)
-senf® -cosf
a) ("lt 8}

b) T(x,y) = (——%—x, X +y)

1
-3 0
c) [T] =
2 1
a) a=90°
b) a = 90°

c) a= 4]1°24'

[mﬁ ml||—-l

e Ml&]




CAPITULO

OPERADORES
LINEARES

5.1 OPERADORES LINEARES

No capitulo anterior dissemos que as transformagOes lineares T de um espago vetorial V
em si mesmo, isto é, T:V —— V, siio chamadas operadores lineares sobre V.

As propriedades gerais das transformagBes lineares de V em W e das correspondentes
matrizes retangulares sdo vilidas para os operadores lineares. Estes e as correspondentes matrizes
quadradas possuem, entretanto, propriedades particulares, que serdo estudadas neste Capitulo.

Tendo em vista aplicagbes em questdes de Geometria Analitica, serdo estudados, de
preferéncia, operadores lineares em R? eem R®.

5.2 OPERADORES INVERSIVEIS
Um operador T:V ——V associa a cada vetor vE V um vetor T(v)€ V. Se por
meio de outro operador S for possivel inverter essa correspondéncia, de tal modo que a cada

vetor transformado T(v) se associe o vetor de partida v, diz-se que S € operador inverso
de T, e se indicapor T™'.

Observacao

Quando o operador linear T admite a inversa T~', diz-se que T € inversivel, invertivel,
regular ou ndo-singular.

230
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5.2.1 Propriedades dos Operadores Inversiveis
Seja T:V —— V um operador linear.

I) Se T éinversivele T~' € a sua inversa, entdo:

ToT '=T"'oT=1 (identidade)

II) T ¢€ inversivel se, e somente se, N(T) = {0} (Propriedade 2 de 4.2.1 e Coroldrio 1
'de 4.34).

1) Se T ¢ inversivel, T transforma base em base, isto €, s¢ B ¢ uma base de V, T(B)
também € base de V.

IV) Se T éinversivele B umabase de V, entio T™':V — V € lineare:
= -1
T-], =]

isto é, a matriz do operador linear inverso numa certa base B € a inversa da matriz
do operador T nessa mesma base.

Na prética, a base B serd normalmente considerada como canénica. Logo, de forma mais
simples:

[T*]=[T]"
e, portanto:
[T [T']=([ToT "] =[I]

Como conseqiiéncia temos: T ¢ inversivel se, e somente se, det [T] # 0.
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5.2.2 Problemas Resolvidos

1) Seja o operador linear em R? definido por

T(x,y)=(4x - 3y, -2x +2y)
a) Mostrar que T € inversivel.

b) Encontrar uma regra para T~' como a que define T.

Solugdo

a) A matriz candnicade T é [T] =
-2 2

Como det [T] =2+#0, T € inversivel.

4 3! | 3
b) [T'] = [T] ' = - 2
-2 2 1 2
logo:
X I 31 =
. -1 2 =
[T '(x,y)] = [T""] = N
y 1 5 y
ou:

T '(x,y)= {x+%y, x +2y)

Observagao

Devemos entender que se T leva um vetor (x,y) ao vetor

(x',y'), isto é;

= [T]
y' y
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o operador T~' traz de volta o vetor (x',y') para a posigdo inicial (x, y), ou seja:

= (1)

E bom que o leitor faga o teste com um vetor de livre escolha, valendosede T e T™! do
exercicio realizado.

2) Verificar se o operador linear T:R® —— R® definido por T(1,1,1)=(1,0, 0),
T(-2,1,0)=(0,-1,0) e T(-1,-3,-2)=(0, 1, -1) € inversivel e, em caso afirmativo, determinar
T'(x,y,2).

Solugéo

Observemos inicialmente que {(1,1,1),(-2,1,0),(-1,-3,-2)} é umabasede R® e T
estd bem definido, pois sdo conhecidas as imagens dos vetores dessa base. Portanto, basta calcular

T(x, y, z) e proceder como no exercicio anterior. Pensamos, no entanto, ser mais ficil proceder
da maneira como se segue.

Por definigio de T, temos T7'(1,0,0)=(1,1,1), T-'(0,-1,0)=(-2,1, 0) e
T'(0,1,-1) =(-1,-3,-2). Observando que {(1,0,0),(0,-1,0), (0, 1,-1)} € também uma
base de R® (verificar!) e que as imagens desses vetores sio conhecidas, o operador T™' est4
definido. Ora, existindoa T™', T ¢ inversivel. Pretendemos calcular T~ (x,y, z).

Para tanto, expressemos (X, y,z) em relacdo a essa base:
(x,y,2)=x(1,0,0) + (-y -2)(0,-1,0) +(-2) (0, 1, -1)

logo:
T-'(x,y,2)=xT'(1,0,0) + (-y - 2) T~'(0, -1, 0) + (-=z2)T'(0, 1,-1)
T (x,y,2)=x(1,1,1) +(-y =2) (-2, 1, 0) + (-2) (-1, -3, ~2)
T (x,y,2)=(x,x,x) +(2y + 22,-y -z,0) + (z, 3z, 22)

T'(X,y,2)=(x+2y + 3z, x-y+2z, x+22)
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5.3 MUDANCA DE BASE

Sejam A e B bases de um espago vetorial V. Pretende-se relacionar as coordenadas de
um vetor v em relagio 4 base A com as coordenadas do mesmo vetor v em relagdo i base B.

Para simplificar, consideremos o caso em que dim V=3, O problema para os espagos de
dimensdo n € andlogo. Sejam asbases A= {v;,v,,v3} e B= {w;,wy, w3 }.

Dado um vetor v € V, este serd combinagdo linear dos vetpres das bases A e B:

V=XV +XVp + X3V5 (1)
ou:

Vy = (X1,%5,%3)
e:

VEY1Wy Y, Wy ty;ws (2)
ou:

vg = (V1,¥2,¥3)

Por sua vez, os vetores da base A podem ser escritos em relagdo a base B, isto é:
Vi Tan Wy tanwy tagws
Va TapwWy tanw, tanw; (3)

V3 Sa1aWyp tazawy ta;ws

Substituindo (3) em (1), temos:
vEX (@ wy taswy tagwy)txp(a,w; tanw, tay, W3)+ X3 (813 Wit 2w, +a33w;)
ou:

v=(apx; tapX; T a13X3) Wy + (a1 Xq + 239Xy + 233X3) Wy + (231X + 23X, +233X3) W, @)



Operadores lineares 235

Comparando (4) com (2), vem:

yi San Xy tagppX; ta;3X;
Y2 T2 Xy TanX; taxnX;

y3 =ayX; tanX; TanX;

ou, na forma matricial:

= = 9 A
Y1 d1; d4p2 ay3 X,
Ya| = a1 dax a3 Xq
Y3 a3 a3 a33 X3

= L gl T | W

ou, mais simplesmente, pela equagdo:
_ A
(¥ =Yg Ivd, (5.3)
sendo a matriz:

a7 dj2 ala—l

A
[I]B= 431 4 dp

|_331 dz; a3

chamada matriz de mudanga de base de A para B.

Notemos que o papel dessa matriz é transformar as componentes de um vetor v na base A
em componentes do mesmo v na base B.

Observagdes

1) Comparando a matriz [I]'; com (3), observamos que cada coluna, pela ordem, é
formada pelas componentes dos vetores da base A em relagdo 4 base B, isto €:

dn dyg dj3
[vilg=|2xn | , [v2lg =| a2 € [valg = | 22

d3 a a

et Rl Vi




236 Algebra linear

2) A matriz [l]‘; € também conhecida como matriz de transicio de A para B.

3) A matriz [I]: ¢, na verdade, a matriz do operador linear identidade

I:'V

A

v — ¥

considerado nas bases A e B. Esse fato fica bem evidente no problema resolvido nimero 3 do
item 5.3.1.

; A . ;
4) A matriz [I] g> POr transformar os vetores linearmente independentes da base A nos
vetores linearmente independentes da base B, € inversivel. Por conseguinte, da equagio

[vlg = [I]‘; (v]a (5)
pode-se obter:
v, = (% (vl ©)

donde se conclui que
it e
(my =01,

isto €, a inversa da matriz-mudanca de base de A para B ¢ a matriz-mudanca de base B para A.

5.3.1 Problema Resolvido
3) Sejamasbases A={vy,v,} ¢ B={w;,w, } do R?, onde
vi =(2,-1), vy =(~1,1) e w; =(1,0), w, =(2,1)

a) Determinar a matriz-mudanga de base de A para B. .
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ou:

b) Utilizar a matriz [I]J; para calcular [v]

v, =
3
Solugdo:

a) Pretendemos calcular:

X dy dy2
(1% =
a1 da2
t 1)
[vl ]B [VQ]B

B‘

sabendo que

Expressemos os vetores da base A em relagdo a base B:

vi =(2,-1)=a;(1,0) +a;(2,1)

ayy +2321 = 2

ay = -1_

sistema cujas rafzes sdo:

ou.

a;p =4 e ay =-1, isto é, ['v.rl]B

va =(-1,1)=25,(1,0) +an(2,1)

ay3 + 2322 =-1

an=l

sistemna sujas raizes sdo:
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logo:

A

[1]_ =

B
-1 1

b) Sabendo-se que:

4
M =[5V, e [V, = [3]

obtemos:

Caso o leitor queira conhecer o vetor v na base candnica, basta fazer:
v=4(2,-1)+3(-1,1)=(5,-1)
ou:

v=T7(1,0)-1(2,1)=(5,-1)

Observagao

N Se o problema consistisse apenas em calcular Vg @ partir de v o Sem utilizar a matriz
[1] B’ bastaria determinar o vetor v na base candnica, isto é, v=(5,-1) e, posteriormente,
resolver a equagdo
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(5,-1)=2,(1,0) +a,(2, 1)

para encontrar a; =7 € a, =-l.

A utilizacio da matriz-mudanga de base ainda serd vista em outros assuntos deste livro.

5.3.2 Outra forma de Determinacgdo da Matriz-Mudanca de Base

A matriz-mudanga de base [I]'; pode ser determinada de uma forma diferente.

Valendo-se das bases A e B do problema anterior e sendo C= {(1,0),(0,1)} a base
canOnica, vem:

2 -1
me-=

-1 1

t t

Vi Vi

pois:
(2,-1)=2(1,0)-1(0,1)
(-1,1)=-1(1,0)+1(0, 1)

e,de forma andloga:

1 2
(1=

0 1

1 t

Wy W2

Assim, a matriz-mudanga de base de uma base qualquer para a candnica € a matriz que se
obtém daquela base dispondo seus vetores em colunas. Fagamos [[]‘:‘: =A e [l]g = B.
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Lembrando o que foi visto em 4.5.3 sobre composta de transformacgdes lineares e levando
em conta a Observagdo 4) de 5.3, podemos escrever:

M5 =Monf=M; Mg=(M)™" Mg=B"A

Entdo, para as bases A e B dadas, temos:

5.3.3 Aplicagbes da Matriz-Rotacdo

Vimos que a matriz-rotagdo do plano de um angulo 6 é:

cosf® -senf

sen @ cos @

Observemos que as imagens de (1,0) e de (0, 1), pela rotacao 6, sdo:

cosf  -senf 1 cos 8
sen 8 cos 0 ) sen 6

e.
cos ~sen 6 0 -sen 6
sen 6 cos 6 1 ] cos @

respectivamente.
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Portanto, a base P= {u,,u,}, sendo u; =(cos@,senf) e u, =(-senf,cosfh), ¢
obtida da base canénica C= {e,,e; }, sendo e; =(1,0) e e, =(0,1), pela rotagdio de um
angulo 6, Assim, como a base candnica C determina o sistema de coordenadas retangularés
xOy, a base P determina também um sistema de coordenadas retangulares x'Oy’ que provém
do sistema xOy por meio da rotagdo de um dngulo 6. Conseqiientemente, cada ponto R ou
cada vetor v do plano possui coordenadas (x,y) em relagdo ao sistema xOy e (x',y') em
relagdo ao sistema x'Oy’.

A matriz-rotagio pode ser encarada como matriz-mudan¢a de base de P para C,
isto é:

= -
cosf -senf

(1]

senf® cosf
pois:
(cosf@,senf)=cosf (1,0)+senf (0, 1)

(-senf,cos8)=-senB(1,0) +cos 8 (0, 1)
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Por exemplo, para @ =90°, tem-se a base:

P = { (cos 90°, sen 90°), (~sen 90°, cos 90°) } = {(0, 1),(~1,0) }

e, portanto:
i 0 -1
(1. =
c 1 0

Considerando o (4,2), o vetor v na base canonica é:

P 0 -1 4 -2
[vi .= (1] Iv] = -
C »¢""F 11 oli2 4
As figuras mostram que o vetor v que tem componentes 4 ¢ 2 na base:
P= {(011]1('190)}

tem componentes -2 ¢ 4 na base:

C={(1,0),(0,1)}

Bl ccaes
=

|

O

2(-1,0) (-1,0)|°
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No caso de mudanga de base de C para P, ja vimos que:

=

cosf -senf
ot Biloy
(115 =([115)
sen @ cosé
ou seja:
cosf@ senf
C _
(1,
-sen 6 cos @

Por exemplo, para uma rotagdo de 6 =45° no sistema xOy, o vetor v=(x,y)=(4,2)
na base canénica serd v, = (x',¥)=(3+v2,-+/2) nabase P.

De fato:

cos 45° sen 45° 4

[v]p =
-sen 45° cos 45° 2
Vi V2] [4]
2 PN

[vlp =
V2 V2
L2 —2__ L2
_3\/2__

["r]p 22
-2
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54 MATRIZES SEMELHANTES

Seja T:V — V um operador linear. Se A e B sdo basesde V e [T]

A € [T] B as

matrizes que representam o operador T nas bases A e B, respectivamente, entio:

Tl =) 11, (3 (5.4)

B A Al A '

sendo [I] : a matriz-mudanga de base B para A.

De fato:

Pelo conceito de matriz de uma transformagdo linear (4.4) podemos escrever:

(T, =IT1, [v], (1)
e:

[TM], =[T) [v]) @)

Sendo [[]i a matriz-mudanga de base de B para A, tem-se:

M=, ¥, ¢ 0@,=m8 [ro,
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Substituindo [v] A S [T(v)] 4 ©m (1), resulta:

B B
M3 [T, =[T1, 1} ¥,

Como a matriz [I] i é inversivel (Observagdo (4)de 5.3), vem:
[Tl =(11,)7" [T], (1, V],

Comparando essa igualdade com a (2), conclui-se:
T B
Tl = (1) [T, (1],
que € a relagdo apresentada (5.4).
Fazendo [I] i =M, a relagdo acima fica:

[T]g=M" [T], M (5.4a)

nio se podendo esquecer que M ¢é a matriz-mudanca de base de B (22 base dada) para
A (12 base dada). _

As matrizes [T], e [T]p sdo chamadas semelhantes.

Por conseguinte, duas matrizes [T] A S [T] g S0 semelhantes quando definemem V um
mesmo operador linear T. Mais precisamente, duas matrizes [T] , e [T]g sdo semelhantes se
existe uma matriz inversivel M tal que

Mg =M [T], M

O esquema a seguir mostra que existern duas maneiras de se obter T(V)B a partir de v A

(T]a

"A h" T(V:lh

M-! M-!

[T}
VB = e T{‘F)‘B
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5.4.1 Propriedade

As matrizes semelhantes [T] L [T] g Possuem o mesmo determinante.
De fato:
De

Tl =M" [T] \M
vem:

M ([T} = [T] \M

det M . det [T] = det [T] , . det M
ou;

det [T] g = det [T] ,

5.4.2 Problemas Resolvidos
4) Sejam T:IR? — IR* um operador linear e as bases
A={(314)!(S:?)} € B={(1:1):('1}l)}

e seja:

I

(T]

amatriz de T na base A. Calculemos [T]B pela relacdo:

[T], =M~ [T] M
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na qual M ¢ a matriz-mudanga de base de B para A. Necessitamos da matriz M que serd
calculada pela relagdo apresentada em 5.3.2:

T L T
M—[I]A AR
isto é:
5 3l y 4 i 2 .12
M= = -
4 7 11 -4 3 1 1 2 7
E:.
71 6
2
-1 =
Ml
2 ]
logo:
- ) -2 4 2 =12
B 1 2 -1 -1 7
1
. 5 8 2 -12
B I 1 L 7
T !
[Tl =
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Observagdo

Pode-se verificar, através do exemplo, que realmente as matrizes [T] A C [T]B sd30
semclhantes, isto €, que na transformagdo linear definida em R? por essas matrizes, em bases
diferentes, um vetor vE R? tem a mesma imagem T (v).

Seja o vetor v, =(2,-1).
I) Célculode T(v), por meio de [T] ,:
[T@l, =1, 1,

-2 4 2 -8
[J:[.'(I"I)]Al = 2 =

I) Calculode vy pormeiode M~' partindo de v, :

["]B= M- [V]A

HI) Cdlculode T(v)y por meiode M~' partindode T(v) i

[TM]g=M" [TW)],

~]
[
I
o0
2

[T, =

MI!—' (S]]
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IV) Cilculo de T(v); por meiode [T]:

[TMWIp=I[Tlg [Vlg

- 2 -4 [1 2
Bl L o-s| o] |

Assim, o vetor v tem a mesma imagem T(v) por meio do operador linear T, definido em
R? pelas matrizes [T], e [T]g, em bases diferentes.

V) Por outro lado, as matrizes semelhantes tém o mesmo determinante:

2 4
det [T] , = =2-8=-6
2 =l
2 -4
det [T] , = =_10+4=-6
] =5

5)  Sejao operador linear T:IR? —— IR? definido por:
T(x,y)=(2x+9y,x+2y)
Determinar [T], matriz candnica de T, e a seguir utilizar a relacao:
[Tlg=M" [T] M

para transforma-la na matriz de T na base:

B= {(3! 1}1(-31 1)}
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Solugdo

E imediato que:

[T] =

A matriz M de mudanca de base de B para a candnica A ¢é dada por:

M=A"'B
ou:
1 o[*|3 -3
M=
0 1 1 1
mas:
1 ar*ia 0
0 1 0 1
logo:
1 0|3 -3 3 -3
M == —
0 1 1 1 1 1
e
_“1- i_
6 2
M—l -
1 1
"6 ZJ
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Portanto:
B
i = 5 2 9] |3 3
B~ 1 1
g —_— 1 2 1 1
6 2
s slp 4
6 p
6 2
5 0
[Tl =
0 -1
Observagdo
A matriz diagonal
5 0
0 -1

que representa T na base B, € mais simples, no sentido de “estrutura” que a matriz candnica
de T:

J4 no problema resolvido n 4 esse fato ndo ocorreu. A simplificacdo da matriz do operador
T est4 ligada a escolha adequada de uma base, pois é a matriz de mudanga de base M que atua
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sobre a matriz de um operador linear para transformé-la em outra matriz do mesmo operador. A
escolha da base “certa”, que torna a matriz do operador T o mais simples possivel, é objeto de
estudo no préximo Capitulo.

55  OPERADOR ORTOGONAL

Seja V um espago vetorial euclidiano. Um operador linear T:V — V ¢é orrogonal se
preserva 0 médulo de cada vetor, isto €, se para qualquer vE V

[T =1v]

Observagoes

1) Tendo em vista que 0 médulo de um vetor é calculado por meio de um produto interno
(1v] =+/v.v), os operadores ortogonais sio definidos nos espacos vetoriais euclidianos.

2) Nos operadores ortogonais, serdo consideradas somente bases ortonormais em V e,
particularmente, a base canonica.

Exemplos

1) No R?, com o produto interno usual, o operador linear definido por:

4 3 3
T(K1Y)=(-§x + 53", 5x' e SY)

é ortogonal.
De fato:

Teni= [ dx+dyp + Gx - dyp

16,,24 .9 .. 9 , 24 16, _
|T(K }')I_\/ xy.l-zsy zsx zsxy+2sy =

25 ¥ 2
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ou:

IT(x,y)I=vVx*+y? = |(x,¥)], Y(x,¥) € R?

2) Consideremos o R? com o produto interno usual. A rotagio do plano de um angulo
6 dada por:

T(x,y)=(xcos @ - ysen 8, xsen 8 + ycos §)

¢ ortogonal. (A verificagdo fica a cargo do leitor.)

3) No R’, com o produto interno usual, o operador linear dado por:
T(x,y,2) =(-y,%,-2)
é ortogonal.

De fato:

IT(x,y,2) 1= V(-y)? +x* +(-2)* = Vx? +y? +2? = | (x,y,2) |

Observacdo

O produto interno de dois vetores u=(a;,..,a;) e v=(b,, ...y Dg), em relagdo a uma
base ortonormal, é dado por:

u.v=a,;b, +..+ anbn (verificagd@o a cargo do leitor)

Se esses vetores forem expressos na forma matricial:
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conclui-se que:
[u.v] =[] [v]

onde [u]! indica a matriz transposta de [u].

Observacao

No Apéndice, a matriz transposta de A, por exemplo, é representada por AT; aqui, a

¥

transposta serd representada por A'!, uma vez que T estd sendo utilizado para representar um
operador linear.

55.1 Propriedades

I) Seja T:V —> V um operador ortogonal sobre o espago euclidiano V. Entdo, a
inversa da matriz de T coincide com a sua transposta, isto é:

[T] ' = [T]°
" De fato:

v =I1T) |
ou:

VVv. v =T, T(v)'
isto é:

vV.v=T(v). T(v)
ou:

[v.v] =[T(¥).T(v)]
ou ainda:

[V [v] = [TM]* [TM)]
mas:

[TO1* [T@] = ([T1 VD" [T] [v] = [v]* [T]* [T] [v]
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logo:

MM =M 1 T)
e, finalmente:

[T]* [1] =1

mt=m"

A matriz [T], tal que [T]'=[T] ', € chamada matriz ortogonal. Portanto, uma
matriz ortogonal define um operador ortogonal.

A matriz candnica do exemplo 1), item 5.5.

4 3]

= 5 5

Sl

5 5

é ortogonal, pois:
i 3 3
5 5
t _

=1, 4 =07

5 5

A matriz-rotagdo:

cos @ -sen 0

m) =

sen 6 cos 6
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do exemplo 2),item 5.5 é também ortogonal, pois:

cos @ sen @
m)* = = (1]
-sen @ cos 6
IT) O determinante de uma matriz ortogonal é +1 ou -1,
De fato:
Sendo [T] ortogonal, [T]'[T]=1.

Logo:

det([T]" [T]) = det 1

ou:
det [T]" det [T] = 1
Como det [T| = det [T]", vem:
(det [T])* =1

ou seja:

det [T] =+1 ou det [T] =-I
Dessa propriedade conclui-se que todo operador linear ortogonal é inversivel.

III) Todo operador linear ortogonal T:V —— V preserva o produto interno de vetores,
isto é, para quaisquer vetores u,vE V, tem-se:

u.v=T(u).T(v)
De fato:

[T().TM] = [T@]" [TW] =([T] [])* [T][v] = [u]* [T]* [T] []
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mas:
[T]* [T] =1
logo:
[T(w).TW] = [u]* [¥] = [u.V]
e

u.v=T(u).T(v)

Decorre dessa propriedade que todo operador ortogonal T:V —— 'V preserva o angulo
de dois vetores, isto €, o dngulo entre dois vetores u e v € igual ao dngulo entre T(u) e T(v).

Esse fato e a definicdo de operador ortogonal permitem concluir: T rransforma bases
ortonormais em bases ortonormais, isto é, se {v,, ...,vn} é base ortonormal de V, entdo
{T(v1), ..., T(vn)} ¢ também base ortonormal de V. Essa propriedade, como ainda veremos, €
de grande importincia na construgao de novas bases ortonormais {u;,u, } do R?, a partir
da base candnica {e;,e, }, e na criacio de um novo sistema de coordenadas retangﬁlares
x'0y’, a partir do sistema xOy, conforme sugere a Figura 5.5.1a.

A

Figura 5.5.1a

Essa transformagdo, no plano, da base canonica para outra base ortonormal por meio de um
operador ortogonal T:R* — R? pode ser vista de duas maneiras:

a) A base {u;,u;} provém da base candnica {e;,e, ] por uma rotagdo, conforme
a Figura 5.5.1a, e, nesse caso, det [T] = +1.
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Reciprocamente, se det [T] = +1 e T ortogonal, T é uma rotagio.

b) A base {u;,u,} provém da base candnica {e,;,e, } por uma rotagio seguida de
uma reflexdo na origem de apenas um dos vetores (Figura 5.5.1b) ou vice-versa. Nesse caso,
tem-se:

det [T] = -1

Figura 5.5.1b

Assim, por exemplo, o operador ortogonal, representado pela matriz

Vi o1
2 2
L V3
| & l

¢ uma rotag@o, pois

Vi1
2 2

= ]
1 V3
=2 2

O que dissemos para 0 IR* ¢ vdlido parao R?.
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Por exemplo, o operador ortogonal no R* representado pela matriz

cos @ -senf O

A=|sené cos® O

€ uma rotagdo, pois det A =1 para qualquer valor de 6.

IV) A composta de duas transformagbes ortogonais é uma transformacgdo ortogonal
ou, equivalentemente, o produto de duas matrizes ortogonais é uma matriz ortogonal.

V) As colunas (ou linhas) de uma matriz ortogonal sfo vetores ortonormais.
De fato:

Sejam A= {e,,e;,..,e, } uma base ortonormal do espago vetorial euclidiano V e
T:V —— V um operador linear ortogonal representado nesta base pela matriz:

ayn 432 .. 8jp
as an 2
[ 1 3w 8nn _

Tendo em vista que:
leyl=lel=...= lenl =1 e

€ .Ej='0, I.:tej
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e que

T{¢1)= dyp € +321 e, t +-++an|en

T(ey) =ajze, tane, +.. . +ag e,

T(en) = alﬂel + dyn€y + ...+ annén
pode-se escrever:

|T(31)|1 =T(E1]-T(¢1}=ai1 +a%l +---+3]|11 =1

| T(ez) | ? =T(e,) . T(ey) =2}, +ad, +... +a}; =1

| T(ep) |2 =Tey) . T(ep) =ain tadn + ... +agy =1

T{ci] : T(ej] =a)ia;j t azjag + ... t apjan =0

Logo, as colunas

& - .
EFR EXP) din
as az3 a3n
dni 2n2 [4nn_|

representam vetores ortonormais do espago V e, conseqiientemente, formam uma base ortonor-
mal desse espaco.
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Exemplo:
Seja a matriz:

BB 1

V2 A2

A= 0 0 1
'

Os vetores-colunas de A sdo:

{ \/u u = (%

1 1
—) e u3=(0,1,0)
nha e
luy |=luyl=lusl=1
e também:
ul.u:z=“|.u3=u:.u-3=0
logo, o conjunto:

{uy,uz,u3}

¢ uma base ortonormal do R*.

Além disso, como det A =1 (verificar!), a matriz A representa uma rotagdo do espaco.

56 OPERADOR SIMETRICO

Dizse que um operador linear T:V —V € simétrico se a matriz que o representa

" numa base ortonormal A é simétrica, isto ¢, se:
[T] =T,

Observacbes

1) Demonstra-se que a matriz do operador simétrico € sempre simétrica, independente da
base ortonormal do espago. Em nosso estudo, trabalharemos somente com bases canodnicas.

Entdo, T: V — V é simétricase [T]' =[T]

2) O operador simétrico € também chamado operador auto-adjunto.
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Exemplos
1) O operador linear
T:R? — R?, T(x,y)=(2x+4y, 4x~y)
¢ simétrico, pois a matriz candnicade T
2 4
[T] =
4 -1
¢ simétrica, isto ¢, [T]" = [T].
2) No R?ooperador T definido por:
T(x,y,2)=(x -y, -x + 3y - 2z, -2y)
¢ simétrico e sua matriz candaica €:

1 -1 0
T} =|-1 3 -2

0 -2 0

5.6:1 Propriedade

Seja V um espago vetorial euclidiano. Se T:V —V ¢ um operador simétrico, entdo
para quaisquer vetores u,vE V, tem-se:

T(u).v=u.T(v)
De fato:
[T .v] = TW] & =T ) @ = [l (1 ¢ = (] () ) = 0. TO)]

logo:
T(u).v=u.T(v)
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Exemplo

mas:

5.7

1)

Seja o operador simétrico,no R?, definido por:

T(x,y)=(x + 3y, 3x ~ 4y)

Consideremos os vetores u=(2,3) e v=(4,2) e calculemos T(u) e T(v):

T()=T(2,3)=(11,-6)

T(v)=T(4,2) = (10, 4)

T(u).v=(11,-6).(4,2)=44-12= 32

u.T(v)=(2,3).(10,4)=20 +12=32

Como se vé:

T(.v=

u. T(v).

PROBLEMAS PROPOSTOS

A seguir s@o dados operadores lineares T em R? eem R?®. Verificar quais sdo inversfveis
e, nos casos afirmativos, determinar uma férmula para T~'.

a) T: R?
b) T: R?
c) T: R?
d) T: R?
e) T: R?

f) T: R?

T(x,y)=(3x -4y, -x +2y)
T (x,y) = (x - 2y, -2x + 3y)
T(x,y)=(2x -y, -4x + 2y)
T(x,y) = (5x + 2y, -4x - 2y)
T(x,y)=(x,-y)

T(X,y,z2)=(x-y+22z,y -2, 2y - 32)
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B TR — R, T(x,y,2)=(x+y-z,x+2y,2)
hT:R* — R, T(x,y,2)=(X,X-2,X-y-12)
i) TR — R?®, T(x,y,z)=(x-y+2z,y-z,-2x+y-32)
j) T:R3 — RS’ T(x!}'1 z)=(X+zrx— Z, Y)
2)  Seja o operador linear T:R? —— R? definido pela matriz:
1 0 1
2 -1 1
0 0 -1
- -
a) Mostrar que T € um isomorfismo.
b) Determinar a lei que define o operador T~!.
c) Utilizar a matrizde T oude T~' para obter o vetor vE R® tal que T(v)= (2, -3,0).
3)  Mostrar que o operador linear, no R?, definido pela matriz
1 3 3]
2 3 4
3 5 7
ndo € inversivel. Determinar vE€ IR’ tal que T(v)=(6, 9, 15).
4) Verificar s o operador linear T:R® — R® definido por T(1,0,0)=(2,-1,0),

T@©,-1,0)=(-1,-1,-1) e T(0,3,-1)=(0,1,1) ¢é inversivel e, em caso afirmativo,
determinar T~! (x,y, z).
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5)

6)

7)

No plano uma rotagdo de % radianos € seguida de uma reflexdo em torno do eixo dos y.

a) Mostrar que a transformagdo é um isomorfismo.

b) Determinar a inversa da transformagéo definida.

Seja T:R?’ —> R’ o operador linear que transforma u em T(u) e v em T(v),
conforme a figura.

a) Dar a lei do operador T.

b) Determinar a transformacéo linear que transforma T(u) em u e T(v) emyv.

Utilizar a inversdio de matrizes 2 x 2 para mostrar que:

a) A transformagdo linear inversa de uma reflexdo em torno do eixo dos x € uma reflexio
em torno desse eixo.

b) A transformagdo inversa de uma dilatagdo ao longo de um eixo é uma contragio ao longo
desse eixo.

c) A inversa de uma rotagdo do plano de um angulo 6 € a rotagdo do plano do dngulo -8,
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8)

9)

10)

11)

12)

Consideremos as seguintes bases do R*: A= {(1,1),(0,-1)} e B= {(2,-3),(-3,5)}.
a) Determinar a matriz-mudanca de base [l]‘;.
b) Utilizar a matriz obtida no item a) para calcular vp, sendo v, =(2, 3).

c) Determinar a matriz-mudanga de base de B para A.

Repetir o problema 8 para as bases A = {(3,-1),(1,-2)} e B={(3,2),(2,2)}, sendo
vy =(4,3).

Sejam B = {(1,0), (0, 1)}, B, = {(1,1), (-1,0)}, B, = {(-1, 1), (2,-3)} e
B; = {(2,1), (-5, -1)} , bases do IR?

a) Determinar as matrizes-mudanca de base:

B B B,y B
Mgh My o Mm% dly e (1)

b) Determinar o vetor — coordenada de v = (-3, 4) em relagdo is bases B, B;, B, e Bs.

Sabendo que:
[ 0= e B={(3,9,(1,2},

determinar a base A.

Sabendo que:

(1 = e A={(1,3),@2,-9},

determinar a base B.
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13) Abase B € obtida da base candnica A do R? pela rotagdo dc% rad. Calcular:

2) (113

b) (1],

14) Consideremos as seguintes bases do R?:

A={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e B={(1,0,-1),(0,1,-1),(-1,1, 1)}
a) Determinar a matriz [I]:.

b) Utilizar a matriz obtida no item a) para calcular vg, sendo v, =(1, 2, 3).

¢) Determinar a matriz [l]i ;

15) Se

IAI=
mz={t 1 o

1 1 1

e

determinar [v] ,, sabendo que:

3

Vg = |-2
0

16) Mostrar que para qualquer base A de um espago vetorial, a matriz-mudan¢a de base
[1]‘: é a matriz identidade.

17) Em relagdo aos operadores dados, determinar primeiramente a matrizde T nabase A e,a
seguir, utilizar a relagio entre matrizes semelhantes para calcular a matriz de T na
base B.
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a) T:R? — R?, T(x,y)=(x+2y,-x+y)
A={(-1,1),(1,2)} ¢ B={(1,-3),(0,2)}

B) T: R — R?, T(x,y)=(2x-3y,x+y)
A=1{(1,0),(00,1)} e B={(3,0),(-2,-1)}

) T:R? — R?, T(x,y)=(7x - 4y, -4x +y)

A ¢€ a base canonica e B= {(-2,1),(1,2)}

dT:R* — R, T(x,y,2)=(x-2y-2zy,2y+3z)

A € candnica ¢ B= {(0,1,-1),(1,0,0),(-1,0,1) }

18) Seja T:IRR? —IR? um operador linear. Consideremos as bases A canonica e
B={(4,1),(-11,-3)} . Sabendo que

]

Tl

determinar [T] ,, utilizando a relagdo entre matrizes semelhantes.
19) Seja o operador linear T:R? — R?, T(x,y)=(x+y,x-y).
a) Determinar [T]g, sendo B = {(1,2),(0,-1)}.
b) Utilizar a matriz encontrada em a) para calcular T(v)B, sabendo que v=(4,2).

20) Encontrar trés matrizes semelhantes & matriz:
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21) Quais dos seguintes operadores sdo ortogonais?

22)

23)

a) T: R? — R?, T{x,y)=(éx-é y_"\'/_-2x+ 7530
b) T:R? — R?, T(x,y)=(-y,X)
) T:R? — R?, T(x,y)=(x+y,x-y)

Dentre os seguintes operadores lineares, verificar quais sdo ortogonais:

a) T:R? — R®, T(x,y,2)=(z x,-y)
b) T:R® — IR}, T(x,y,2)=(X,y,2)
) T:R? — R?, T(x,y,z)=(x,0,0)

d) T:IR*> — R’, T(x,y,2)=(x,ycos0 + zsen 8, -ysen 8 + zcos 8)

Verificar quais das seguintes matrizes sdo ortogonais e, dentre estas, determinar as que

representam rotagoes:

p:

a) |3 .. b 3 _ 4 o|_1 2

5 5 5 5 .\/g \/E

4 3 3 4 2 __1

5 5 5 5 V5 V5
d |1 _3 e) 1 0 -1 n |1 2 2
V10 V10 3 3 3

1 1 0

.3 _1_ 2 2 1
V10 10 =1 1 0 3 3 3
2. 1 .2
3 3 3
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N I 10 1] 9[cose
Vi V3 3 Vi V6 V2
0
i 2 1 11 1
V2 V2 V3 V6 V2 _senﬂ
2 I I J .4
Ve V6 6 V3 Ve

25) Mostrar que se A e B sdo matrizes ortogonais, entio AB também é ortogonal.

~sen 6

cos 6

26) Mostrar, por meio da multiplicagdo de matrizes, que uma rotagdo de 30° seguida de uma

rota¢do de 60° resulta em uma rotagdo de 90°.
27) Determinar a ¢ b para que os seguintes operadores no IR* sejam simétricos:
a) :R? — R, T(x,y,z2)=(3x~-2y,ax+y -3z, by +2)

b)) T:R? — R?, T(x,y,z)=(x+2z,ax+4y +bz, 2x -3y +2)

5.7.1 Respostas de Problemas Propostos

1) a) T (x, }'J=(x+2}’.—éx +%:¢)
b) T™! (x,y) =(-3x - 2y,-2x - y)

¢) T ndo é inversivel.
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2)

3)

4)

5)

6)

8)

d) T (x,y)=(x+y,-2x -%y)

e) T~ (x,y)=(x,-y)

f) T-' (x,y,z)=(x-y+2z,3y-2,2y-2)

g) T'(x,y,2)=(2x -y +2z,-x+y-2,2)

hT'(x,y,2)=(X,y-2,x-Y)

i) T ndo é inversivel.

i) T (x,y,2)

1
={— +—
(%

b) T (x,y,2)=(x+2,2x -y +2,-2)

c) v=(2,7,0)

v=(z,3-22,2), z€E R
T'(x,y,z)=(-y +2z,-2x -4y + Tz, x + 2y - 3z)

b) T! (x,y) = (-—x+

3 S ®

a) T(x,y)=(2x-y,x+y)

b T (x,y)=(3+5,
Y L & -3

m3 =
5 -2

b) Vg =(7,4)

X

3

2y
3

V3, V3, ,

)

2

y)
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c) 3
2
m; -
5 -8
9) a) 4 3
9 _
=5 4
C} = 8 E i
5 3
9 8
5 T3
10) a)
8 1 -1 B 0 1
[I]B'= g =
1 0 I 1
1 2 4 <9
;2 - [y =
1 -3 A %

-8 17
s =

b) vy = (-3,4), vy =(4,7),

1) A={(1,3),(1,-2)}

Vg, =(1,-1), vg, =(

2
w(
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12} B= {(3:‘2):{_21 l)}

13) a) 1 3
2 2
v3i o1
T2 2
b) 1
2 2
V3 2
2 2

14)  a) 2 1 1

c) 1 0 - |

0 1 1

. | -1 1
15) 8 |
3
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1) » 0 -3 -5 4
Ta=t, 5| =5 ,
b) ) -3 0 s
T}, = = g 7
A 11 =1, 3
C) " 9 0
[T]' = [T]lg =
4 1| 0 -l
d) (1 2 -2 1 o
ry=fo 1 of [m,-=
o 2 3 0
1 -3
18) (1], - )
-1
19) a) y ;
2l (PR

21)
22)

23)

b) T(v)g =(6, 10)

Sdo ortogonais a) ¢ b)

Sdo ortogonais a), b) e d)

Sdo ortogonais: a), c), d), f), g), h), i)

Sdo rotagdes: a), d), f), h), i)
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24} a}

b) | =




o CAPITULO

VETORES PROPRIOS
£
VALORES PROPRIOS

6.1 VETOR PROPRIO E VALOR PROPRIO DE UM OPERADOR LINEAR

Seja. T:V —=V um operador linear. Um vetor vE V, v#0, é vefor proprio  dc
operador T se existe A€ R tal que

T{v)=Av

O numero real X tal que Ttv)=xv ¢ denominado valor propric de T associado ac
vetor préprio v.

Observagdes

a) Como se vé pela defini¢do, um vetor v+ 0 & vetor proprio se a imagem T(v) for um
miultiplo escalar de v. No R? e no R’ dirfamosque v ¢ T(v) tém a mesma direcdo. Assim.

dependendo do valor de A, o operador T dilata v, contrai v, inverte o sentido de v ou o
anula no caso de A = 0.

Na Figura 6.1a, o vetor v& IR? ¢ um vetor pi6prio de um operador T que dilata v,
porque A > 1. A Figura 6.1b mostra um vetor v que ndo ¢ vetor proprio de um operador T.

b) Os vetores proprios sio também denominados vetores caracteristicos ou autovetores,

c} Os valores proprios sio também denominados valores caracterfsticos ou autovalores,
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y‘ i ‘ T(v)

Tiv)

Figura 6.1a Figura 6.1b

Exemplos

1} O vetor v=(5,2) ¢ vetor proprio do operador linear
T:R?> — R’, T(x,y)=(4x+5y,2x +y)
associado ao valor préprio A =6, pois:

T(v}=T(5,2)=(30,12)=6(5,2) = 6v

Ji o vetor v=(2, 1) nio € vetor proprio deste operador T, pois:
T2, DN=(13,5)#A(2,1)

nara todo A € IR,

2} Na simetria definida no IR’ por T(v) = -v, quaiquer vetor v 0 ¢ vetor proprio associado
ao valor préprio A = -l.
Observacio

Tendo em vista aplicaghes em questdes de Geometria Analitica, serdo estudados, neste
- Capitulo, somente vetores proprios ¢ valores proprios de operadores lineares em IR® e em R3.
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6.2 DETERMINACAO DOS VALORES PROPRIOS E DOS
VETORES PROPRIOS

1) Determinagdo dos valores proprios

Seja o operador linear T: R® —— R?| cuja matriz candnica €:

di1 dya 413
A= ay a5, ay3
da3 833 d33
isto é, A= [T).

Se v e A sio, respectivamente, vetor proprio e ¢ correspondente valor préprio do opera-
dor T, tem-se:

A _v=Av (v é matrizcoluna 3 x 1)

ou;
Av-Av=0
Tendo em vista que v =1Iv (I € a matriz-identidade), pode-se escrever:
Av-Av=0
ou:
(A~Al)v =0 (6.2a)
Para que esse sistemna homogénéo admita solugdes ndo-nuias, isto é:
3 FO .
v= 1yl = |0
LA LB
deve-se ter:

det (A ~Al}=0
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U
an a12 d13 0
det da1 12 di3 - 0
CES | daz d33 A
ou, ainda:
2y -N ay d13
det dag dg2 -A dzz (62b)
41 d32 A3y -A

A equagdo det{A - Al) = 0 é denominada equagdo caracteristica do operador T ou da ma-
Tz A, e suas raizes sdo os valores proprios do operador T ou da matriz A. O determinante

let (A - AI} € um polindémio em A denominado polindmio caractersstico.

2) Determinag#o dos vetores proprios.

A substituicdo de A pelos seus valores no sistema homogéneo de equagdes lineares 6.2a
sermite determinar os vetores préprios associados.

6.2.1 Problemas Resolvidos

1) Determinar os valores proprios e os vetores proprios do operador linear

T: R} — R?, T(x,v,2)=(3x-y+z,-x+5y~z,x-y+3z)

2 lucdo

I) A matriz candnica do operador T é:
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A equagdo caracteristica do operador T é:

Fok 1
det(A-AD=1! -1 S-x -1 |=0
1 1 3=k

isto €, desenvolvendo o determinante pela 12 linha e observande a alterndncia dos sinais que
precedem os produtos, vem:

5-h ~1 -1 -1 -1 5=
(3 -2) -(-1) + 1 =0
-1 S T | 1 -1
G-NAS-A+A - D+1E3+a+D+1(1-5+0)=D

45 c 24X+ 302 =3 A 15A+BAZ S AP+ A3+ A+ 1+ L5+ A=0

A3+ 1A -36A+36=0
ou:

A - 1IN +36A-36=0

As solugles inteiras, caso existam, sdo divisoras do termo independente -36. Com as
devidas substituighes na equacdio acima, constata-se que A =2 € uma delas, Conseqiientemente.
A-2 € um fator do polindmio caracteristico A® - 11A? + 36\ - 36. Se dividirmos esse
polindémio por X - 2, a equacdo podera ser apresentada como;

(A-2)A* -9 +18)=0
:, portanto, as demais raizes so solugdes da equagio:

AT-9X+18=0

Logo, os valores préprios do operador T sdo:
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II} O sistema homogéneo de equagbes lineares que permite a determinacdo dos vetores

proprios associados é:

(A-ADv=0
Considerando
X
v= |y
z

3-X -1 1 X 0
d  S=A yl = |0 (6.2¢)
1 -1 3-A z D_J

i) Substituindo X por 2 no sistema (6.2¢c), obtém-se os vetores praprios associados a
ll = 2:

Ix = 1y + 1z=0
.J-lx + 3y - lz=0

1]
=

Ix = Ty % 1z

Z = =X
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Assim, os vetores do tipo v, = (%, 0, -x} ou v; = x(1, 0, -1), x # 0, sdo vetores proprios

associados a A; = 2.

ii) Substituindo A por 3 no sistema (6.2c) obtém-se os vetores préprios associades a
}k-z = 3:

] g ~1 ld —xd r(]_
= | e | yi = 10
I -1 0 z 0
i - L - 1
isto €:
-y +z=0

£ -x+ 2y ~-z=20

O sistema admite uma infinidade de solugdes préprias:

¥ X

zZ=X

Assim, os vetores do tipo v; = (X, X, X) ou v, = x(1, 1, 1), x #* 0, sdo os vetores proprios
associados a A; = 3.

iii) Substituindo A por 6 no sistema (6.2(:), obtém-se os vetores proprios associados a
Ay = 6:

-3 = | 1 X D‘I
-1 e By | y| =10
1 o 3
L ) 3_| | 2] LUJ
isto é:
:
SBx-yt z=90
_x-}r-.z=0 A
X-y-32=0
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O sistema admite uma infinidade de solugdes proprias:

y = -2Xx

i = X

Assim, os vetores do tipo vy = (x, -2x, X} ou vy =x(l,~2,1), x #0, sao os vetores

proprios associados a Ay = 6.

2) Determinar os valores préprios e os vetores prdprios da matriz

Sofucdo
I} A equacdo caracterfstica de A ¢;

4 -X 5
det(A - M) = =0

Sto €
(4-A)(1-2)-10=0
aU;
4-4r-A+2?-10=0

A2 -5A-6=0

As raizes dessa equagdo sdo:

11:6

que sdo os valores proprios da matriz A.
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IT} O sistema homogéneo de equagBes lineares que permite a determinacdo dos vetores
praprios associados €

(A-Av=0
Considerando:
X
Vo=
Y

- (6.2d)

i} Substituindo X} por 6 no sistema (6.2d}, obtém-se os vetores proprios associados ao
valor proprio A = 6;

-2 5 X 0
2 -5 y 0
isto é:
-2x+ 5y = @
2x -5y =0

O sistema admite uma infinidade de solugdes préprias:

y.Siek

. ; 2 2 :
Assim, os vetores do tipo v, :(x,?x) ou v, =x(1,?}. x# 0, ou, ginda, v; =x(5,2)
sdo vetores proprios associados ao valor préopric A = 6.
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it} Substituindo A por -1 no sistema (6.2d), obtém.se os vetores proprios associados ao
valor proprioc A, = -1:

5 5 X 0

2 2 y ) 0
isto é&:

S5x + S5y =0

2x + 2y =0

O sistema admite uma infinidade de solu¢Ses préprias;

y = X

Assim, os vetores v, = (X, ~x) =x(1,-1),x # 0, sio os vetores proprios associados ao valor
préprio A, =-1.

3) Determinar os valores préprios e os vetores proprios da matriz

I} A equacio caracteristicade A é:

-16-Xx 10
det (A - Al) = =0
-16 8-

isto &:

(<16 = N) (8 - N} + 160 =0
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ou;
1284+ 16X -8A+ A2+ 160=0
AZ+8A+32=0

As raizes dessa equacdo sao:

 8:/87 4 x32

2 9

X = -8 ++4/64 - 128
B 2
_ 8 * 8i

= 2

}\1 =4 +4j

Yy =i

€, por conseguinte, 2 matriz A ndo possui valores préprios nem vetores préprios.

Qbservacdo

Se na defini¢do de valor préprio de um operador linear T se admitisse X qualquer, real
ou complexo, poder-se-ia dizer que a matriz A possui valores préprios complexos e, em
conseqiiéncia, vetores proprios de componentes complexas. Neste texto consideraremos dpenas
valores préprios reais.

6.3 PROPRIEDADES DOS VETORES PROPRIOS
E VALORES PROPRIOS

I) Se v € vetor proprio associade ao valor proprio A de um operador linear T, o
vetor av, para qualquer real o +Q, é também vetor préprio de T associado ao mesmo \.

De fato:

T{v) = Ay
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T (av) = aT(v) = a (Av)
ou:
T{av) = hiav)

0 que prova que o vetor av ¢ vetor préprio associado ao valor proprio A,

Alids, os problemas resolvidos 1 e 2 servem para ilustrar essa propriedade.

Observacdo

Tendo em vista que @v é vetor proprio associado ao valor proprio A, fazendo

pode-se obter sempre um vetor préprio unitdrio associado ao valor proprio A.

11} Se X ¢ um valor propric de um operador linear T:V —V, o conjunto 5, de

todos os vetores vV, inclusive o vetor nulo, associados ao valor proprio A, € um subespago

vetorial de V.

De fato,se v,,v, € S?L:
Ty tvy) =T )+ T{vy) = Avy + Avz = A(¥y t¥2)
e, portanto, v, +v; € 55,

Analogamente, se verificaque av € S, paratodo a € IR,

O subespago

Sy = [ve VIT(v)=Av}

é denominado subespaco associado ao valor propric A ou espaco caracteristico de T

correspondente 2 A ou gufo-espaco associadoa A.
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Por exemplo, no problema resolvido n? 2 vimos que ac valor proprio A=6 correspondem
os vetores praprios do tipe v =x(5,2). Assim, o auto-espaco associado a 6 €:

Se = {x(5,2)x € ]R}_ = [(5, 2)}

que representa uma reta que passa pela origem.

L) Matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio caracreristico ‘e, por
valores proprios,

1880, 05 MEsmos

De fato:

Sejam T:V —V um operador linear ¢ A e B bases de V. Sabe.se que a relagdo

entre matrizes semelhantes é [T]g = M™' [T], M, sende M a matriz-mudanga de base de B
para A. Entdo:

det ([T} - )= det (M~" [T] ,M -} = det (M~" [T} ,M - \M~" 1 M)
det ([T] - M) =det (M~ ([T], -\)M)=detM"" det([T] , - \i)det M

det ([T - Al) = det M~" det M det([T] , - A1) = det (M~' M) det ([T] , - Al)

det([T]B —'M)=det([T]A - Al
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6.4 DIAGONALIZAGCAO DE OPERADORES

Sabe-se que, dado um operador linear T:V — V, acadabase B de V corresponde uma
matriz [T] p dque representa T na base B. Nosso proposito € obter uma base do espago de
modo que a matriz de T nessa base seja a mais simples representante de T. Veremos que essa
matriz ¢ uma matriz diagonal.

6.4.1  Propriedade

Vetores proprios associados a valores proprios distintos de um operador T:V -—V sdo
finearmente independentes.

Faremos a demonstragdo para o caso de A\; e A, distintos. A prova para o caso de n
valores proprios distintos é andloga.

&jam T(V1)=?L1V, e T{VQ):}sz-z, com ?‘\1 ::“—_?\2'.

Consideremos a igualdade:
a,vy +azv, =0 (1)
Pela linearidade de T, tem-se:
a1 T{v;)}+a;T(vy}=0
ou:
a,Aqvy tagdavy =0 | {2}
Multiplicando ambos os membros da igualdade de (1} por A, vem:
a, A vy T aghgv, =0 (3)
Subtraindo (3) de (2):
Ay(hs =A;)vy=0
Mas:

Ap ~Ay £0 e v, %0
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loga:
a, =0
Substituindo a, por seu valor em (1), tendo em vista que v, #0, vem:
a; =0
Logo,c-conjunto {vy,vo € LL
Coroldrio

Sempre que tivermos um operador T:IR®* —— R? com A, # Az, oconjunto {v,,v,},
formado pelos vetores proprios associados, serd uma base do R?. Este fato vale em geral, isto &

2

se T:V —V ¢ linear, dimV=n e T possui n vgiores proprios distintos, o conjunto
{vi.ve, vy ), formado pelos correspondentes vetores proprios, ¢ uma base de V.

Exemplo
Seja 0 operador linear
T:R* — R?, T{x,y)=(-3x- Sy, 2y)

A matriz candnica de T é&:

det (A-AI) = = 0



Verores praprios e valores proprios 281

410 e
(~-3-0{(2-0=0
Mitra-6=10

e, portanto, A; =2 e Ay =-3 sfo os valores proprios de T. Como X, # A,. Os correspondentes
vetores proprios formam uma base de R*,

Calculando os vetores proprios por meio do sistema homogéneo

ohteremos:

® para A, =2 osvetores v; = x{1,-1};

® para A, = -3 osvetores v, = X(~1,0).
Logo, o coenjunto
{(1!_1):{_150)}

¢ uma base de R?.

Por outro lado, sempre que tivermos uma base de um espago formada por vetores proprios

e conhecermos os valores proprios associados, poderemos determinar o respectivo operador nesse
espago. E o que faremos no proxime problema.

6.4.2 Prablema Resolvido

4}  Os valores préprios de um operador linear T:IR? —>R? sdo Ay =2 e X, =-3, sendo

vy = (1,-1) e v, = (-1, Q) os respectivos vetores associados. Determinar T (x, y).

Solucao

Expressemos, inicialmente. (X, y) em relagdo 4 base {(1,-1),(-1,0) : :

(x,y})=a(l,-1}+b(-1,0)
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ou;
d-b=x
o =y
donde:
a=-Y e b= -x-y
Logo:
(X, y)=-y(l, -1} +(x y)(-1,0)
Aplicando o operador T, vem:
T(x,y)=-yT(1,-1) +(-x ¥} T(-1,0)
mas:
T{,-1)=2(1,-1)=(2,-2)
T(-1,0)=-~3(-1,0) =(3, 0)
logo:
T(x,y) =-y(2,-2) + (-x-y)(3, 0)
ou;
T(x,y) =(-3x -~ Sy, 2y)
Qbservacdo

Chamando de P a base acima, isto €;

P={(1,-1),(-1,0)}
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¢ observando que:
T(1,-1)=2(1,-1)=2(1,-1) +0(-1,0)
T(-1,0)=-3(-1,0)=0(1,-1) - 3(~1,0)
conclufmos que a matnz

(Tlp =
0 -3

representa o operador T na base dos vetores proprios e € uma matriz diagonal cujos elementos
da diagonal principal sdo X, ¢ A,.
6.4.3 Propriedade

Considerernos um operador linear T em IR*® que admite valores proprios Ay, Ay € A3

distintos, associados a v;,v, e v, respectivamente. Q coroldrio da propriedade anterior nos
assegura que o conjunto P = {v;,v,, vy} € uma basedo R*.

Tendo em vista que

T(v;)=Xvy = hgvy +0v; +0v,y
T(vy)=Aav, =0v) + Ayvy +0v;
T(va)=Ravy =0vy +0vg + A3V,

o operador T € representado nabase P dos vetores proprios pela matriz diagonal:

[T]P = D AE 0 =D

onstituida de valores préprios na diagonal principal.
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Sende A a matriz candnica do operador T, isto 4, [T]= A, as matrizes A e D sic
semelhantes por representarem o mesmo operador T em bases diferentes. Logo, a relagdo entre
matrizes semelhantes (5.4) permite escrever:

D =M"'AM
sendo M a matriz-mudanca de base P para a candnica C= {e,,e,,e;5 }, onde e, =(1,0,0).

=2 =(U, 1,0) € B =(0,0, 1)

Como:
-t I p=1-lp=
M—[I]CZC P=["P=P
a relagdo anterior escreve-se:

sendo P a matriz cujas colunas sfo os vetores proprios do operador T (estamos designando

pot P tanto 2 base dos vetores proprios quanto a matriz acima descrita; no contexto identifica-se
quande ¢ uma e quando € outra).

A relagdo (6.4.3) motiva a definigdo a seguir:

A matriz quadrada A € diagonalizdvel se existe uma matriz inversivel P tal que Pl AP

sefe diagonal,
Diz-se, nesse caso, que a matriz P diggonaliza A, ou que P ¢ a matriz diagonalizadora,

A defini¢do acima pode ser expressa de modo equivalente: Lm operador linear T.V —V
¢ diagonalizivel se existe uma basede V formada por verores propriosde T.

6.4.4 Problemas Resolvidos

5)  Deterrninar uma matriz P que diagonaliza:

¢ calcular P~1AP.
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Solucdo

No problema resolvido de nlimero 1 jé calculamos os valores proprios e os vetores préprios
de A eencontramos Ay =2 e vy =(1,0,-1), Ay =3 e v, =(1,1,1), A3=6 e vy =(1,-2, 1).

Como os &; sdo distintos, o conjunto P= {v,,v,,vy ] forma base do R? e, portanto,
a matriz

diagonaliza A.

Calculemos;:

- wr = - _

i 1

— -— -1 1

5 0 5 3 1 1 1
P-lAP = |1 | ]

3 3 ""1 5 —1 U 1 -2
| 1 1
5 3 6 I =] 3 -1 1 1

1 1
7 L‘n-2 2 3 6
PUIAP = |11 1
3 3 3 0 2
1 | 1
B 3 | B W
3, 0 0
P'AP = |0 3 0| = D
L_O {0 6
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6) Seja T:IR2 —— IR? um operador linear dado por:
T(x,y}=(4x+5y, 2x ty)

Encontrar uma base de IR? em relagdo 3 quai a matriz d¢ T ¢ diagonat.

Solucao

A matriz candnica do operador T é: !

Pelo problema resolvido de nimero 2, os valores proprios séo A, =6 e A, =-1, e o¢
respectivos vetores proprios sdo vy = x(5,2) e v, =x{(1, -~1).

A base em relagfo & qual 2 matriz de T ¢ diagonal é P = {(5,2), (1,-1)}, base dos
vetores préprios.

Por conseguinte, a matriz:

1 1

7 T4 slis i 6 O
P—IAP = = =D

2 sllz 1]tz a4 0 -1

7 7
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Observacdo

Se na mairiz P trocarmos a ordem dos vetores-coluna, isto €, tomarmos

7). Determinar uma matriz P que diagonaliza

2 1 0
A= 1|0 i -1
LU 2 4_

Sofucao

1) A equacdo caracteristica de A é:

det(A-Al) = 0 12 -1 =0
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isto ¢, desenvolvendo o determinante pela 12 linha e observando a alternancia dos sinais que
precedem os produtos, vem:

(2-X) -1 + 0 = 0

(2-N[(1-M{4-2)+2]-0+0=0

(2-M(4-5A+A2+2)=(2 -2 -5+ 6)=(2-M2-A3-0)=0
e daf:

?\1=2 e ?\2—_'3

{0 numere 2 ¢ uma raiz dupla da equagdo).

11} Calculando os vetores préprios por meio do sistema homogéneo:

|"2 -A - 0 ) Fxﬁ —0_
(0 1-x -l y =10
| 0 2 4~ ?x_  Z ] _0_
obteremos:

® para A, =2 um 6 vetor préprio LI, v, =(1,0,0);

® para A; =3 um s6 vetor préprio LI, v, =(1, 1, -2).

III) Como s6 existem dois vetores LI de R’, ndo existe uma base P constituida de
vetores proprios. Logo, a matriz A ndo € diagonalizdvel,

Observacdo

O problema resolvide nimero 9 mosirard um exemplo de matriz A que também, como

esta, sO possui dois valores proprios, porém, em correspondéncia, existe uma base P de vetores
proprios €, consegiientemente, A é diagonalizavel.

Passaremos a estudar um caso particular muito importante de diagonalizago.
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6.5 DIAGONALIZACAO DE MATRIZES SIMETRICAS

6.5.1 Propriedades
1) A equagdo caracteristica de uma matriz simétrica tem apenas raizes reais.

Faremos apenas a demonstracio para o caso de uma matriz simétrica A de ordem 2.

De fato: seja a matriz

A equagdo caracteristica de A é:

P-A
det (A - Al) = =0

isto é:
(p-Mq-N)-r*=0
a7
pq-Ap-Agt+A?-r?=0
A Z(ptq)h+ (pq-1?)=0
(O discriminante dessa equagdo do 29 grau em A é:

(ptq) -4(pq~r’)=p’ +2pq+q? -4pq+4r* = (p-q)* + 4

Tendo em vista que esse discriminante é uma soma de quadrados {nio-negativa), as raizes
ia equagd0 caracteristica sdo reais e, por conseguinte, a matriz A possui dois valores prdprios.

1) Se T:V———=V ¢ um operador linear simétrico com valores proprios distintos, entdo

5 verores praprios sdo ortogonais.
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De fato:

Sejam A; e A, dois valores proprios do operador simétrico T e A, # XA;. Sejam aind:
Tiv;)=2;v, e T{vy)=XA,v,. Pretendemos mostrar que

Sendo T um operador simétrico, pela propriedade 5.6.1, vem:

T(Vi}.VQZVl ,T(Vi) '

ou:

MYy ¥ =V LAY,
ou:

Ag(ve va)=Ag(yy cvy)=0
ou, ainda:

(A =AgHvy .v3)=0

Mas,
Ay - Ay #0 implica vy . v, =0, ou seja:

¥y J.V:

[I1}) Em 6.4.3 vimos que uma matriz A € diagonalizada pela matriz P dos vetores proprios
atraves de:

D=P"'AP (6.5.1
No caso particular de A ser simétrica, pela propriedade anterior, P sera base ortogonal.

Tendo em vista futuras aplicagGes, € conveniente que P, além de ortogonal, seja ortonormal.
0 que se obiém normalizando cada vetor.
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Assim, de acordo com a propriedade V de 5.5.1, os vetores préprios ortonormajs de P
formardo uma matriz ortogonal e, pela propriedade I de 5.5.1, temse P~! = P*. Portanto a
retagdo (6.5.1) fica:

D =P! AP

¢, nesse caso, diz-se que P diagonaliza A ortogonalmente.

6.5.2 Problemas Resolvidos

8)  Determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza a matriz simétrica:

7 =2 0
A=]2 6 =2
0 -2 5 |

Solucdo

I) A equagfo caracteristica de A é:

det(A-AD =] -2 gz =2 [= 0

sto €, desenvolvendo o determinante pela 13 linha e observando a alterndncia dos sinais que

precedem os produtos, vem:

(1=2) -{(-2) + 0 =0

(7 -NE-N(G-2)-4] +2[2(5-2)+0] +0=0

(7-0(6-2(G-A)-28+4A-4(5-1)=0



(7-2(E-A)(5~X)-28+4X-20+4A=0
(7-N(6E-N(5-X)-48+8\=0
(7-M)(E-X(5-A)-8(6-2)=0
G6~A[(7T-2{5-1)~8] =0
(6~2)(35-~ 120+ 22 -8)=0

(6 - N\}{A% ~ 123+ 27) =0

(6~ -3)A-9=0

As raizes dessa equagio sfo Ay = 3,2; = 6 ¢ A; = 9 e, por conseguinte, sdo valores pré-
prios da matriz A.

II} O sistema homogéneo de equagOes lineares que permite a determinagdo dos vetores

proprios associados é:
(A-A)v=0

Considerando

e - N BT
T-X 2 0 X 0
-7 6-=2 B, vy | = 0 {6.52:1
0 -2 5-A z 0
_— — b —

i) Substituindo A por 3 no sistema (6.5.2a), obtém-se os vetores proprios associados

a A =3
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= S ER _
4 -2 0 X Q
-2 3 -2 y| =10
_O -2 2_ [ Z | _0_
isto é:
4x - 2y + 0z = 0
s2x +3y-22= 0
Ox -2y +2z2= 0

O sistema admite uma infinidade de solugGes préprias:

y = 2X
2= 2x

Assim, os vetores v; = (x, 2x, 2x) = x(1, 2, 2) s@o os vetores prOprios associados ao
valor proprio A; = 3. Fazendo: :

1 1

JiEerin 3

obtém-se o vetor préprio unitdrio u; = (%4,%-,%} associado a A, =3,

ii) Substituindo A por 6 no sistema (6.5.2a), obtém-se os vetores proprios associados a
Y, = 6

1 ~2 0 X 0
) 0o =2 y| =10
O =2 -1 z 0
Sl &
Ix - 2y =0
-2x -2z =0

Il
o

-2y - 2



I04 Algebra linear

O sistemna admite uma infinidade de solu¢oes proprias:

. ] 1 o F .
Assim, 05 verores v, = (X, X, -X) =x(l,-§-,~l) $d0 03 vetores proprios associados ac vale -
proptio A, = 6. Fazendo :

1 2
N = = —_—
1 g 3
+—+ —
\/ 1 4 ! 4
S K
obtém-se o vetor proprio unitdrio u, = (?,?,—?) associado 2 A, = 6.

iii) Substituindo A por 9 no sistema (6.5.2a), obtém-se 0s vetores pIoprios associade:
aA;=9:

-2 -2 0 X 3
-2 -3 2 y| = {0
I\-"’ -
L U % 4J ....Z__I _QJ
iSto €:
[adpoe By =0
§ 2x -3y - 22 =20
-2y -4z =0

O sistema admite uma infinidade de soluges préprias:

o
I

i
o

~
I

|.a[v—
-

: : 1 B i .
Assim, os vetores v = (X, -x,—j-x] =Rl -l,-?) 530 0% vetores proprios associados ao vator

proprio A; =9,
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Fazendo

obtém-se 0 vetor préprio unitdrio u; = (% s -%-%) associado a A, =9,

I1I) A matriz P, cujas colunas sd3o as componentes dos vetores proprios unitarios wy,u, e
u; associados aos valores préprios A;,A; ¢ A3 € ortogonal:

—

2 2
3 3

wiw
1
mlu

f 1
- wr m|m e
—d wih.l
—blmi'-'

=
=
»
=

a

De fato:
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A matriz P € 2 matriz diagonalizadora, De fato:

D=P ! AP=P' AP

isto é:

m|m w]w m1»—-1

mim

wtm | e

W m|ml

wlb—n

2

-4

LAJ‘M

m|m'

ot

9)  Seja o operador linear simétrico T:IR*—— IR® definido pela matriz:

Determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza A.
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Solucdo

I) A equacdo caracteristicade A é€:

det(A-AD = | O X 0 |20

isto €, desenvolvendo o determinante pela 12 linha e observando 2 alternanciados sinais que

precedem os produtos, vem:

A0 0 0 g ok
{1-2) <D ¥ (-2) =0
0 4-2 R .

[
=

(1= A} (A)(4 -1} =0~ 2(-22)=0
(1-XN)(-N}{4-2)+4x=0

ou:
AP0 L N(5-0=0

As raizes dessa iltima equagdo sdo A, = 0, A, =0 e A3 = 5 e, por conseguinte, sdo va-
lores préprios do operador linear simétrico T,

II) O sistema homogéneo de equagOes lineares que permite a determinacac dos vetores

proprios associados €:

(A-ADv=0

Considerando
x|

v=1]y

|
.
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o sistema fica:

- i g s —
F-X 0 -2 X O
5 Y 9 ol =i B (6.5.2t
=2 0 4-X z 0

i} Substituindo X por O no sistema (6.5.2b), obtém-se os vetores proprios associados a
=0 e A, =0:

- i n g g
1 0 -2 rx 0
O 0 0 ¥ = 0
-2 0 4J Z 0
ISto é:
X -2z =0
“2x + 4z =0

O sistema admite uma infinidade de solugoes proprias:

z=%x € vy quaiquer

: 1 5 ; :
Assim, 0s vetores v =(x, ¥, 3 X) sdo os vetores proprios associadosa Ay =0 & A, =0

Fazendo x=2 e y=0. por exemplo, obtém-se um vetor v, =(2,0, 1); fazendo x =0
e y=1, por exemplo, obtémse outro vetor v, =(0,1,0). Os vetores proprios v, e v,,
linearmente independentes, sdo associados a0 mesmo valor proprio A= 0.

Os vetores préprios unitdrios, associadosa Ay =0 ¢ X, — 0, sdo:

u:—l 'i‘lr:(—g—l:_-]-'L
1 |V1| 1 \/S—y 1\/5

0= v =(0,1,0)
JV2|
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ii) Substituindo A por 5 no sistema 6.5.2b, obtém-se os vetores préprios associados
ax=5

-4 0 -2 X 0
g -5 0 yi = 0
L—l 0 -1 z 0
isto é:
-4x -2 =0
-3y =0
-2X - z=0

O sisterna admite uma infinidade de solugSes prdprias:

z==2x%
y=0
Assim, os vetores v, =(x,0,-2x) =x(1,0, -2) sio os vetores proprios associados a A =5.

Fazendo

= 1 = 1
5 Vvit0+4 \/5_

1 2
obtém-se o vetor proprio unitdrio uz =(—=,0, -—=) associadoa A3 =35.
V5T NS

III) A matriz P, cujas colunas sdo as componentes dos vetores proprios unitdrios
u,, 0, € u,, associados aos valores proprios Ai, A2 € Ay, € ortogonal:

Sl o Gl

—
-
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De fato:
Iy .u.l =11= . Uq =U3 U3‘_—1
U; .U; =Uuy LUz =Uu,  uz3 =0

IV) A matriz P ¢ a matriz diagonalizadora.

De fato:

D=P ' AP =P'AP

P [_l_ ]
2
= 0 — 1 0 b
V5 VS
D=| 0 1 0 0 0 0
1 2
IVl I - o 4
- =) ke -
2 o Ll g a4 2
NG V5l 5
D=0 1 o0 ¢ 0 0
L. et i e
V5 VS V5
(0 0o 0
D=0 0 0
o o 5|

EEE
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Determinar a matriz ortogonal P que diagonaliza A.
Sofucdo

I} A equag@o caracteristica de A é:

isto é;

{4-M(-3-7)-144=0

au:

A2 -AX+3R+X - 144=0

AT-A-156=0

As raizes dessa equagio s3o:
A =-12
Ay =13

e, por comseguinte, A; =-12 e A, =13 sdo os valores proprios do operador linear T,

I} O sistema homogénec de equagles lineares que permite a determinagio dos vetores
proprios associados é:

{(A-XDv=0.

Comnsiderando
X

V —_—
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o sistema fica:

i) Substituinde A por -12 no sistema (6.5.2c), obtém-se os vetores proprios associac -
a }kl ==-12:

6 12| | % 0

12 9| ¥ ) 0
isto é:

l6x + 12y = 0

12x + 9y = 0

O sisterna admite uma infinidade de solugdes proprias:

4
e
1 4 - o _
Assim, os vetores v, = (x, -§'K)=X(1 » =3} 5o os vetores proprios associados a A, =-1.
Fazendo:
UL SO [
5
Vo WE
9 9
s s 3 4 ; 5
obtém-se o vetor proprio unitdrio u, = 3 -?) associado ao valor proprio A; =-12,

ii) Substituindo X por 13 no sistema (6.5.2c), obtém-se os vetores proprios associados a
Ay =13

-9 12 X 0

12 -16| |y 0
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isto é:

I
o

Ox + 12y

1|
<

12x - léy

O sistema admite uma infinidade de soluges préprias:

zendo:
. ] = 1 _4
1+—Q~ 255
16 16

obtém-se 0 vetor préprio unitdrio u, = ) associado ao valor proprio A, = 13.

S 5

111) A matriz P, cujas colunas sao as componentes dos vetores proprios unitdrios u; € u,
associados aos valores proprios A, e A;, € ortogonal:

|| tn| & |

De fato:
Wy .Uy = Uy .U, =1
[ 8] .U,2=D

A matriz P € a matriz diagonalizadora,

De fato:

D =P 'AP =P'AP
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3 4 4 12 3 4
= 5 5 5 5
S 4 30|12 -3 4 3
3 5 5 k3
3 4 |1 36 52
oy 130 5 5 5
4 31 48 39
3 5 5 5
el @
D:
0 13

6.6 PROBLEMAS PROPOSTOS

L) Verificar, utilizando a definigdo, se os vetores dados sdo vetores proprios das correspon-
dentes matrizes:

"~
]

a)v={-2.1),

biv=(1,1,2) | O 2 1
E} 2 &
- 0

C) V:(-Eals‘g)‘ 2 3 2
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3)

Determinar os valores proprios e os vetores proprios das seguintes transformagdes lineares:
a) T:R? — R?, T(x,y)=(x+2y,x+4y)

b) T:IR? — R?*, T(x,y)=(2x+2y,x+3y)

¢) T:R: — R?, T(x,y)=(5x-y.x+3y)

) T:R* — R*, Ti(x,y)=(y,x)

el TR} — R, Tix,y,z)=(x+y+z,2y+z 2y+3z)

fy) T:R* — R?, T(x,y,z2)=(x,-2x-vy,2x+vy+22)

0 TR — R, T(x,y.z)=(x+y,y.2)

Calcular os valores proprios e 05 correspondentes vetores proprios das seguintes matrizes:

B ]
) ‘ 3 o) 1 o 0
A s
-1 5 A= 1 1 L)
0 | ]
b) 2 | B m
3 2 1
% B )
3 4 A=1]1 4 1
l 2 3
) | -1 0 e —
g) B 3 -2
A= |2 3 2
A= |0 -1 0
1 ji 2
= — B O -5
) ¥ -1 23 h) 0 0 > |
A=10 s -3 A=10 -1 0
0 0 -1 2 0 0
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4)  Provar as seguintes proposicdes:

a) Se um operador linear T:V —— ¥V admite A=0 como valor proprio, entdo T ni; ¢
inversivel.

b) Uma matriz A e sua transposta A" possuem os mesmos valores proprios.

¢) Os valores préprios de uma matriz triangular (ou diagonal) sdo os elementos da diagor.:
principal.

5)  Os vetores vy =(1,1) e v;=(2,-1) sdo vetores proprios de um operador line::
T:IR? — R?, associados a A; =5 e Az = -1, respectivamente. Determinar a image—
do vetor v =(4, 1) por esse operador.

6)  a) Determinar o operader linear T:RR?* —— R? cujos valores proprios sio A, =1 :

A; =3 associados aos vetores proprios v, =(y,-y) e v, =(0,y), respectivaments
b} Mesmo enunciado para A; =3, A;=-2 e v, =x(1,2), v, =x{-1,0).

7)  a} Quais sdo os valores proprios e 0s vetores proprios da matriz identidade?

b)Se A;=4 e X; =2 sdo valores préprios de um operador linear T:IR* — R
associados aos vetores proprios u =(2,1) e v=(-1,3), respectivamente, determinz-
T (3u - v}

c} Mostrar que se U e v sd0 vetores proprios de uma transformagdo linear associados :
A,entdo au -~ fv € também vetor propric associado ao mesmo A,

8) Seja T:R®* — R’ uma transformagfo linear que debra o comprimento do veto:
u={2,1) e triplica o comprimento do vetor v=(1,2), sem alterar as direcdes nem
inverter os sentidos.

a) Calcular TH{0, 3).
b} Determinar T (x, y).
c) Qual a matriz do operador T nabase {{2,1),(1,2)}?
9)  a) Determinar as matrizes das rota¢des em IR? que admitem valores e vetores proprios.

b) Determinar os valores e os vetores proprios das rotagfes referidas em a).
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10)

Seja T:V — V um operador linear nio-inversivel, Os vetores ndo-nulos do nicleo de
T sdo vetores préprios? Em caso afirmativo, determinar o valer préprio associado e,
ern caso negativo, justificar.

Verificar se a matriz A ¢ diagonalizdvel. Casc seja, determinar uma matriz P que diago-
naliza A e calcular P7'AP,

a) 2 4 f) _2 3 _1_
= A= |D ]
3 1 = =4
- 0 0 3
b) 9 1 B
A= g) i o T |
4 &
— A= 0 1 0
c) 5 -1 ,_U 2 3_
A= -
E 3] h) 5 b 2]
— — A = —5 1 5
d) 1 2 1
2 0 21
A=l 3 i — -
0 2 2
e} 1 0 0

Seja T:R* — R? o operador linear definido por

T(x,y)=(7x - 4y, -4x +y)
a) Determinar uma base do IR* em relagdio 4 qual 2 matriz do operador T ¢ diagonal.

b} Dar a matriz de T nessa base.
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13) Para cada uma das seguintes matrizes simétricas A, encontrar uma matriz ortogonal P, para
a qual PAP s¢ja diagonal:

= o - -

a) 2 2 d) 1 0 1
A —
5 5 A=|0 -1 0
- g
B 1 0 1
b) 3 -1 _ g
A = e) 7 -2 ~2
-1 3
L - A=|=2 i 4
0 7 7 :2 4 1_
A=
2 5

14) Determinar uma matriz P que diagonaliza A ortogonalmente e calcular P~! AP.

a) 5 3 d 6 0 6
K= A=l 0 o
3 5 - Ex U
e
i 6 0 1
b) 0o 0 2 ~ _
e 2 "y e
A= 10 -1 0 ) :
A=]=2 2
2 0 0 !
. = -1 1 5
— )
. -
c) 3 <1 1
A= |- 5 =]
1 -1 3

6.6.1 Respostas de Problemas Propostos
1) a) sim b) sim ¢) ndo

2y a) M =3, vi={y,y) A2=2, vy ={(2y.y)
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3)

6)

7

8)

YA =1, vy =y(-2,1); Ay =4. vz =x{1, 1}

e) Ar =23 =4, v=x(1.1)

d) Ndo existem.

YA =N =1, v=(x,y,-yh Ay;=4, v3=x(1,1.2)

f) hi=1, vi=2z(3.-3, 1} Ay =-1, v;=2(0,-3,1); A3 =2, v;=2(0,0,1)

g) =2, =X =1, v=1(x,0,2), x¢z naosimultaneamente nulos.

a) A =2, vi=y(3.1); =4, vy =yl 1)

b) A =1, vy ={v.¥}h A =5, v2=(x 3%

S h=1, v, =(%0,-x);: X=2, v;=(-22,22,2); A3 =3, v; =(x.-2x,-x)
A =-1, vi=x(1,1,1); A=2, va=x(1,1,0), =3, vy = x(1,0,0)
e} \y = 1. vy, =1{22,22,2); A e A; 1magindrios

£ A\ =2, vi=(X, ¥, -X-2¥); A =6, va=(X,XX)

DA =ha=hy =1, v=(5,9,2X+5y)

WA =2, v; =x(1,0,1) A =-1, v,=y(0,1,0); A3 =-2, v3=x(1,0,-1)
(8, 11)

a) T(x,v)=(x,2x+ 3y)

D) Tx, )= (-2 +3 7, 3y)

a) A=1, todos os vetores do espago com exce¢do do vetor nulo.
b) (26, 6)

. ; N
a) (2,10); b} T(x,y) (3x+3y, 3x+3y), c)
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9 a) |1 0 -1 0
(rotacdo de 0°) e (rotacdo de 180°)

b)A=1 e A=-l, respectivamente; com exce¢io do vetor zero, todos os vetores do IR*
sdo vetores proprios.

10) Todos os vetores do nucleo, com exce¢o do zero, sdo vetores proprios associados a A = 0.

11) a) 1 4] O
p = Pl AP=
@ 3 0 s
_ i, .
by ¥4 00
P = P! AP =
ko 0 5

¢) Ndo diagonalizdvel.

d) 2 1 0-| 3 0 U—l
P =|1 0 1| ,P'AP= [0 5 0
2 | -2 0 0 1

) 3 1 7] B 0 ol
P = 1 0 <=2|,PlAP=|0 2 0

0 0 1 0 0 3

d [0 a4 4| s B o
P=| 1 o0 ofP!'AP= |0 1 0

-1 0 % 0 0 3]

h} Ndo diagonalizdvel.
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&) {(‘21 1}: (11 2)}

12)

d)

e)

a)

13)

ﬁ

-

0

. P'aP =

b}
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d)




CAPITULO

FORMAS QUADRATICAS

7.1 FORMA QUADRATICA NO PLANO

A matriz simétrica real;

associa ao vetor Vg = (x,y) € IR* referido 4 base candnica
S={ey,eq}, e, ={1.0) ¢ e, =(0,1), o polindmio
ax?® + by? + 2cxy

que € um polindmio homogéneo do 20 grau em x e y chamado forma quadrdtica no plano.

Na forma matricial esse polinébmio ¢ representado por

a & X
t Lt
"SA"S =[x ¥]

sendo a matriz simétrica A a matriz da forma quadratica.

323
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Assim, a cada vetor vg corresponde um nimero real:
p=ax® + by? + 2exy

Estamos designando tanto ¢ par (x,y) quanto a matriz

simplesmente por vg-
E ficil identificar em que contexto cada um estar3 sendo usado.

Exemplo

A matriz simétrica real:

define ne IR* 4 forma quadritica
p=4x? - 3y? + 24xy

ou, na forma matricial

Ao vetor Vg = (1. 2), por exemplo, corresponde © numero real

P=4(1) -3(2)" +24(1)(2)=4-12+48 =40

7.1.1  Redugdo da Forma Quadritica 3 Forma Candnica

A forma quadratica no plano viAv pode ser expressa por
q P s AV, p

x4y
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onde A; e A, sdo os valores proprios da matriz A, ¢ x' e y' as componentes do vetor v na

base P= {u;,u;}, istoé, v, =(x'.y), sendo uy e u, osvetores proprios unitarios associados
d )Ll e }'L:.

De fato:

Tendo em vista que a matriz P ¢ a matriz-mudanga de base de P para S, pois:
[H§=S”P=IP=P

e, portanto:

podemos escrever:

t t .
v Avg = (Prp) APvp)

ou:
t Bl
¥ Avs = (P AP) Vp
Como P diagonaliza A ortogonaimente (conforme 6.5 - propriedade III)
A 0
PtAP = =
0 Az
conclui-se que:
t ot
vSAvS =Y DvP
ol
a C X A 0 1 [x
[x ¥] = [x'y]
© b ||y 0 N lY
ou, ainda-

ax? + by? + Zexy = A, X' + A"
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A forma A x'* +A,v"? € denominada forme candnica da forma quadrdtica no piano ou

também forma quadrdtica diagonalizada.

Exemplo

1) A forma quadrdtica:
4x° - 3y? + 24xy

pode ser expressa por:
-12x'7 + 13y°2

De fato-

A forma quadritica
4x* - 3y* + 24xy

€ definida pela matriz

Mas os valores praprios da matriz A, conforme o problema resoivido numero 10, Capitulo
6.5d0 Ay =-12 e A, =13. Logo.a forma candnica da forma quadratica é:

_1ax"? + 13}"2

[} Por outro lado, as vetores proprios umtdrios associados a Ay e Ay S30, respectiva-

3
mente, u, :(?,-75-} € u3=(§,5 :

Logo:
B, &
3 5

P =
4 3
3 5
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equivalea v, =P -+

Como ve = Pv p

P

1F3

pols pl=p"' pelo fato de P ser matniz orozom: - Z=moy Zaleular vp 4 partir de Vg

Supondo que vo = (x. ¥} =41, 1) verm

B 4
T -— I
e 5 5
Vo 4 3
o T ki
2 2] =
o
Vp T
2
i Bl vP=I[x'4‘;.-“'r_]':l-].2]_
Assim;

dxoe By? R 00RY = 1R 20T
AC1F = 32F + 24 (102)=~120=117 =+ 132
A.- 124 a8 = 1230

40 = 40

() que na verdade acabamos de fazer foi uma mudinga de base ou uma mudanga de referen-
cal. O vetor v. que na base canbdnica S ¢ vg =(1.2). nabase P dos vetores proprios unitarios
= (-1.2). Como a base canonica individualiza o sistema cartesiano retangular xOy e 4 base
D o sistema retangular x'Oy’, podemos dizer que um ponto que tem coordenadas (1. 2) em
-zlagdo ao primeiro sisterna tem coordenadas (~1. 2 em relagio av segundo sistema. A figura

‘a pagina seguinte mostra esse exemplo.

Essa mudanca de referencial corresponde a uma rotagdo de um angulo & do sistema xOy
2¢ 0 sistema x'Ov'. A matriz responsavel por essa rotagdc € a matriz ortogonal P.
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Sc tivermos o cuidado de dispor os vetores proprios unitdrios da matriz P de modo que
det P = 1, ela sempre representara uma rotagdo (ver 5.5.1-[1la) e a transformagdo de coordenadas

e
T

que ird ocorrer no estudo das conicas, a seguir, serd sempre uma rotagio.

7.2 CONICAS

Chama-se cdnica a todo conjunto de pontos M do plano cujas coordenadas x e vy, em
relagdo 4 base canonica, satistazem 4 equagdo do 22 grau:

ax* +by’ +lexytdx tey+ =0

onde a. b e ¢ ndo 530 todos nulos.
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Observacdo

As coerdenadas X e y dos pontos M do plano sdo as componentes dos vetores v & [R”
que satisfazem a equacdo de uma cdnica ( Figura 7.2)

g

Mix, v)

] X

Figura 7.2

7.21 Equacdo Reduzida de uma Cdnica

Nosso proposito é ¢ reconhecimente e a andlise da equagdo de uma cénica. Dividiremos
esse trabalho em duas etapas. sendo a primeira constituida de trés passos.

Seja a equagdo de uma conica:

ax> + by’ +2exy +dxtey+ =0 (1}

12 Etapa: Eliminagdo do termo em xy

I0 Passo. Escreve-se a equagdo na forma matricial:

)
fa—

[x ¥] t [de] +f=0 (
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{Os colchetes serdo dispensados nas matrizes I x 1. [f] ¢ [0].)

o
t ’
vSAvS + Nxs + =0

onde;

20 Passo: Calculam-se os valores proprios A; e X, e 05 vetores proprios unitdrios

Uy ={X);.X12) €

U, = (Xq;. Xgz } da matriz simeétrica A,

30 Passo: Substitui-se na equagdo (2) a forma quadratica

A a c %
VSAVS = [x }I’]
b
c ¥
pela forma candnica:
;‘kl U ‘tr
't r == ; .
Y D\P [%: p]
0 Ay

e
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por:

tendo o cuidado para que det P =1, a fim de que essa transformagdo seja uma rotagio.

Assim, a equagio {2) se transforma em:

AN O X X X | X
[x ¥'] + [d e] + £=0
0 Az y; X1z Xxn Y'
Ol
Mx? 4 Roy? 4+ px’+ gyt =0 (3)

que ¢ a equagio da conica dada em (1), porém referida ao sistema x'Oy'. cujos eixos sdo
determinados pela base P = {u,,u, | , conforme sugere a figura.
; 2z

Observermos que enguanto 4 equacdo (1) apresenta o termo misto em Xy, a equagdo (3)é
-asprovida dele, Portanto, na passagem da equagdo (1) para (3) ocorreu uma simplificagdo,
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23 Etapa: Transligao de Eixos

Conhecida a equagio da cénica

MxZEMY T tpx tqy =0, (41

para se obter a equagdo reduzida efetua-se uma nova mudanga de coordenadas, que consiste na
translagdo do dltimo referencial x'Qy’ para o novo, o qual chamaremos XO'Y. A andlise das
duas possibilidades € feita a seguir.

[} Supondo X, e A, diferentes de zero, pode-se escrever:

Ay (X +—x)+ My +o vy + =0

oue

2

q

x?+ 2 s R O s e,
?kl‘:x +)\IX+m)+}Lz{Y ?\Zy Kg}-fi 4h| 4}\2

?\ (3\. +ﬁ1) +?\-2

Fazendo:

el P
s +2?\1
A |
b e S
S
VEern
e

e. finalmen:z:

A NS MY =F

={

2
Zige P
’*:\z) e

=

S U
4

(5)




Formas quadrdticas 333

A equagio (5) € a equagio reduzida de uma conica de centro e, como se vé, o primeiro
membro € a forma candnica da forma quadratica no plano.

) Se um dos valores préprios for igual a zero, Ay =0, por exemplo, 3 equacio (4)

fica:
Ay +px't gy +f=0
ou:
Ma(y'? +3 y)+px' +1=0
Az
2, 9 0, @ bl B
A p it + - =
2(y 5 Pz VEPRRS 0
L Y pe k&
Fo Y2 o R =
Fazendo, por meio de uma translagao:
LB g
X=x t—-
P 4ph
ot 9
=y +
TRy ey
2m:
XY +pX=0 (6}
A equagdo (6} € a equagdo reduzida de uma cdnica sem centro.
Z hservacdo

Se em lugar de X; fosse X; = (0. a equagdo reduzida da conica sem centro seria:

?'LIXZ + q"l’:D
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7.2.2 Classificacdo das Conicas
1) A eguagdo de uma conica de centro é:
?‘\1}(2 *: }kg Yz =F

® Se A e A; foremn de mesmo sinal, a ¢conica serd do género elipse.

® Se A, e A, forem de sinais contrarios, 4 conica serd do género hipérbole.

[T} A equagdo de uma cénica sem centro €.
A Y2 +pX=0
ou:

MXE+qY =0

Uma conica representada por qualquer uma dessas equagdes é do género pardbola,

7.3 PROBLEMAS RESOLVIDOS
1) Determinar 4 equagdo reduzida e o género da conica representada pela equagdo

2P+ 2P+ 2xy + T2+ Sy + 10=0 {11

Solfucdo

De acordo com 7.2.1, dividiremos esse trabalho em duas etapas, sendo a primeira consti-
tuida de trés passos.

13 Etapa: Efiminacac do termo em Xy

19 Passo: Escrevemos a equagfo dada na forma matricial:

£
e

X y) W2 52 + 10=0 (
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20 Passo: Calculemaos os valores proprios e 0s vetores proprios unitdrios da matriz

2 }
A=
1 2
2= 1
det{ A - A1} = det =0
! Dok
isto é:

(2-N@E-2)=-1=0

4-oA+N-1=0

M -dht3=0
Ay =3
?\2:1

Resolvenrdo o sistema

obteremaos os vetores proprios de A,

Para A, = 3, vem:

= dart:

v, = x(1, 1)
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Para A; =1, vem:

e dal:
vy =% (=1 1}

Portante, os correspondentes vetores préprios unitdrios so:

1 n

'-11:("1'" ) e Uzz'('_l
V22 V2 V2

)

39 Passo: Substituimos em (2} a forma quadratica

[x ¥]

pela forma canénica

3 0 X
[x ¥']
0 1]y
£ 0 vetor
x
Y
pcr
) 1 ,
e X
V2 2

.
e
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onde jd tivemos o cuidado de dispor os vetores proprios unitdrios de tal modo que:

-

e 3]
{.|
s

det g

—_—

«
t3)] —
E

a fim de que ¢ssa transformacdo de coordenadas represente uma rofagao.

Logo. a equagdo (2) fica:

L _ L ,r
i 0s [ X 2 aok [
[x" ] ! ¥ [IE 5T +10 =0
01 y | 1
J1 +
L
34+ A 2% -2+ 10=0 {3

sue € 4 equacdo da conica (1), porém referida ao sistema x'Qy'. cujos ¢ixos sdo suportes de

e vy {(ou U, e U,), conforme a figura 7.3a.

Figura 7.3a
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23 Etapa: Transiacdo de Fixos

Tomemos a equacdo (3} e fagamos uma transtagac do sistema x'Qy’. Assim:

3P+ 2% -2y +10=0
(B L 2xbyr (2 S 29" 1210
MxFFA Y (VT -2y =210
3xT A4+ ) (v -2y D= 210+ 3(4)1 4

3 +2¥ (v - 1) =3

Utilizando as férmulas de translagdo, fagamos:
X=x+2

Y=y -1

e, portanto. a equagdo {4} fica:

K PN 8
] P
N 1
S
L 3

que ¢ a equagdo 1cduzida da conica dada em (1), porém referida ao sistema XO'Y. onde

CE M

Trata-se de uma elipse cujos semi-eixos medem | e /3 . estando o eixo maior sobre ¢

eixo dos Y, conforme mostra a figura 7.3b.

), o angulo # correspondente i rotagac

Observacdo
Tendo em vista que e, ={1,0) e u, ={—1 !
: | “WRNE
¢ dado por; 2
e . u 1 : ]
cosB=—-—!—l-:el 'ul:](—ﬁj-l-u(\/‘j‘l:

el il A
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g

Figura 7.3b

e, . Ug 1 1 2
cosf=—- =g5 =0 =—)F [ s 5"
2 I
| e2F | us Wil N 2 £
st 8
ﬁ
# = urc cos M,%:45‘3

Determinar a equacdo reduzida ¢ © género da conica representada pela equagao

i

11x? - 2dxy +dy? + 20x - 40y - 20=0

I2iucdo
13 Etapa: Eliminagdo do fermo em Xy

19 Passo: A equagdo dada na forma matricial €:
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| R x X
[x v] [y:|+[20-40][y:|_20=0

-12 4

20 Passo: (s valores proprios e os vetores proprios unitarios da matriz simétrica

11 -12
A=
-12 4
540
4 3
=) R o B i
ll "‘US ul { 5 L] S J
3 4
by #ely LySio o)
(A verificag@o fica a cargo do leitor.)
3¢ Passo: Com as devidas substituigGes. a equacao (6) fica;
4 3
7 , it e
r ’ b[] (} x 5 5
[x ¥'] ' + {20 -40] - 20=0
@ 5 i 2. 4
3 5
— -1
ou:
20x"7 - 5y 4+ 40x" - 20y" ~20=0
ou, ainda:

4% -y + 8x -4y’ ~4=0

28 Etapa: Translacdo de Fixos

(4x7 + 8"y - (¥ +4y¥=4

e e ]

dxF+2x"F -ty vy ) =4+ 4.4
40x"+ 107~y +2) =4
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Fazendo:
X=x"+1
Y=y +2

a equagdo acima fica:

4X? -¥2=4
aln

Gl

1 4

que € a equacdo reduzida da conica dada em (5), porém referida ao sistema XO'Y, sendo

0'(-1,-2).

Trata-se de uma hipérbole cujo eixo real, de medida 2, estd sobre o eixo dos X, conforme se

v¢ na figura 7.3c.

Figura 7.3c.
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3) Determinar a equagdo reduzida e o género da conica representada pela equagdo:

X2+ 2xy+y? -8x+4=0

Solucdo
12 Etapa: Eliminacdo do termo em xy

19 Passo: A equagfo dada na forma matricial é:

1 1 X :J

[x ¥] + [-8 0] + g )
1 1 y y

29 Passo: Os valores proprios e os vetores proprios unitrios da matriz simétrica:

A=
1 1
s80:
I
Ap=0, ul-(ﬁ,-\@)
1 1
A =2, z:(ﬁ,ﬁ)

(Verificagdo a cargo do leitor.)

37 Passo; Com as devidas substituigSes, a equagdo (7) fica:

f 1 1 ;
0 ] X —_— — X
[x' y'] + [-8 0] "’5 \/2 + 4 =0
0 29|y | 1 y
V2 2
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aus
] 8 r 8 [
Wi x -—y' +4=0
é V2 N2
ou, ainda:
4 4
p;__xn__ r+2=0
B W

28 Etapa: Translecao de Eixos

4

L g W oy
(¥ ﬁ}") B
4 4
o oy 4 e x w22
(y ﬁ}' ) 7

(v -2 P =22%

Fazendo:
X=%
Y=v' -2 .
i equacgdo acima fica:

Y2=22X

jue € a equagio reduzida da conica dada em (7), porém referida ao sistema XO'Y, onde

00, v2).
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Tratase de uma pardbola de parimetro igual a /2, tendo para eixo o eixo dos X.
conforme mostra a figura 7.3d.

b

Figura 7.3d

4) Determinar a equagio reduzida e o género da conica representada pela equagio
4x? -3y + 24xy - 156 =0

Solucdo

Como essa gquagdo ndo apresenta os termos de primeiro grau em x e y, a resolugdo &
constituida somente da 13 etapa.

19 Pgsso: A equacdo na forma matricial é:

4 12 X

[x y) - 156=0 ®)
12 =3ty

29 Passo: Os valores proprios e os vetores proprios unitdrios da matriz simétrica

4 1z
A=

12 -3
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3d0:
R
)!.2 = ].3. 115 :(

(Verificag@o a cargo do leitor.)

(Q cdleulo dos vetores proprios ¢ de seus correspondentes vetores unitdrios é dispensdvel

neste problema de se encontrar a equacdo reduzida, a ndo ser se desejarmos construir o grafico,
pois sdo esses vetores que determinam o novo referencial x Oy’

3¢ Passo; Com as devidas subsntuicdes. a equacio (8) fica:

—2 0 X
[ %] - 1%e=10
ou
-12x" + 13y"7 = 156

QL

12 2
Y_. i X_zl

12 13

o T R

que representa uma hipérbole
com eiXxo real sobre o eixo dos

s s e

v'. conforme mostra a figura
7.3,

Figurz 7. 3¢
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5) Determinar a equagdo reduzida e 0 género da cdnica representada pela equagao

x*-6x+8y-7=0

Solucdo

(omo essa equagdo ndo apresenta O termo em Xy, a resolugdo € constituida somente dz

23 etapa,
X% - 6x =-8y +7
x2-6x+9=_8y+7+9
(x-3)°=-8y+ 16
(x-3) =-8{y-2)

Fazendo

a equacdo anterior fica

X? = -8Y

Figura 7.3f

que representa uma parabola de vértice na origem do sistema XO'Y, com Q'(3. 2), e voltada

para baixo, conforme mostra a figura 7.3f,
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7.4 NOTAS COMPLEMENTARES

74.1 Cénicas Degeneradas
Vimos que a equagdo do segundo grau nas varidveis x e y
ax? +by? +2cxy +dx tey + =0 {7.4.1)

representa uma elipse ou uma hipérbole ocu uma paribola.

No entanto, em casos particulares, essa equacdo pode também representar um per de retas,
uma $6 retga, um pontoc ou o confunto vazio, que sdo as chamadas cdnicas degeneradas.

A andlise da equacdo (7.4.1) permite concluir os diversos casos:
a) Se Ay e A, tiverem o mesmo sinal, a conica serd uma efipse, um poriG oOu O CONjuUNLo
Vazio,
£ xemplos
1) A equagdo
(x+ 22 +(y-117=0
S
x*ty?+dx -2y +5=0

representa o ponto (-2, 1} {circunferéncia de raio 1gual a zero}.

2} A equagdo
T 2yt EED

-spresenia o conjunto vazio. Essa equagdo ndo define nenhuma figura geométnica (o 19 membro
: sempre % 0).

b)Se A, e A, tiverem sinais contrdrios, a conica serd uma hiperbole ou duas refas.
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Exemplo
A equacgdo
9x* -y? =0

Tepresenty as retas y = -3x e y = 3x.

De fato, fatorando o primeiro membro, obtemos:
(3x+y)(3x-y)=0
e concluimos que:

X+y=0 ou 3x-y=0

Qu seja:
¥y=-3Xx ou y=3x

¢) Se A; =0 ou A =0, a conica serd uma perdbola. duas refags paralelas, uma ret:
OB O conjunto vazio.

£ xemplos
1) A equagdo
4x* =9 (A1=4 ¢ A =0)

representa duas retas paralelas,

De tato, podemos escrever

ol
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=3 ¢ e
& 2

que sdo duas retas paralelas.

2} A equagio
y?=0 =0 e 2, =1)

tepresenta uma reta, no €aso, o eixo dos x, isto é, y = Q.

3) A equagdo

3x* =-5 (A =3 e X =0)
representa o conjunto vazio.

As conicas (elipse, hipérbole e pardbola) e suas degeneragSes (um par de retas, uma sé reta
¢ um ponto) constituem as possiveis intersegGes de uma superficie ¢Onica com um plano,

1.8 PROBLEMAS PROPOSTOS

1) Identificar as seguintes conicas:

a) x* +y*=1 h)x?+y2 =0 p) x? -4 = ly?

by x* -y® =1 i 8%y ¥l =4 qQy-3x=0

C]XQ_y?:[] .]) x2_1=0 1') 3);2'4}"2:]
X_Z 2 §

dyx? -y=1 1)3+3"T=| ) 2x2+3v? =6

e} x* -y=0 m)%‘_+_§:f

N x-y*=0 n) dy? -x? = 8

gy xty=1 0} S5y? -3x=0
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2} Mostrar que as seguintes equagoes representam duas retas no plano:

a) 4x* ~y? =0
by x* ~ 16y? =0
&) KPR Y-l B

Nos problemas 3 a 15, determinar a2 equagdo reduzida referida ao sistema XO™
e 0 genero da conica representada pela equagio dada a seguir. Esbogar o grifico.

3) 17x*+ 12xy +8y? - 10x+ 20y +5=0
4y Tx P +y? - Bxy - 17/5x+ 113y +41 =0
5)  AxI+yitdxy + 5Bx + 1045y +5=0
6) x*+yiExy+iVIx+ A2y +1=0
7} 4x® toxy-4y? +20x-20y - 19=0

8) 16x% -24xy +9y* - 15x-20y +50 =0
9) 3x% -2xy+3y? -2x-10y-1=0

10) xy+42x +642y +30=0

11} x2 +23xy+ 3y? -4x=0

12) x*+yP+2xy -4+ 2x =0

13) 16x* +9y? - 96x+ T2y + 144 =0

14) 4x? -5y* +8x+30y-21=0

15) x2_6x+By+1=0

Nos problemas 16 a 24, efetuar uma rotacao nos eixos coordenados a fim de eliminar
o termo em xy. ldentificar a cdnica e escrever sua equacdo no sisterna x'Oy' obtido
apas a rotagdo. Esbogar o gréfico.
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25)

26)

27

28)

29

30)

3xT+2xy + 3y’ -4=0
2x+y? +26xy =16

2x7 + dxy + 2y% - 16 =0

7x? - 8xy +y? +36=0

Xy =2

Sx* +4xy+2y* -12=0

7xT +13y? -6+3xy -16=0
x'tyltdxy-3=0

3x + 2xy + 3y? -4 =0

As equagOes dos problemas 25 a 35 representam conicas degeneradas, Identificéd-las e
esbocar o grifico, quando possivel.

xf -yl -2x-2y=0
x2+y? -2x-2y+4=0
x2+y? c6x+4y+13=0
X2+ 22xy tvi= 12
xI+yl+2xy-8=0
X2ty +2xy =0
x*ty?+2xy+5=0

x* + vy tdxy=0

3T+ 2xy +3yf +4=0
3k + 2xy + 3y? =0

X2ty t +2xy+4=0
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7.5.1 Respostas de Problemas Propostos

1. a) Circunferéncia.
b} Hipérhole.

¢) Duasretas:y=x e ¥y=-x.

d) Pardbola.

¢ ) Pardbola.

f) Pardbola.

g) Reta.

h) O ponto (0, 0).
i} O conjunto vazio.

2y a)y=2x e y=-2

b}y=ix e y=-]—x

4 a4
<) }'=\§ g g -?
3) X—z +f: 1, elipse
T
) ilz—y_—;= . hipérbole

5) Y*= 3X, paribola

6) X* y? :
—9-+2—?— 1, elipse

7. ¥ - X?= 1, hipérbole
8. X*= Y, pardbola

2 P
%) X—+‘g—=l, elipse

3
10) X* y?_
36 36
15 ¥%% = V3

ik

1, hipérbole

X, parabola

i) Duasretas: x=1 e x=-I.

1} Elipse.

m) Rela.

n) Hipérhole.

0) Pardbola,

p) Circunferérncia.
q) Pardbola.

r) Hipérbole.

s) Elipse.

12) Y?= 4X, pardbola

13) X*  y?

) +E= 1, elipse
14y y? X? -
T N hipérbole

15) X* =-8Y, pardbola

elipse

?

'2

. By
16) x +——2 =]
17) 4x'* -y'? = 16, hipérbole

18) yv'=2 ou vy =-2, duas retas

i '
1‘;] % __XT: ], hlpérbgle
20) %7 oyt
} X_4_ _yT =], hipél'bDlE
] ‘2
2l) x +3 =1 elipse
3, 6

22} x'*+4y’t -4=0, elipse

23) 3x'¥ -y"? =3, hipérbole
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2
24) x'?+3 =1, elipse 30) Areta y =0,

A
-

31) Vazio.
25) Duasretas: v=2{x-1)-1. Y haze

32} Duas retas concorrentes:

26) Nenhum ponto do plano. i A e

27} O ponto (3, -2), 33) Vazio.
28) Duas retas paralelas: x' =4 2. 34) O ponto {(0,0).
29) Par de retas paralelas: y' =+ 2. 35) Vazio.

7.6 FORMA QUADRATICA NO ESPACO TRIDIMENSIONAL

A matriz simétrica real

a d e
A=(d b

g B i

I o

associa a0 vetor vo =(x,y,z} € R?. referido 4 base candnica S= {e,,e,,e3 ;. ¢, =(1,0,0),
2, ={0.1.0), e; = (0,0, 1), o polinomio

ax? +by? +cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz

jue € um polinémio homogéneo do 29 grau em X,y e z chamado forma quadrdtica do espago
sridimensional

Na forma matricial esse polindmio € representado por:

:21do a matriz simétrica A a matriz da forma quadrdtica.
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Assim, a cada vg corresponde um numero real

p=ax’ +by? +¢z? + 2dxy + dexz + yz

Exemnplo

A matriz simétrica real

3 ~1 i
A =|-1 5 -l
] -1 3

define no R* a forma quadratica
g 3% 5yt v 3zt - aytlngs 2yz
3 il 2 it £ 4,}
Ao vetor vg = (0,1, 2), por exemplo, corresponde o nimero real

P=3(0)° +5(1F +3(2)? - 2(00(11+ 202 -2(1M{2)=0+5+12-0+0-4=13

7.6.1 Reducdo da Forma Quadratica a Forma Candnica
» t
A forma quadradtica no espago vg Av¢ pode ser expressa por
b G T W
onde X;.X; e Ay sdo os valores proprios da matriz A.e x',y' e z' as componentes d.

vetor v na base P = <u; u,, u; -, isto &, Vp ={x".y". 2", sendo u;.u, ¢ u; 0s vetore:

Proprios unitdrios associadosa Ay, A, e Ay,

De fato:

Tendo em vista que a matriz P € a matriz-mudanca de base de P para S, pois:
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e, portanto:

podemos escrever:
e t
VF: Avg = (PVP) A (PVP)
ou:
vt Ave = vL(P'AP
g avg T TpAl i

Como P diagonaliza A ortogonalmente:

A G FI)7
P'AP=D= [0 A, O
0 0 X
conclui-se que:
T S
Vg A‘»S—»P DVP
ou;
a d e X A O U—I x'
[xvz] |[d b flly|l = Ky 2][0 x 0 |jY
e € z 0 0 x|z
g, ainda:

ax? +by? +¢2® + 2dxy + 2exz + 2fyz = A x7 + APEUEIE D WY

A forma A(x'? + My'? + 2327 ¢ denominada forma candnica da forma quadrauca no
sspaco tridimensional.
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Exemplo

1) A forma QUadrética:

Ax¥3.5yT +37° - Ixy+ 2x2 < Qy
pode ser expressa por

2R FANT R

De fato:
A torma quadratica:
3x* ¥ 5y°t 325~ VY 2x2 -2y

¢ definida pela matriz

Mas, os valores préprios da matriz A, conforme o problema resolvido numero 1.
Capitulo 6, s@0 A, =2, A; =3 e A3 =6. Logo. a forma candnica da forma quadrdtica ¢

2x S ¥ 3y - Lbrd

I[) Por outro lado, os vetores proprios unitdrios associados a Ay, A2 e A3y sdo, respecti-
1 1 . 1

vamente, U, :{—--}—,{],-—l ), u, ={-—l,—:._———] 2 Ay e ,—--:— —=2).
Vi W2 V3i'V33 V6 V6 V6
Logo:
1 !
\;’E \/E
i 2
= 0 =

o AN W
S-S
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Como v¢ =Pv, equivalea v, =P 'vg, 0U

pois P'=P-! pelo fato de P ser matriz ortogonal, podemos calcular Vp @ partr de ve.

Supondo que vg =(X.y,2z)=1(0.1. 2. vem:

'_1 0 E—r
V2 i 50]
ol L _Liig)
Vi A V|
1 2 ] . o
NV R B

.
isto &, vp = x',y.zh)= ['-‘\73 ,'% , O).

Assim:

3x2 + 5y + 327 - 2xy+ 2xz- 2yze2x T+ 3 4 627

a9

: ¢ 3
FOE 513+ 302 2000 (1) + 2000021 =241302)= 2{-—* +3(— ) + 6{(0)
(Q) ( (2} (0¥(1)+2(0¥(2) ﬁ) (\/:?) {0)

0+5+12-0 +0—4=2(%)+3(%}+0

13=13
As consideracbes que fizemos no plano sobre mudanca de referencial pela rotagio sio

validas também para o espago.
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7.7 QUADRICAS

Chama-se quddrica ou superficie quddrica a todo conjunto de pontos M do espayr
tridimensional cujas coordenadas x.y ¢ 2z, em relagdo a base canonica, satisfazem a equagac
do 29 grau

ax? +by? +cz? + 2dxy+ 2exz+ 2fyz+ mx+ny +pz+q=0

onde a,b,c,d, e e f nao sdo todos nulos.

As cocrdenadas x,¥ e 2z dos pontos M do espaco sdo as componentes dos vetores
vE R, que satisfazem 4 equacio de uma quddrica {Figura 7.7).

Mix. v, z)

Figura 7.7

7.7.1 Equacdo Reduzida de uma Qudédrica

De forma andloga aquela adotada para as cdnicas no plano, dividiremos o trabalho em
duas etapas.

Seja a equagdo de uma quddrica:

ax? +by® +¢z? +2dxy + Jexz + 2Mfyz+tmxtny +pz+q =0 (1)
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18 Etapa: Eliminacdo dos termosem Xy.XZ & VI

] Passo: Escreve-se a equacdo na forma matricial:

xyz] |d b f||y: ~[mnanp]ly|l+tq

: =0 (2)
3
i
| f ¢ Lz | | 7]
ou;
t _
vg Avg + Nvg +q=0
onde:

20 Passo: Calculam-se os valores proprios Ay, Ay € Az € Qs vetores proprios unitarios
Wy ={X11, X1z, X13)s Uy =(Xq1.Xp2. Xz3) € U3 =(X31, X3, X33 ) da matriz simétrica A.

32 Passo: Substitui-se na equagdo (2) a forma quadratica

v‘SAvS=[xyz] 4 B F ¥ i

pela forma candnica

?'Li (} 0 Xf ;

t o ! ! t !
vPl)vP—[x y z]]0 X O y

0 ] }kg Z'




360 Algebrg linear
e
X
‘."S = },
z
por:
» N
X1 X;m Xs X
PVP = | %1z X Xy ¥
!
X13 X3 X33 Z J
tendo o cuidado para que det P=1, a fim de que essa transformagao seju uma rotagio.

Assim, a equagdo (2) se transforma erm:

r

'y z]

ou:

A 0O
0 A O
0 0 A

+

[m n pl

MXP AN YT ENE Xty ttz +q=0

X1

Xi2

X3z

X33

n
o

que ¢ a equagdo da quddrica dada em (1), porém referida ao sistema x'v'z', cujos eixos si.

determinados pelabase P= {uy,us,u;3 }.

(Observemos que enquanto a equacdo (1) apresenta os termos mistos em Xy, XZ @ vZ. :

equacdo (3) € desprovida deles. Portanto, na passagem da equacio (1) para (3}, ocorreu um:

simplificagdo.

2a Etapa: Translegdo de Eixos

Conhecida a equagdo da quddrica

X FAy T e a2t x5y £tz 4 =0,
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para se obter a equagio reduzida efetua-se uma nova mudanca de coordenadas que consiste na

translagdo do hltimo referencial O x'y'z’ para o nove, o qual chamaremos O'XYZ. A andlise das

possibilidades € feita a seguir.

I) Supondo A;,Xx; e Xy diferentes de zero,pode-se escrever:;

i I ’ ] [
A (2 +—x) F N (¥ +~;‘—y )+ Mgtz +—z J4q =0
2

Ay

Oul

r
Rl 2 "

11 4}‘2}+?\2 }" +

Mx + 3y } Ry + ’hz} + AalZ + 5 ,.,13

Fazendo:

1'1 S? ti

L5 A% A, =

2, por meio de uma translagdo:

= JI-|»__

X=x oW
i B

L &
¢ 1

4 + —

Z=z TR

Ve
}lez + }\Q_Yz t+ }\32.2 -Q =0
+ finalmente:

MXEHXRY? + 0322 =Q

+q_

’ S; O B |
+ =it Aylz
m y 415 & 3'2

-

X,

1
A3

-
L

)
43,

2 pl

I §° t2

t —
MV L Wil W TV

t° =0

(5)

A equacio (5) € a equagio reduzida de uma quddrica de cenire, e, como se V€, O primeiro
—embro € a forma canodnica da forma quadritica no espago tridimensional,
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1} Se um dos valores préprios for igual a zero, Ay =0, por exemplo, a equagao {4} fi.:
Myl +thz v tsy +tz' v g=0
ou;
MY H '+ Ny (2 gl z)+rx' +q=0
}‘Lz }"-3-
' 'y r2 t2 32 tz f]
+ =5 )+ + —z7 + - +1x' +qg- =
:‘Kz{y )L'z }'r 4}@!. ) 3{2 3 2 4:\3 ] TX q. 4}\2 4}\3
.2 2
AL (v } + As(2 + § plxlbalo ® :
At A al %] e e i, 110
Fazendo. por meio de uma transiacgio:
P P
| 5 1
= E e
i 1 drd,  4drA,
vy %
Y=y e
5
=
Z=7'+
= X B
Vem:
?\2Y2+}'-.3Z.2+TX=0 I
A equagao (0) € a equacdo reduzida de uma quddrica sem centro.
Observacdo

Se em lugar de A, fosse A; =0 ou A; =0, a equagdo reduzida de uma quidrica se:

CeNtro seria;

ous

;"lel T )\322 * SY:{)

MXEHAYTHIZ=0
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7.7.2 Classificagdo das Quéadricas
I} A equagdo de uma quddrica de centro é

MXZFNYP A7 =0

Dependendo dos valores de A, A;, A; e Q, a quddrica sera do tipo elipsoide ou

hiperbaldide.
II) A equagio de uma quddrica sem centro ¢
}\QYZ * 1322 +rX=0
o
;’\1}{2 +?\.3ZI +sY =10
(6] I
MXE+A,Y2 HtZ=0

A quddrica representada por uma dessas equac0es € do tipo paraboloide.

7.8 PROBLEMAS RESOLVIDOS
|} Determinar a equagdo reduzida e o tipo da quddrica representada pela equagdo:

3x? +5y? + 232 S 2xy + 2xz - 2yz + 3y - % =0
Solucdo

12 Etapa: Eliminagdo dos fermos em Xy, X7 e yZ

10 Passe: A equagdo dada na forma matricial, de acordo com 7.7.1, €

3 1 1 X X
[x v z] |-1 5 -1 y| + [0 3 0] |y]| - ']—z'=0 (7)
1 -1 3 z z
L el L L
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20 Fasso: Os valores proprios e os vetores proprios unitdrios da matriz simétrica

- -
3 -l i
A= -1 5 -1
1 -1 3
530
1 1
?k] —_'2, L ( ,D,— ]
Y V2
1 1 1
Ap =3, WyEl—. =,
v
1 2 1
Ay =0, Uy = - :
k| 3 -JE ‘\/g Jg)
32 Passo. Com as devidas substitui¢Bes, a equacgio (7) Hica:
Lok
20 0ol|x Vi3
! r 4 ].
X ¥y z1/0 3 0|}y |+ [0 V3 0 0 —
[ ] 73
0 0 6} 2
= = sy L
VERVE
ou: B
Exiz +3yi2 +62a2 +}f'lr"\/§z"ll,‘=0
22 Etapa: Translacdo de Eixos
r = }"F- ! X o
2x"? +3(y' +?}+6(22—-"—%—_z}=ﬁ
' ' F | ' '\/j ' i - 7 | |
Al Ea R G AT NS s S peg o
X PRI et SRt At

V2.2 _ 3

Ll ! I - i o
2x° 4+ 3y +€] +6(2 'ﬁ‘) =

S-Sl Sl

<
II_O'\

._.
|

I
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Fazendo:
X=x

il
=] + —
Y=y 3
= z’ -“\/—"2_'
12
a equa¢do acima fica:

2x3+3Y’+E£?=—%—

Ou:

XE Y2 z'l "
B he e g B 1
3
que € a equacdo reduzida da quddrica dada. porém referida ao sistema O'XYZ, sendo

Trata-se de um elipsaide.

»)  Identificar ¢ eshbogar a quddrica representada pelas seguintes equagdes:

a) 36x% 4+ 16y® -927 - 144 =0

b) x* +27 -4y =0

Solucdo
a) 36x* + 16y? - 927 =144
Dividindo ambos os membros da equagio por 144, vem:

L
T

%

que € a forma candnica de um hiperboloide de uma folha ao longo do eixo dos z (Figura 7.8a).
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0 trago no plano xOy € a elipse

L&

o<,

X

— + = =
4 I, 2=0

Os tragos nos planos xO0z e vOz sio as hipérboles
2 2

2 2
X A N _ .
—'&-ﬁ'ﬁ—], }f—'[) e —--—=1. x=0Q

; ‘A
respectlvamente.

" ¥y

b) x* + 2> _4y=0

Figura 7.8a

ou:

2

x? z
i Vo

que € a forma candnica de um paraboldide elfptico 2o longo do eixo dos y (Figura 7.8b).
0 trago no plano xO0z € aorigem (0,0, 0).

Os tragos nos planos xQy e yOz sao as pardbolas
x2 =4y, z=0 e z?=4y, x=0

respectivamente.
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Figura 7.8b

7.8.1 Problemas Propostos

Por uma conveniente translagdo de eixos, transformar cada uma das equagdes seguintes na
torma reduzida e identificar a quadrica que ela representa.

1) 2x* +4y* +2® -8x+2d4y-22+41 =0
2) 3x* 42y -6z7 -18xt+t4y +29=0

3} 3x? +dy? +24x -8y + 242+ 100 =0
4y 2x%? -y? _227 +8Bx+4=0

5) Sx?+S5yr 4527 -10x+20z-3=0

6) 9x? -d4y? - 16y -362-16=0

7} xPryl -2y =0

R) x2+dy? _z? -2x+16y+17=0

Nos problemas § a 12 efetuar uma rotagdo e uma translagio de eixos para referir a quddrica
a0 sisterna O'XYZ e identifica-la.

9) 3x* +5y? +322 - 2xy+2xz~2yz-4x+6y-~22+2=0
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1)) y? -dxz-4x+2y-3=0
11) 2x? +2y? +52% -4xy - 2xz+ 2yz- 10x ~ 6y-22-7=0

12) 7x* + 6y® + 522 < 4xy -4yz - 18 =0

7.8.2  Respostas dos Problemas Propostos

ta I 5]
) 5 vt =1, elipsside.
x!g ' zrg
2) > % % o = I, hiperboldide de uma folha.
3)

xw: L
N +% = -2z, paraboléide elfptico.

172 1) ra
V2o Vo 2l Hipettolaide ie fas o,

5) 5x'* +5y'? + 52" = 28, superficie esférica.

6y x'? y'? . .
T gk paraboldide hiperbdlico,

B

7). x'* +y'? =1, superficie ciltndrica circular.

rz

L Ll
8) + l’T i ol 0, superficie cénica,

4
9} 4X®+6Y? + 12727 = 1, elipsdide.

10y 2X? -Y? -27% =2, hiperboldide de duas folhas.
1) 6X* +3Y? - 8 /2 Z = 0, paraboldide eliptico.

1 2 2 2
A Xl B climeside



