Algebras de Boole:

Definicao e propriedades



3.2 AXIOMAS PARA UMA ALGEBRA BOOLEANA

Por dlgebra booleana entendemos. um conjunto B junto com duas operagoes
bindrias A e v em B, uma operacdo singular * em B e dois elementos especificos
0 e 1 de B tais que os axiomas seguintes se verifiquem.

(1) Paratodox’eyéNnB,xvy‘:y\,x
(2) ParatodoxeyemB x"y=y"x

(3) Paratodox, y,zemB,x"(yvz)=(x"y)v(x"z)
(4) Paratodox, y,zemB, x (¥ z)=(xvy)" (xvz)

(5) ParatodoxemB, x.0=x
(6) ParatodoxemB x"1=x
(7) ParatodoxemB, x v x'=1
(8) ParatodoxemB, x"x'=0
9) 0#1

} Leis comutativas

Leis distributivas

-_ Uma dlgebra booleana serd designada por um sextuplo( B, ¢, ¢, , 0, 1)
Algumas vezes fala-se do conjunto B como uma algebra booleana, mas isto ndo
passa de um uso negligente da terminologia. -



Exemplo 3.3.
(@) A algebra booleana de dois elcmentos - .

Bo=( {0, {0}}1N, U, 7,0, {6}

em que B = {¢, {¢’}}; ~=ga operagio de intersec¢do na teoria dos conjuntos
ordindria N3 v =a"operacio de unido na teoria dos conjuntos ordindria U; ’=a
operagio de complementagio na teoria dos conjuntos ordindria; 0=¢; e 1= {‘1’}.‘_

notar que M, Ue ~ sio operagoes em {¢, {0}}



Exemplo 3.4.

Seja B o conjunto de todos os inteiros positivos que sdo divisores inteiros de 70.
Assim, -
| | B=1{1,2,517,10,14,35,70 }

Para quaisquer x ¢ y em B, seja x "y 0 maximo divisor comum de x e ), seja X vy o
‘minimo multiplo comum de x ¢ y e seja x’=70/x. (Por ex'emplo, s5~14=1, 5 14=170,
10A35=5, 10 .,35=70,5"=14,10’=7.) Entio, (B, ™, v, > 1, 70)eumaalgebrabooleam A

verlflcagao dos Axiomas (1)- (9) utiliza as propr:edades elementares do maximo divisor
comum-e do minimo multiplo comum.

™~

Termlnologla X y é chamado de encontro de x e Y.
v y é chamado de juncdo de x e y.
x’ € chamado de complemento de x.
0 é chamado de elemento zero.
1é cha“erpadg de elemento unitdrio



Teorema 3.1. Unicidade do complemento:Sex .y =1ex ~y=0, entdo y=x".

Prova. Primeiro, y=y.0 pelo Axioma (5)
=yvx~x)) pelo Axioma (8)
=(yvx)"(¥yvx’) pelo Axioma (4)
=(xvy)~ (¥ vx) pelo Axioma (1) .

=1~ vx) por hipltese
o =(pex)N1 pelo Axioma (2)
=y ex pelo Axioma (6)
Segundo, x’=x"v0 pelo Axioma (5)
=x’\ (x~y) por hipbtese

={(x’vx)~(x’+») pelo Axioma (4)
=(xvx)~(x’+vy) pelo Axioma (1)

=1 ~(x"vy) pelo Axioma (7)
={x’vy)~1 - pelo Axioma (2)
=x"vy pelo Axioma (6)
=pyvx’ pelo Axioma (1)

=y pela primeira parte acima



- Teorema 3.3. Idempoténcia: Para todox em B

() x~x=x, (i) x vx=x

Prova.

) x= x~1 pelo Axioma (6)
= x A (xvx) pelo Axioma (7)
= (x~x)v(x~x") pelo Axioma (3) .
= {x~x)+v0 pelo Axioma (8)
= XX pelo Axioma (5)

(i) x= xv0 | pelo Axioma (5)

: = xv(x ~x"y - pelo Axioma (8)

= (¥ vx)~(xvx) -peloAxioma(4)
= (xvx)~1 pelo Axioma (7)
= XvX pelo Axioma (6)

DUAL DE UMA PROPOSICAO

~ Definicigo: Por dual de uma proposigdo com respeito a uma dlgebra
booleana B, entendemos a proposi¢do obtida pela substituicio de ~ porv , v
por ~, 1 por 0 e O porl, ié., trocando-se ~ e » e trocando-se O e 1, uns pelos
outros. -



Teorema 3.4. Principio da dualidade (versio de prova tedrica): Se uma
| proposigio A ¢ dedutivel dos Axiomas (1)-(9), entdo- o dual
de A também é dedutivel dos Axiomas (1)49).

'A prova. do Teorema 3.3 ¢ duas vezes maior do que poderia ser. Como
x~x=x é o dual de x\¢/x =x, bastaria provarmos que x ©x =X e.entlo citar o
principio da dualidade para se obter x vx =x. Na verdade, a prova do principio
da dualidade é ilustrada na prova do Teorema 3.3: a prova de (ii) é obtida
tomando-se os duais das proposi¢des na prova de (i).



Teorema 3.5,
\i)
\ (i)
!“(iv).
» (V)
(vi)
(vii)
\(viii)
~(ix)
(%)
(i)
- (xid)
\ (xiii)
L (xiv)
Xv)

~(xvi)

XA XVvY)EX
CxvENY)EX

Paratodox, y, zemB
x~0=0
xvli=l

} Leis de absor¢ao

. [y/\x:zy/\x&y/\xl_zz/\xl]_)y:z _

xv(yvz)=xvy)vz ,
XA AZ)=(xAY)Az } Leis associativas
xvy)=xry
(x~y) =x"vy
xvy=G'"yy
xry=@vyy
x~y =Qexny=x
=1

1'=0

XAE vy)=XNY
xv (X Ay)=xvy

} Leis de De Morgan



Prova. Daqui para frente, em geral n3o citaremos 0s axiomas e _teorema;
rticulares que estardo sendo usados na prova,

pa .
\‘%) xr0=x~0)v0=(x~0)v x~x)= (x/\x) (x/\O) x/\(x vO)—
..x/\x"ho
(i) é o dual de (i).
\A(m) XN (xwy)= (x\,‘O) (xvy)= xv(O/\y) x v0=x.

(iv) ¢é o dual de (iii).

&v) Suponhay ~x=z ~x &y ~x' =z ~x', Entdo
yEy l=yalxvx)=(prx)o@nx)
=z rx) @z rx)=zr(xvx)=z 1=z

Ver prova das demais propriedades na bibliografia usada para compor os slides.
, Link para o livro disponivel na aula do dia 16/09/11
(Algebra Booleana e Circuitos de Chaveamento — Elliott Mendelson)



PROBLEMAS

Em uma 4lgebra booleana, seja x ~y definido como x ~ y Prove:
"(d))fvy x\,(y x)

Solugao
@ xvy~x)=xv@P "xN=xvy) " xvxD=xvy) Nl=xvy



Algebras de Boole:

Transformacoes entre estruturas



Isomorfismos

Uma fungio & é chamada de isomorfismo de uma algebra -booleana
Br (B, Ag, Vg, "B, 0z, 1g)em uma algebra booleana ¢ = (C, nps v, 'C
OC’ lc) se, € somente, se

(@) ¢ é uma funcdo biunivoca de B em C,
() paratodox, yemB
| S(x Agy) = B(X) Ap B(Y)
d(xvg y) = @(x) ve 2(¥)
cI}(a:’aB) = (®(x))c

Tal fungdo ¢ é chamada de isomorfismo de B sobre ( se, além disso, ® é uma
funcdo de B sobre C

Funcao biunivoca = fungao bijetora (funcao sobrejetora e injetora simultaneamente).
= relacao funcional injetora sobrejetora total.



' Teorema 3.13.

Seja ¢ um isomorfismo de uma algebra booleana B em.
(respectivamente, sobre) uma élgebra booleana (com a notag¢do
dada acima). Entdo,

(@) #(0g) = Oc e ¥(lg) =
(b) Nao é necessario supor que |
$(x vg Y) = ®(x) v ¥(y) paratodosx,y emB
Alternativamente, poderiamos omitir a hipotese de que

Px ~g y)=PE) " ¢ @)

(c) Se © é um isomorfismo de ( em (respectivamente, sobre)
uma élgebra booleana D=(D, ~p, vy, D, 05, 1), a
aplicacdo composta(*) © ° ¢ é um isomorfismo de B
em (respectivamente, sobre) D.

(d) A aplicagdo inversa ™ é um isomorfismo da subalgebra
de ( determinado por ®[ B ] sobre B, e, em particular, se
¢ ¢é sobre C, ™! é um isomorfismo de ( sobre B.



Prova. ‘Axioma 8 Def. Isomorfismo b.1

(@)  2(0y) = (xAgaB) = () Ao 2(F'B)

= &) ¢ (8(x))c = O
Def. Isomorfismo b.3 Axioma 8

Teorem.’3.5.(xiv) Ite,rg (a)
®(lg) = 2(0.%) = (8(0s))c = 0, = 1,

Def. Isomorfismo b.3

Teorem. 3.5(x) Def. Isomorfismo b.3

(b) (zvyy) = (2B Agy'B)B) = ((I)(w"‘B e y'8))C
| f. Isomorfismo b
(2(2'8) Ac 2(¥'B))C = (#(z)C e Ba)cye =
= @(z) v, 2(y)
Teorem. 3.5(x)



Prova dos itens (c) e (d) serao omitidos pois
versam sobre composicao de funcoes bijetoras e
sobre funcio inversa, assuntos ainda nao
formalizados na disciplina.

A prova em si hao tem nenhuma dificuldade e é
~descrita na pagina 85 do Elliott Mendelson.
(Algebra Booleana e Circuitos de Chaveamento)




Dizemos que B ¢ isomorfa a ( se, e somente se, existe um isomorfismo de
B sobre (. Do Teorema 3.13 (d, ¢) segue-se que, se B é isomorfa a C, C §
isomorfa aB e se, além disso,  é isomorfa a D, B é isomorfa a D. As dlgebras
booleanas isomorfas tém, em certo sentido, a mesma estrutura booleana. Com
maior precisdo, isto significa que, qualquer propriedade (formulada na linguagem
das algebras booleanas) que se verifique para uma algebra booleana, também se
verifica para toda algebra booleana isomorfa (*).



Algebra Booleana e Reticulados

Qual a relacao entre algebra booleana e
reticulados?

Uma algebra booleana gera uma estrutura
de reticulado que satisfaz duas
propriedades. Que propriedades sao
estas?

Intuicao (nao cai na prova)
* Formas normais
» Subalgebras



Assunto da primeira prova encerra aqui.

Primeira prova:

05/10/2011

Os exercicios finais foram adicionados a primeira lista.



	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18

