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Resumo: Este trabalho visa fazer um estudo sobre algoritmos que resolvem o problema da multiplicagdo de
matrizes, face as diversas possibilidades de algoritmos existentes, descreveremos a aplicagdo que
utiliza o modelo hipercubo SIMD presente na computacgado paralela, decorrendo com analises e
eventuais simulagdes, assim como, um paralelo com outros algoritmos que tentam resolver o
problema visando um menor tempo computacional. Também descreve acerca da computacdo

paralela distribuida, sugere leituras para estudo e sugestdes para futuros trabalhos.

Palavras-chave:.Algoritmo, multiplicacdo de matrizes, hipercubo SIMD, computacédo paralela e distribuida.

Abstract:. This paper aimsto make a study onalgorithms that solve problem of the multiplication of matrices,

facing the diverse possibilities of existing algorithms, we will describe the application that uses the
hypercube SIMD model present in the parallel computation, elapsing with analyses and eventual
simulations, as well as, a parallel with other algorithms that try to solve the problem aiming at a
less computational time. Also, it describes concerning the distributed parallel computation, suggests

readings for study and suggestions for future works.
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1. Introducao

Este trabalho tem por objetivo descrever o problema de multiplicacdo de matrizes, onde diante das
solugBes sequenciais fizemos um estudo de uma solucédo utilizando paralelismo de dados, além de realizar
uma pequena analise acerca do algoritmo proposto.

Em computacdo, de forma geral, deseja-se, no processamento de dados, obter resultados de

maneira rapida e eficiente, e a multiplicacdo de matrizes esta presente em célculos cientificos e educacionais.
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A complexidade para realizar a multiplicagdo de duas matrizes utilizando um algoritmo seqiencial é

de O(n3), como pode ser visto no algoritmo abaixo:

for (i=0;i<n;i++){
forG=i;j<n;j++){
c [11[j] = valor;
for (k =0; k< n; k++){
c[i1l] = clilf] + alil[k] * bIKI0] ;

O algoritmo acima possui trés estruturas, o for, e cada um com complexidade O(n), como os trés
estdo um dentro do outro, e ignorando os custos de atribuicdo, logo temos n X n X n, ou seja, sua
complexidade é O(n3). Esta anélise ignora diversos fatores como, por exemplo, a tecnologia de
processamento da CPU.

Algumas solugdes sdo possiveis para otimizar o algoritmo acima, mas ainda assim a soluc¢ao seria
seqléncia, e a complexidade desses novos algoritmos nao sofreriam grandes ganhos, como levar a solugcéo
as ser logaritmica, por exemplo e, ao nosso ver, ndo seriam de grande relevancia.

Algumas solugbes sdo proposta para otimizar o algoritmo sequencial acima, mas tais solucdes
utilizam o paralelismo de dados, como por exemplo, paralelizar um dos loops "for”, onde pode-se notar que
os dois loops externos ndo sdo dependentes de nenhuma outra iteragdo, podendo executar o loop internoem
paralelo. Dai se utilizassemos uma matriz n x n e n processadores a complexidade do problema passaria a
ser O(n?). E ainda sim poderiamos obter, com a paralelizacdo, resultados ainda melhores, por exemplo,
utilizando n? processadores a complexidade do problema passaria a ser O(n) e com n® processadores
(paralelizando o loop interno) obtém-se uma complexidade de O(log n), a qual segundo Dan I. Moldovan*
seria a menor solugdo possivel para o problema.

N&o sendo o nosso proposito fazer um estudo de possiveis solugdes sequenciais, e simplesmente
fazer referencias a solugdes utilizando o paralelismo de dados, analisaremos uma implementacédo, ao nosso

ver, pouco estudada, utilizando uma estrutura do paralelismo de dados, a estrutura de um hipercubo.

2. Computacao Paralela Distribuida

Com a computacédo paralela podemos ter um alto desempenho para aplicagdes especificas. Mas ha o
fator custo, onde inviabiliza a aquisicdo de equipamentos cuja arquitetura seja paralela, assim como, a
implantacdo desses sistemas que dificultam a sua disseminacéo de diversas formas.

Diante desta problematica surge os sistemas distribuidos, que possibilita o compartilhamento de

hardware fisicamente separados. Logo tém-se a solugado para o problema mencionado, ou seja, o baixo custo

4 Dan I. Moldovan. "Parallel Processing from Applications to Systems - 1993



oferecidos pelos sistemas distribuidos e o alto desempenho fornecido pelo processamento paralelo. Na
Universidade Federal Rural de Pernambuco, tivemos a oportunidade de experimentar, o estudo da
computacédo paralela distribuida, na disciplina Programacao Paralela e distribuida.

Hoje, com essa nova tecnologia, possuimos ambientes que viabilizam tal idéia. Tais ambientes,
conhecidos como ambientes paralelos virtuais, sdo ambientes de passagem de mensagens que permitem aos

sistemas distribuidos desempenharem a funcdo de uma maquina paralela (virtual).

3. Multiplicagdo de Matrizes no Modelo Hipercubo SIMD

Segundo o teorema de Dekel®, Dado o modelo hipercubo SIMD com n® =234 processadores, duas

matrizes n x n pode ser multiplicado num tempo Q(long n).

Demonstracdo: A chave do algoritmo de Dekel et al. (1981) é a estratégia de distribuicdo de dados;

5q = 5 log n passos de distribuicdo sao suficientes para transmitir os valores iniciais pela lista

de processadores e combinar os resultados.

Os elementos processados deverao ser tidos num preenchimento de uma trelica n x n x n.
Processador P (x), onde O £ x £23— 1, com a, b, ¢, s e t armazenados numa memdria local.
Quando o algoritmo paralelo inicia sua execugao, os elementos da matriz ajjeb;j para O£i, jEn—

1, sdo armazenados nas variaveis a e b do processador P(2% + j). Depois do algoritmo paralelo esta

completo, os elementos da matriz ¢j, para O £1i, j £ n — 1, deverdo ser armazenados na variavel ¢ do
processador P(2 % + j).

O algoritmo proposto é:

MATRIX MULTIPLICATION (Hypercube SIMD)

Par anet er q (Matrix size is quzq)
G obal ¢
Local a, b, c, s, t

begi n
(Phase 1: Broadcast matrices A and B)

for /- 3q -1 downto 2q do
for all Py,,, where BIT (m, /)=1 do
t = BIT.COMPLEMENT (m, /)
a U [t]la
b U [tlb
endfor
endfor
for /- q— 1 downto O do
for all Pm, where BIT (m, 4 * BIT(m, 2q + {) do
t - BIT.COMPLEMENT (m, /)
a U [t]la

5 Dekel et al. 1978



endfor
endfor

for /- 2g -1 downto q do
for all Py,, where BIT (m, §) t BIT(m, q + /) do
t = BIT.COMPLEMENT (m, /)
b U [tlb
endfor

endfor
[Phase 2: Do the nultiplications in parallel]

for all P, do
c- axb

endfor
[ Phase 3: Sumthe products]

for /- 2q to 3q-1do
for all P, do
t = BIT.COMPLEMENT (m, /)
s U [tlc
c- Cc+s
endfor
endfor
end

O algoritmo apresentado possui trés distintas fases. Durante a primeira fase os elementos ai,]j e bi,j
precisarédo ser distribuidos para o resto dos processadores. Depois deste loop,

[22% + 2% + jla = a; j

[22% + 2% + j]b = bi

Depois do segundo loop,

paraO£kEn-1

[22% + 2% + jla = aj « paraO£jEn—1
Depois do terceiro loop,
[2%9K + 2% + j]b = by paraO£ifn—1

O algoritmo possui n® multiplicagbes para serem executadas e n* processamentos de elementos.
Como a distribuicdo é feita na primeira fase, todas as multiplicagbes ax X by, podem ser feitas

simultaneamente durante a segunda fase. A terceira fase do algoritmo direciona e soma os produtos.

O algoritmo utiliza duas funcbes a BIT e a BIT.COMPLEMENT. A funcao BIT, recebe dois argumentos

como parametros, m e /, e retorna o valor do /-ésimo bit na representacao binaria de m, ou seja:
SeBIT(m, ¢) talquem =5, ¢ =2 entdao BIT (5,2) =1

Simulacéo funcdo BIT: Como m = 5 e na representagdo binaria 5 é igual a 101, e como ¢/ = 2 representa o

terceiro bit (bit de indice 2) do nimero binario, entdo temos:

7 6 5 4 3
000O0O



A funcdo BIT.COMPLEMENT, também recebe dois argumentos como parametros, m e /, porém

retorna o inteiro formado pelo complemento do valor do bit ¢ na representac¢éo binaria de m, ou seja:
Se BIT (m, /) talque m =5,/ = 1 ent&o BIT.COMPLEMENT (5,1) =7
Simulacéo fungdo BIT.COMPLEMENT: Como m = 5 e na representacgdo binaria 5 é igual a 101, ecomo (=1
representa o segundo bit (bit de indice 1) do nimero binario, entdo temos:

765432:_-%0
1
|
1

00000 10
Complemento de 0 €1, na base 2

Agora iremos analisar como multiplicar duas matrizes 2 x 2 numa maquina hipercubo SIMD de oito

processadores.
ANALI SE DO ALGORI TMO:

MATRI X MULTI PLI CATI ON (Hyper cube SI MD)
real i zada sej a:

Partindo do fato de que a nultiplicacdo a ser
C

A B
@ 20 &5 -60 @& 100
T X = T
§3 45 §7 8 5 §13 144
Ent &0 tenps os segui ntes dados:
Matrix size is 29 x 2M
Conrb AeBsdao 2x 2 pbP g=1
utilizada precisarennps de P(x)

Para a inplenmentacdo na estrutura a ser
onde:
P(x), onde 0 £ x £ 2%q - 1

processador es,
ou seja:

| ogo terenps 8 processadores,
onde 0 £ x £ 2% -1
onde 0 £ x £ 7

a,

Como q = 1,
P(x),

\' P(x),
et.

b, ¢, s

E cada processador P(x) tem suas vari aveis |ocal



bi,j.
P( 2%

Quando o algoritno paralelo inicia sua execugdo, os elenmentos da matriz a; ; e
para O £ i, j £ n-1, sao carregados nas variaveis a e b do processador

+j).
Comb n = 2, pois a matriz a ser utilizada é do tipo n x n, terenps:
i En-1\ j £2-1\ j £1

Comp a matriz é n x n, logo o intervalo de i sera igual ao de j, ou seja:

Assi mtenos:

P(2% + j) |

P(2°0 + 0) =P(0)
i=0 P(2° + 1) =P(1)
P(2'1 + 0) =P(2)

i=1 P21 + 1) =P(3)

Local os elenentos das matrizes distribuidos entres os processadores sera:

Variaveis Local |

'vj P(m) | ai,j | bi,j
i=0 P(0): ao,0 bo,o
j=0
i=0 P(1): ao,1 bo,1
=1
i=1 P(2): ai,o b1,0
j=0
i=1 P(3): aii bi1,1
=1

P(4):
P(5):
P(6):
P(7):




Qu sej a:

Agora vanos analisar e simular o algoritmo Matrix Miltiplication (Hypercube
S| MD) :

1) Anélise do Algoritno

Parameter q (Matrix size is 2qX2q)
G obal ¢
Local a, b, c, s, t

begi n
(Phase 1: Broadcast matrices A and B)

for /- 3g -1 downto 2q do
for all P,, where BIT (m, /=1 do
t = BIT.COMPLEMENT (m, /)
a U [t]la
b U [tlb
endfor
endfor

kkkkhkhkkkkkhxkx

*kkkhkkkkkkkkhkkkhxkx

Anal i se 1:

for /- 2 downto 2 do
for all Py,,, where BIT (m, )=1 do
t - BIT.COMPLEMENT (m, /)
a U [t]la
b U [t]b
endfor
endfor

kkkhkkhkkkkhkhkkhkikhkkk*k

kkkkdkhkkkhkkkhxkx

Si mul agéo 1

(=2

m=0 PO:
BIT(0,2) =0 *//0'1




m=1 P1:
BIT(1,2) =0 *//0t1

m=2 P2:
BIT(2,2) =0 *//0'1

m=3 P3:
BIT(3,2) =0 *//0*1

m=4 P4:
BIT(4,2) =0 //1=1
t - BIT.COMPLEMENT(4,2) \ t-0
auU [tla \ aU [0O]a
bU [tlb \ bU [0]b

m=5 P5:
BIT(5,2) =0 //1=1
t- BIT.COMPLEMENT(5,2)\ t=- 1
aU [tJa \ aU [1]a
bU [t]b \ bU [1]b

m=6 PG6:
BIT(6,2) =0 //1=1
t- BIT.COMPLEMENT(6,2) \ t- 2
aU [tla \ aU [2]a
bU [t]b \ bU [2]b

m=7 P7:
BIT(7,.2) =0 //1=1
t- BIT.COMPLEMENT(7,2)\ t=- 3
al [tla\ aU [3]a
bU [t]lb \ bU [3]b

Andl i se da Sinulacdo 1:
Os processadores recebem unm co6pia do conteldo de seu processador
conpl enentar, ou seja:

khkkkkkkkhkkhxkkkk

kkkhkkhkkhkkikhkkkkhkkikhkkk*x

Conti nuacdo do Al goritmo

for /- g — 1 downto O do
for all P,,, where BIT (m, /)t BIT(m, 2q + /) do
t = BIT.COMPLEMENT (m, /)
a U [t]la
endfor
endfor
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khkkhkkhkkkkhkkkkkkxk*k
Analise 2
Conp g=1 entéo (-0

Entédo analisando o algoritmo:

for /- 0 downto O do // entrara no laco uma Unica vez
for all Py,, where BIT (m, 0) * BIT(m, 2) do // s6 habilitara os Proc. que atenda a condicao

t -~ BIT.COMPLEMENT (m, /)
a U [tla
endfor
endfor

kkkhkkhkkkhkkhkhkhkhkkikhkkk*k

kkkkhkhkkkkkhxkx

Si mul agdo 2

/=0

m=0 PO:
BIT(0,0) t BIT (0,2) *//0=0

m=1 P1:
BIT(1,0) ! BIT (1,2) //1'0
t- BIT.COMPLEMENT(1,0)\ t- O
aU [tla \ aU [0]a//

m=2 P2:
BIT(2,0) * BIT (2,2) * //0=0

m=3 P3:
BIT(3,0) * BIT (3,2) //110
t - BIT.COMPLEMENT(3,0)\ t- 2
aU [tla\ aU [2]a//

m=4 P4:
BIT(4,0)  BIT (4,2) //0i1
t- BIT.COMPLEMENT(4,0)\ t=- 5
aU [tla\ aU [5la//

m=5 P:5
BIT(5,0) ! BIT (5,2) *//1=1

m=6 P6:
BIT(6,0) ! BIT (6,2) //0'1
t- BIT.COMPLEMENT(6,0)\ t- 7
aU [tla \ aU [7]a//

m=7 P:7
BIT(7,0) ! BIT (7,2) *//1=1

Andl i se da Sinulacdo 2:

Os processadores trocam o conteudo de a, ou seja:



11

P7

‘@

P3

P1

kkkkkkkikikkkhkhkkkkk*%x

khkkkdkkkkkhkkhxkhxk

Conti nuagcdo do Al goritnmo

for /- 29 -1 downto q do
for all Py,, where BIT (m, §) t BIT(m, q + /) do

t = BIT.COMPLEMENT (m, /)
b U [t]b
endfor
endfor

kkkkhkhkkkkhkkhxkx

*kkkhkkkkkkkkhkkkhxkx

Analise 3
Como g=1 entdo /- 1

Ent&o analisando o algoritmo:

for /- 1 downto 1 do // entrara no laco uma Unica vez
for all P,,, where BIT (m, 1) * BIT(m, 2) do // s6 habilitara os Proc. que atenda a condi¢cao
t = BIT.COMPLEMENT (m, /)
b U [tlb
endfor
endfor

kkkkhkkkkhkhkkhkkhkkikhkkk*%

kkkkkkkkkkhkkhxkx

Si mul agéo 3

(=1

m=0 PO:
BIT(0,1) ! BIT (0,2) *//0=0

m=1 P1:
BIT(1,1) * BIT (1,2) *//0=0

m=2 P2:
BIT(2,1) ! BIT (2,2) //1'0
t- BIT.COMPLEMENT(2,1)\ t- O
bU [t]b \ bU [0]b //




m=3 P3:
BIT(3,1) * BIT (3,2) //1*0
t- BIT.COMPLEMENT(3,1)\ t- 1
bU [t]b \ bU [1]b//

m=4 P4:
BIT(4,1) * BIT (4,2) //0'1
t- BIT.COMPLEMENT(4,1)\ t- 6
bU [t]b \ bU [6]b//

m=5 P:5
BIT(5,1) * BIT (5,2) //0*1
tﬂl_BIT.COMPL!_EMENT(S,l)\ t- 7
bU [t]b \ bU [7]b//

m=6 P6:
BIT(6,1) * BIT (6,2) *//1=1

m=7 P:7
BIT(7,1) * BIT (7,2) *//1=1

Anéal i se da Si nmul acédo 3:

Os processadores trocam o conteldo de a, ou seja:

kkkhkkhkkkkhkhkkhkkhkkikhkkk*%

Ak khkkkhkkkhkkkkkkhxkx

Anal i se sinultanea das sinulagbes 2 e 3

Apbés os conteudos dos processadores terem sido subnetidos ao algoritnmo o
resul tado é:

al [t]la
b0 [t]b

12
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kkkkdkkdkhkkkkkxk

Conti nuagdo do Al goritmo

[Phase 2: Do the nultiplications in parallel]

for all Pm do
c- axb
endfor

kkkhkkhkkkkhkikkhkkhkkikhkkk*%

R I I b S S S

Andl i se 4

Todos os processadores fardo a nultiplicacdo do seu contelddo, ou seja, c
recebe o produro de a por b (c= a x b)

kkkkhkhkkkkhxkhxkx

kkkkdkhkkkkkhkxkx

Si nul acdo 4

P,=0.7

m=0 PO:
c- axb \c-1x(5\ c- -5

m=1 P1:
c- axb \ c- Ix(-6) \ c- -6

m=2 P2:
c- axb\ c-3x(-5\ c- -15

m=3 P3:
c- axb\ c-3x(-6)\ c- -18

m=4 P4:
c- axb\c¢c-2x7 \ c- 14

m=5 P:5
c- axb\c-2x8 \ c- 16

m=6 P6:
c- axb\ c-4x7 \ c- 28

m=7 P:7
c- axb\ c=-4x8 \ c- 32

Andl i se da Sinul acdo 4:

OGs processadores substituem seu conteldo (a e b) pela nultiplicacdao de a por
b, ou seja, c:
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kkkikkhkkkkikhkkkhkhkkikhkkk*x

kkkkdkdkhkkkkkxk

Conti nuagdo do Al goritno

[ Phase 3: Sumthe products]
for /- 2q to 3q-1do
for all P, do

t - BIT.COMPLEMENT (m, /f)
s U [tlc
c- Cc+s
endfor
endfor
end

*kkkhkkkkkkkkhkkkhxkx

kkkhkkhkkkhkkhkhkhkkkikhkkk*k

An4lise 5
Como g=1 entédo: /- 2x1=2el(-~ 3x1-1=2

Entdo analisando o algoritmo:

[ Phase 3: Sum the products]
for /- 2q to 3q-1do // entrara no laco uma Unica vez
for all Pm do // habilita todos os processadores

t = BIT.COMPLEMENT (m, ¢) // calcula os processadores correspondentes
s U [t]c // coloca o contetido do processador remoto no processadores corrente
c- c+s//soma o conteddo do processador corrente
endfor
endfor
end

kkkkdkkkkkkkhxkx

*kkkhkkkhkkkhkkhkkhkkhxkx

Si mul agcdo 5

(=2

m=0 PO:
t - BIT.COMPLEMENT(0,2) \ t- 4
sU [tlc \ sU [4]c//
c-~c+s\V\c=a(-B5+14\ c- 9
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m=1 P1:
t - BIT.COMPLEMENT(1,2) \ t= 5
sU [tlc \ sU [5]c//
c-c+s\c- (-6)+16 \ c-10

m=2 P2:
t - BIT.COMPLEMENT(2,2) \ t- 6
sU [tlc \ sU [6]c//
c-c+s\c- (-15+28 \ ¢~ 13

m=3 P3:
t - BIT.COMPLEMENT(3,2) \ t- 7
sU [tlc \ sU [7]c//
c-c+s\c- (-18)+32 \ ¢~ 14

m=4 P4:
t - BIT.COMPLEMENT(4,2)\ t- O
sU [tlc \ sU [O]c//
c-c+s\c- (149)+(-5) \ c=- 9

m=5 P:5
t - BIT.COMPLEMENT(5,2) \ t- 1
sU [tlc \ sU [1]c//
c-c+s\c- 16+ (-6) \ c- 10

m=6 P6:
t - BIT.COMPLEMENT(6,2) \ t- 2
sU [tlc \ sU [2]c//
c- c+s\ c- 28+ (-15) \ c- 13

m=7 P:7
t - BIT.COMPLEMENT(7,2) \ t- 3
sU [tlc \ sU [3]c//
c- c+s\ c- 32+(18) \ ¢c- 14

Anal i se da Si nul agdo 5:

OGs processadores cal cul am seus correspondentes no hi percubo e substitui seu
val or atual pela soma do seu contelddo pelo conteltdo do seu correspondente, ou seja:

kkkkdkkkkkkkhxkx

kkkhkkhkkkkhkhkkhkkhkkikk*k*%

Concl usdo das Analises e Sinul agbes

Para se calcular duas matrizes do tipo n x n, pode-se obter o resultado
utilizando a programacdo paralela, neste caso wutilizanps a estrutura de um
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hi percubo, que apds analises e simulacbes de um algoritnm dado, verificou-se que é
possivel fazer tal nultiplicacdo e obter o resultado na prépria estrutura
utilizada.

Tal estudo obedece ao seguinte teorema:

“Dado um modelo de um Hipercubo SIMD com n®=2%* processadores, duas matrizes n x n pode ser
multiplicado num tempo Q(log n). (Dekel et al. 1978)”

4. Conclusoes

Ap6s analisado o algoritmo que utiliza o paralelismo de dados, verificamos que no primeiro loop
requer 2q passos de distribuicdo de dados. Cada um dos ultimos trés loops requer g passos de distribuicdo
de dados. Um total de 5q passos de distribuicdo de dados séo suficientes para multiplicar duas matrizes
utilizando o modelo hipercubo SIMD. O algoritmo também possui um passo de multiplicacdo e g passos de
adicdo. Claramente, a complexidade de multiplicacdo de matrizes no modelo hipercubo SIMD é Q)=
Q(logn), dado n® elementos processados.

Agora fazendo uma comparacdo com algumas solucBes para o problema da nultiplicacdo de
matrizes, podemos perceber que o algoritmo proposto por Dekel et al. (1981) tem uma complexidade de
tempo Q(log n), assim como propde Dan |I. Moldovan.

E achamos que vale a pena ressaltar o fato de ambos os tedricos utilizarem técnicas diferentes, mas
no que diz respeito ao nimero de processadores, utilizam igual nUmero, ou seja, n3 processadores para o

exemplo proposto.

5. Sugestbes para Futuros Estudos

ApOs discussao do item 2 deste trabalho e estudo dos demais tépicos, proponho a trabalhos futuros a
implementacao do algoritmo estudado utilizando a biblioteca PVM (maquina paralela virtual), ou até mesmo
o MPI (Message Passing Interface), e verificar sua complexidade a nivel de implementacéo.

Ambas as bibliotecas permitem que o usuario escreva programas paralelos usando uma mensagem

explicita que passa o modelo

6. Bibliografia Complementar

Para quem deseja utilizar a biblioteca PVM, é fundamental ter a méo o tutorial [Gue94], publicado
pelo MIT Press, que também pode ser obtido através da rede em versdao html através da URL

http://www.netlib.org/pvm3/pvm-book.html. Para os que desejam se aprofundar um pouco mais, [Ben90]

faz uma introducdo sobre programacéo distribuida, apresentando outros mecanismos de programagao que
vao além da troca explicita de mensagens. Uma visdo geral sobre os diversos paradigmas existentes, e
linguagens de programacdo distribuida pode ser vista em [Bal93]. Outro aspecto importante em
programacéo distribuida, é aelaboragéo dos algoritmos, onde a questao da geragdo das mensagens co nstitui
um fator preponderante na obtencéo de alto desempenho [Kum94]. Um grupo de bibliotecas e ferramentas
sao citados e referenciados por [Duk93], que também fornece um tutorial sobre a area de processamento

distribuido baseado em redes de estacgdes.
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Uma breve discusséo entre o PVM e o MPI pode ser vista em Experiments in Parallel Computing de
David Biermann [2000], esta referéncia pode ser obtida através da rede em versdo html através da URL

http://www.ee.duke.edu/Academics/Undergraduate/IndStudy00/BiermannGwD/BiermannGwDIntro.html.
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