Logica de Predicados

Trazer a tona na representacao simbolica, os objetos, os predicados e relacoes em cada
sentenca.

ESTRUTURA - Conjunto de Objetos, Lista de Relacbes, Lista de Funcoes, Lista de Destaques.
As estruturas assumem o papel das valoracoes verdades para a logica proposicional.

Estruturas - Situacao

Estrutura Assinatura

Dominio

Relacoes Simbolos de relacao
Destaques Simbolos de constante
Funcoes Simbolos de funcées
Subestruturas

Dados duas estruturas A e B como sabemos se

-> A é subestrutura de B ?

-> B é subestrutura de A?

1) Mesma assinatura? -> Relacdes binarias, ternarias, funcoes ...
2) Mesma natureza de Dominio? A< B

3) "Tudo" é preservado?

Definicao - Sejam A e B duas estruturas de MESMA ASSINATURA L.
Uma funcao entre os dominios de A e B, isto €, h:dom(A)—dom(B) , "preserva os papéis"
se:

(1) Para todo simbolo de Constante c de L
h(c")=
(2) Para todo simbolo de Relacdo n-aria (n>0) Rdel
(xy,%y,..., x,)ER" = (h(x,),h(x,),..., h(x,)ER’

(3) Para todo simbolo de Fun¢do n-aria (n>0) ,f
h

(S xnxaenx,)) = fP(h(x),h(x), . h(x,)

As definicoes acima definem um HOMOMORFISMO.

Para trazer um HOMOMORFISMO IMERSOR a funcao h deve ser INJETIVA e no lugar de SE
temos SSE. J& para o caso de ISOMORFISMO, além de ser IMESOR a funcao deve ser BIJETIVA
(IMERSAO SOBREJETORA).

Obs.:
Homomorfismo imersor: a funcao h é injetivo e satisfaz a seguinte versao mais forte de (2).

(x,%y,...,x,)ER" & (h(x,),h(x,),...,h(x,))ER”

Teorema. Seja L uma assinatura.

(a) Se A, B, C sao L-estruturas e f.A—B e g:B—C sao homomorfismo, entao a
funcao composta gof é um homomorfismo de A para C. Se, ainda mais, f e g sdo ambas
imersoes entdao go f também é.

(b) Se A, B, C sao L-estruturas. Se f:A4— B ¢é um isormofismo entdo a funcao inversa

f~':dom(B)—dom(A) existe e & um isomorfismo de B para A. Se f:A—B e

g:B—C saoisomorfismos entao gof também é.

Definicao de Subestrutura

Sejam A e B duas estruturas dizemos que A< B sse ha um HOMOMORFISMO IMERSOR de A
paraBe dom(A) < dom(B) .

Nesse caso dizemos que A é SUBESTRUTURA B ou que B é EXTESAO de A.



SINTAXE DA LOGICA DE PREDICADOS

Qual € o formato das formulas da logica de predicados?
-> Como é uma FORMULA ATOMICA?

-> Como se monta FORMULAS COMPOSTAS?

Exemplos de Sentencas Atomicas:
3 é primo -> P(s(s(b,b),b)) onde b=1 e s(x,y) = (x+y)mod5 e P é arelacio “é
primo”.

TERMOS DE UMA ASSINATURA DE UMA LINGUAGEM

A grosso modo, os termos de uma assinatura sao as expressoes representadas a partir das
constantes e simbolos das fungoes de L que representam elementos do dominio de uma estrutura
de assinatura L.

Definicao Formal
Seja L uma estrutura. O conjunto dos termos de L é definido indutivamente da seguinte forma:
(1) BASE
Toda CONSTANTE de L é um termo de L.
Toda VARIAVEL é um termo de L.
(2) FUNCOES GERADORAS
Se ..., t, forem termos de L e f for um simbolo de uma funcao n-aria de L entao a
expressao [ (¢,,...,¢,) éum termo de L.
(3) Nada mais é termo.

Um termo é dito FECHADO se NENHUMA VARIAVEL ocorre nele.

FORMULAS ATOMICAS DE UMA ESTRUTURA
Suponha que L seja uma assinatura. Uma formula atomica de L é:
(1) ¢,=t, onde t, e f, saotermosde L.
(2) R(¢,,....t,) onde R é um simbolo de relacdo n-ariade L e ¢,,....¢, sdo termos de
L.

SENTENCA ATOMICA ) . ) ) )
Uma sentenca atomica de L € uma FORMULA ATOMICA que NAO CONTEM VARIAVEIS.

DEFINICAO DE SUBSTITUICAO

Suponha que ¢ seja uma formula atomica de L, na qual aparecem as variaveis Xx,,..., X,
(escrevendo explicitamente: @ (x,..., x,) ). A substituicao dos termos ¢,..., t, pelos
respectivos X,,...,x, em ¢ resultana formula @ (¢,,...,1,)

FORMULA BEM-FORMADA
Seja L uma estrutura. O conjunto das formulas bem formadas de L é definido indutivamente da
seguinte forma: ) .
I. Toda FORMULA ATOMICA é uma FBF. (CASO BASE)
Il. Se @ éumaFBF, entaio (—¢) também é FBF.
ll. Se ¢, y siouma FBF, entdo (¢ Q @) éFBF.Onde O € [ A, vV , > |
IV. Se @ é uma FBF, entdo VY x ¢ ¢é FBF.
V. Se @ éuma FBF, entdo 3Ix ¢ ¢é FBF.
VI. Nada mais é FBF.

DEFINICAO DE VARIAVEIS LIVRES
Seja ¢ uma formula da assinatura L. Vamos definir recursivamente o conjunto das variaveis
livres(i.e. Sem qualificacdes) que ocorrem em .
VL: FBF de L— P (variaveis)
BASE:
VL(@) = (x,,..., x,] se ¢ é atdmica e tem ocorréncias de X, ..., X,



(

VL((p Q y)) = VL(@) U VL(y) Onde Q € [ A,V , =}
( @
(

DEFINICZO DE SENTENCA
Uma sentenca de uma assinatura L é uma FBF de L cujo conjunto de variaveis livres é vazio.

SEMANTICA
INTERPRETACAO DE UMA ASSINATURA NUMA ESTRUTURA

DEFINICAO

Suponha que L seja uma assinatura e A seja uma L-estrutura. Uma interpretacao de L em A é
uma associacao de :

I. Cada simbolo ¢ de constante de L ha um elemento destacado c¢* do dominio de A
Il. Cada simbolo R de relacao n-aria de L, ha uma relacdo n-aria R* deA (n>0)
lll. Cada simbolo f de funcdo n-aria, ha f* de A.

SEMANTICA DE TERMOS
DEFINICAO
Suponha que L seja uma assinatura e t seja um termo fechado. O “significado” de t na L-
estrutura A, denotado por ¢? é o elemento resultante de se calcular a expressao correspodente a
t na estrutura A, conforme a interpretacao dada aos simbolos de constantes e de funcao. Assim:
l. t*  é o elemento destacado ¢* se t for um termo atémico constituido apenas do
simbolo de constante c.
. ' ¢é o elemento resultante do calculo de f“(¢!,t{,....t}) se t é a expressao
Sf(t,,ty,....t,) , onde f é o simbolo da funcdo n-aria de L e ¢,,¢,,...,¢, s&o termos
fechados de L.

Exemplo: Seja a seguinte interpretacao:

a’ =1 b =3

R* = Divide S* = Menor Que

7 = Sucessor —mod —7 h' = Quadrado—mod—17 g’ = Soma—mod -7

Ny

(f(a)* = f*(a*) éomesmoque Sucessor—mod—7(1) = 2
A

(g(h(a), £ (b)) = g"((h(a)".(f (b)) = g'(h'(a”), f"(67") = 5

ATRIBUICAO DE ELEMENTOS A VARIAVEIS

DEFINICAO
Suponha que t seja um termo de assinatura L no qual ocorrem as variaveis X, x,,..., X,
Uma atribuicdo de elementos a,,a,,...,a, do dominio de uma L-estrutura A as variaveis
X, Xy,eee, X, respectivamente nos devera permitir calcular % .

Exemplo: Seja t o termo  g(k(x), f(y)) . Poderiamos escrever t como f(x,y) . Agora,
tomemos a atribuicao:
3 no lugar de x
2 no lugar dey
Em simbolos #(x, y)[3/x][2/y]
Agora vamos calcular  (¢(x, y)[3/x][2/y])*
(g(h(x), fF(X)BIxN21 )" = (g(r(3), F(2))" = g (R(3)".(f(2)))
g'(h'(3), f4(2)) = 5



SEMANTICA DE SENTENCAS ATOMICAS
DEFINICAO
Suponha que @ seja uma sentenca atomica de L e A seja uma L-estrutura.
Dada uma interpretacao de L em A, o significado de ¢ em A conforme tal interpretacao é
dado por:
l. Se ¢ é da forma R(z,,..., t,) onde R é um simbolo de uma relacdo n-aria de L, e

Fioeen, t, sao termos fechados de L entdo ¢* ,ouseja R*(¢7,..., t!) & verdadeira sse
an-tupla (¢/,...,r}) pertence arelacio R* .

Il. Se @ é daforma ¢ =t, talque !, e ¢, saotermos fechadosdel entio ¢* ,
ouseja (t,=t,)" istoé ¢!=ri éverdadeirase ¢! éomesmo elementoque ¢}

MODELO E CONTRA-MODELO

DEFINICAO

Seja L uma assinatura, A uma L-estrutura, i uma interpretacao de L em A, e ¢ uma sentenca
atomica de L.

Aéum MODELO de ¢ se ¢ , conforme i, € VERDADEIRA.

A é um CONTRA-MODELO de ¢ se ¢ , conforme i, é FALSA.

SEMANTICA DE SENTENCAS
DEFINICAO
Suponha que ¢ seja uma sentenca de L, e A seja uma L-estrutura. Dada uma interpretacao de
L em A, dizemos que ¢ ¢ verdadeira em A da seguinte forma:
I. Se ¢ for atdmica, volte a definicdo anterior

ll. Sep édaforma (~y) , ¢@* éverdadeirasse ¢* é nao é verdadeira.

ll. Se @ édaforma (pyAO) , @ éverdadeirasse ¢* E 0" séo verdadeiras.

IV. Se p édaforma (yVveO) , @ éverdadeirasse ¢* OU ¢0“ séo verdadeiras.

V. Sepédaforma (¢y—0) , ¢* éverdadeirasse (—~y¢* v 07) é verdadeira.

VI.Sepédaforma Vx ¢ , ¢* éverdadeirasse (y (x)[a/x])" é verdadeira para
todo elemento a do dominio de A.

VI.Se ¢ édaforma JIx ¢ , ¢* éverdadeirasse (y (x)[a/x])* ¢é verdadeira para

algum elemento a do dominio de A.

SATISFATIBILIDADE
DEFINICAO
Seja @ (x) uma férmula da légica de predicados numa assinatura L.
(1) Dizemos que @ (X) é SATISFATIVEL se existe uma L-estrutura A, uma interpretacao

de L em A, uma n-upla a,.qa,,..., a, de elementos do dominio de A, tal que ¢“*(a) é
verdadeira.

(2) Dizemos que @ (X) é REFUTAVEL se existe uma L-estrutura A, uma interpretacdo de
L em A, uma n-upla a,,aqa,,..., a, de elementos do dominio de A, tal que ¢“(a) é
falsa.

(3) Dizemos que @ (%) é VALIDA se para toda L-estrutura A, toda interpretacao de L em
A, toda n-upla de elementos a,,qa,,..., a, do dominio de A, tem-se que (pA(Zz) é
verdadeira.

(4) Dizemos que @ (X) é INSATISFATIVEL se para toda L-estrutura A, toda interpretacao
de L em A, toda n-upla de elementos «a,,a,,..., a, do dominio de A, tem-se que (pA(c_l)
é falsa.

Seja ¢ uma SENTENCA da légica de predicados numa assinatura L.
(1) Dizemos que ¢ é SATISFATIVEL se existe uma L-estrutura A, uma interpretacdo de L em
Atalque ¢* ¢é verdadeira (ouseja ¢ tem MODELO).
(2) Dizemos que ¢ é REFUTAVEL se ¢ tem CONTRA-MODELO.
(3) Dizemos que ¢ é VALIDA se ¢ nao tem CONTRA-MODELO.
(4) Dizemos que ¢ é INSATISFATIVEL se ¢ nao tem MODELO.



DE ESTRUTURAS PARA SENTENCAS ATOMICAS

Dado uma L-estrutura A, e uma interpretacao de L em A, podemos gerar sentencas atémicas a
partir dessa interpretacao. Exemplo: 3 é primo em simbolos, P(s(s(b,b),b)) .

DE SENTENCAS ATOMICAS PARA ESTRUTURAS

DIAGRAMA POSITIVO DE UMA ESTRUTURA

Suponha que L seja uma assinatura e que A seja uma L-estrutura. O DIAGRAMA POSITIVO de A é
o conjunto de todas as SENTENCAS ATOMICAS DE L que sao VERDADEIRAS em A.
Ex.: Definir uma estrutura B tal que o seu diagrama positivo seja:

S(a,b) R(g(f(a),b))  g(b,a)=a
S(f(b).a)  Rlg(b.a)) g(b.b)=b
S(gla,b),a)  fla)=b g(f(b), f(a))=a
S(b.f(B) FLf(B)=b g(b.f(b))=a
R(f( ) gla,a)=b gla,b)=a

I. Assinatura L
5(--) a  f(-)
R-) b g(--)

[I. Definir uma estrutura B a mais genérica possivel (REFERENCIAL) tal que qualquer que
tenha sido a estrutura C que tenha gerado o DIAGRAMA POSITIVO dado seja possivel definir
um HOMOMORFISMO de B para C. Chamamos de MODELO CANONICO.

DOMINIO DE B - Termos fechadosde L a,b, f(a), f(b),gla,a),g(a,b),g(b,a),...
Dai surge o problema: se o dominioda estrutura original fosse menor do que o definido acima?
Para resolver isso no6s agrupamos os termos semelhantes:

b g(b,b) 1f(b) fla) a g(b,a) g(ab) CLASSE§ DE
g(a,a) 2(f(b).f(a) EQUIVALENCIA!

Logo DOMINIO: [¢t] para t€TERMOS FECHADOS deL
lll. DESTAQUES: basta listar.
a® —a b — b
Iv. RELAC()ES e PREDICADOS

S(a,b) \ SB([a] [6])

S(f(b).a) \ ([f( )1.la])

S(gla,b),a) \ 5°([g(a,b)] [a])

S(b,f(b)) \SU(BLLA(B)])

Logo:  S°=([a].[5], [f( )l.[g(a,b)]}

Entdo para~RB 0 R°={[f(a)l.lg(f(a).b)].[g(b,a)]}
V. FUNCOES

P(leD)=Lr(2)]
gB([t]],[tz])=[g(tl,t2)]

Agora precisamos provar que ha um HOMOMORFISMO de B para C.  A([¢])=¢¢
CONSTANTES: 4 ([a])=a“
RELACOES e PREDICADOS:

([al,[6L.1 ()] [g(a,b)])€S” — (h([a]), h([B]), R ([£ (B)]), h([g(a,b)]))ESC

E assim por diante.



SATISFATIBILIDADE

Dado um conjunto I' de sentencas, pergunta-se: “I é SATISFATIVEL?”

Serl é um conjunto de SENTENCAS ATOMICAS, entdo a resposta é SIM pois podemos montar o
“MODELO CANONICO” de I.

Senao vamos tentar decompor sentencas de I' em sentencas “pequenas”, preferivelmente,
atomicas.

Exemplo:  A={Vx(P(x,b)VO(x)),Vy(P(f(»),b)=0(y),~Vy(Q(VO(f»)) é
INSATISFATIVEL? Seria facil responder se A fosse composto apenas por sentencas atomicas. Logo o
nosso problema se resume no seguinte: é possivel criar um conjunto de sentencas atomicas que
representa A.

Assinatura

P(')') F(',')
Q-) b

O primeiro passo par isso é eliminar os quantificadores.

ELIMINACAO DE QUANTIFICADORES

Dada uma sentenca ¢ queremos encontrar ¢' tal que:
(1) @' seja logicamente equivalente a ¢.
(2) @' nao contenha quantificadores.

FORMULA PRENEX
DEFINICAO
Uma formula da logica de predicados esta na forma PRENEX (Prefixed Normal Expression) se ela
tem o seguinte formato:
0,x, Qyx, ... 0,x, w(x,,x,..., x,)
Onde QO.(1<i<n) é V¥ ou 3 ey ndo tem quantificadores.

TEOREMA

Para toda formula ¢ da logica de predicados numa dada assinatura L, existe ¢’ de L tal que:
(1) @' é logicamente equivalente a .
(2) @' esta na forma PRENEX.

EXEMPLOS DE EQUIVALENCIA
. -VxP(x) = IAx-P(x)
. -3IxP(x) = Vx-P(x)
N, VxP(x) A VxO(x) = Vx(P(x)AQO(x))
V. JxP(x) v IxQ0(x) = Ax(P(x)V ( )
V. VxP(x)V VxQ(x) = VxVz(P ( )VO(z))
VI. 3xP(x) A 3x0(x) = FxTz(P(x)ANQ(z ))
VI. VxP(x) » VxQ(x) = AxVz(-P(x ) 0(z))
VIIl. 3xP(x) - AxQ0(x) = VxIz(-P(x)VO(z2))

Obs.:
M. VxP(x) AN VxQ(x) = Vx(P(x)AQ(x))
Pla)nPlain.APla) A OlaAQla)n. nD(n)
(Pla)nQla))A(P(a,)NQ(a))A.. .A(P(a,)AQ(a,)) . Vx(P(x)AQ(x))

V. VxP(x) VVxQ(x) = VxVz(P(x)vQ(z))
VxP(x)VVzQ(z)

YV xP(x)Vy (Pla)AP(a))N..AP(a,))Vy - VY x(P(x)Vy)
0 VvV Oz ) Aplicando o mesmo raciocinio nés obtemos: VYV z(0VQ(z))
V xV z(P(x)VO(z))

VI. VxP(x) » VxQ(x) = 3xVz(-P(x)vO(z))
-VxP(x)vV zQ(z) . 3FIx-P(x)vVzQO(z) . 3Ix(-P(x)vVz0(z))
AxVz(-P(x)VO(z))



Agora sabemos como transformar uma férmula ¢ na sua PRENEX vamos comecar a eliminar os
quantificadores.

ELIMINAR OS QUANTIFICADORES EXISTENCIAIS
TECNICA: Skolenizacao por Thoralf Skolen (1915-1920)
INICIO: Artigo de 1915 com Lowenheim

Exemplo: V x3yR(x,y)
Considere uma estrutura A tal que dom(A4)=IN e que R"=MenorQue . Para eliminarmos

o0 “ 3 ” nods temos que substituir o valor de “y”. Para isso criamos uma estrutura B que difere de A
por ter uma funcao f(-).
Vx3yR(x,y)>VxR(f(x))

f 8(-) pode ser “Soma 5”, “Soma 1”, “Multiplicar...”. Enfim, qualquer funcao que se adapte a
relacito R? .

Outros exemplos: ¥V xV y3zP(x,y,z) . VYxVyP(x,y, f(x,y))

(Naotem “ V ”antes) IxVyQ(x,y) .. VyO(b,y)

FORMA NORMAL DE SKOLEM

DEFINICAO

Suponha que ¢ seja uma formula da logica de predicados na assinatura L. Assuma que ¢ esta
na forma PRENEX.

A formula ¢' € a FORMA NORMAL DE SKOLEM de ¢ é obtida a partir de ¢ eliminando-se cada
QUANTIFICADOR EXISTENCIAL do tipo 3dx; , e substituindo-se todas as ocorréncias de x; por
uma expressao da forma f(x;,...,x;) onde:

I. f éum simbolo novo de funcao.
. Xx,,....X;, sdo variaveis quantificadas UNIVERSALMENTE na frente do dx, i.e.
T <i, j,<i,..., Ji<i .

TEOREMA DE SKOLEN

Seja ¢ e ¢' como na definicdo anterior. Nessas circunstancias, se A é um modelo de ¢, entdo
existe uma estrutura A’ de assinatura

LU|Todos os Simbolos de Constantes e de Fun¢do que foram acrescentadasag | tal que A" é modelo
de ¢'.

TERCEIRO PASSO
Agora que temos uma formula na FORMA NORMAL DE SKOLEM, basta simplesmente apagar os
quantificadores universais.

QUARTO PASSO ;
Converta todas as formulas na FORMA NORMAL CONJUNTIVA e aplique o METODO DA
RESOLUCAO.

Agora podemos resolver o problema anterior: descobrir se o conjunto A é insatisfativel.
V x(P(x,b)vQ(x)) . P(x,b)vQO(x)
Vx(P(f(x),b)-0(x)) ~ P(f(x),b)=0(x) -~ —P(f(x),b)VO(x)
“Vx(Qy)vo(f(y) «~ Fy-(Q(y)vo(f(y))

PROBLEMA DA UNIFICACZO DE TERMOS

Dados dois termos ¢, e ¢, numa assinatura L, obtenha se possivel uma lista de termos
$,8,,...,8, que quando entrarem no lugar das variaveis Xx,,x,,...,X, respectivamente em
L, t,,..., ¢, tornam ambos os termos IDENTICOS.



Exemplof: TRIVIAL

/

? ?

(f(x.gla,y)=f(x.g(y.x)] = [x=x.gla,y)=g(y.x)] - [gla,x)=g(y,x)]

?

la=y, y=x] = [y=x] =~ [a=x]

Atribuicdo: [a/y] Atribuicdo: [a/x]

Exemplo 2:

S=(f(g(2),x)=f(y.x), f(y.x)=f(y.h(a))] Decomposicio
S=lglz)=y.x=x, f(y,x)=f(y,h(a))|Eliminar Trivial

S,=lg(z)Zy, f(y,x)=f(y,h(a)) Decomposicdo (Atribuicdo fica pro final)
S,=lg(z)=y,y=y,x=h(a)| Eliminar Trivial

S,=lg(z)=y,x=h(a)) Atribuir

Ss={[n(a)lx].[g(2)]y].[2]2]]

Dizemos que S5 é a SUBSTITUICAO UNIFICADORA MAIS GERAL. Poderiamos ter
Se={lh(a)lx],[g(f(a, h(a)y],[f(a, h(a))/z]} , mas S, nao seria mais geral que S; .
Essa € uma caracteristica do método: quando ha uma solucdo, o método nos da a MAIS GERAL.

Exemplo3:

S=lg(f(x.x))=g(f (h(a),g(b))]
ol

Como queremos ser o mais genérico possivel, ndo podemos garantir que /% (a)=g(b) . Pode
até existir uma estrutura onde isso seja verdade, mas nao podemos garantir para todas.

Exemplo4:

S={f(x,g(x)=rf(g(x) gl
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Nesse caso o programa entraria num LOOP INFINITO.

Exemplob5:

[ {2

Perceba, devemos substituir primeiramente o “y”. Nesse caso dizemos que “x” € uma
VARIAVEL RESOLVIDA pois y aparece em outra equacao.

S,=([h(g(z))/x].[g(z)ly].[z/z])

EQUACAO NA FORMA RESOLVIDA
DEFINICAO

Suponha que S seja um conjunto de equacdes. Uma equacdo de S da forma xZ; estd na
forma resolvida (e, nesse caso, x seria uma VARIAVEL RESOLVIDA) se x NAO OCORRE MAIS EM
QUALQUER OUTRO LUGAR EM S, NEM MESMO EM t.

O sistema S estd na forma resolvida se TODAS AS SUAS EQUACOES ESTIVEREM NA FORMA



RESOLVIDA.

ME]'ODO DA UNIFICACAO DE TERMOS POR TRANSFORMACGES DE SISTEMAS DE
EQUACOES
Jacques Herbrand, 1930
Seja S um sistema de equacdes. Para encontrar a SUBSTITUICAO UNIFICADORA MAIS GERAL
para S, caso exista, aplique as seguintes regras de transformacao sobre S até obter, se possivel, um
sistema S' na forma resolvida.
(1) ELIMINACAO DE EQUACOES TRIVIAIS
{xéx}US = S
(2) DECOMPOSICAO DE TERMOS. Para qualquer simbolo de funcdo f de aridade #n>0
temos:

(ot )= (51,08, JUS = SUL =5, 1,55,
(3) ELIMINACAO DE VARIAVEIS
(xZtjuS = [x=tJU([t/x]}

TEOREMA DE HERBRAND ]
Seja S um conjunto de clausulas. S & INSATISFATIVEL se e somente se existe um CONJUNTO
FINITO de INSTANCIAS BASICAS das clausulas de S é INSATISFATIVEL.

TEOREMA DA COMPACCIDADE
Seja I um conjunto de formulas da logica proposicional, I' & SATISFATIVEL se e somente se
TODO SUBCONJUNTO FINITO DE T E INSATISFATIVEL. O teorema ¢é valido mesmo que I' seja infinito.
PROVA:
I. IDA
Assuma que I seja satisfativel. Entdao existe uma valoracao v que satisfaz I'. Tome S como
sendo um subconjunto finito qualquer de I'. Tome v como valoracao. Como v satisfaz ao
conjunto todo I', v satisfaz cada uma das partes. Logo, v satisfaz S. Logo, S é satisfativel.
II. VOLTA
Assuma que todo subconjunto finito I' € satisfativel (nesse caso dizemos que I" € FINITAMENTE
SATISFATIVEL). Temos que provar que I' é satisfativel, ou seja, que existe uma valoracao v
que satisfaz I'.
Vamos aumentar I' de forma consistente até quando esse processo chegue em um CONJUNTO
MAXIMALMENTE CONSISTENTE, isto €, um conjunto A tal que:
(1) Para toda formula9, 6€A ou —-0€A
(2) Para nenhuma formula 6, 6 €A e -6 €A
Seja &,,x,... uma enumeracao do conjunto de férmulas PROP.
Agora tome:
A=T
A, =lo,JUA se «, éconsistentecom A, .
I' caso contrario

Faca: 4= U4,
Afirmacdo: A é FINITAMENTE SATISFATIVEL.

Seja a seguinte valoracdo: v(x)=1ssexeA
Claramente v satisfaz a todas as formulas atomicas de A. Porém, precisamos mostrar que v
satisfaz a TODAS as formulas em A. Ou seja, precisamos provar que PARA TODA «ePROP
vix)=1ssex €A
PROVA: Por inducao sobre a complexidade de «.
(1) CASO BASE: « € atomica.
Trivial, pois a propria definicao de v atesta que v satisfaz « quando « é atémica e pertence
a A.
(2) CASOS INDUTIVOS:
. « édaforma -0
Il. x édaforma (¢ A0)



. x édaforma (yVo)
IV. x édaforma (y—0)

I. H.l: v(0)=1sse0€A

TESE: v(—0)=1sse—0 €A

IDA: Se v(—0)=1 entado —-O€A . Suponha que —-O¢&A . Como A é M.C., entdo
0€A .LogopelaH.l., v(0)=1 .Dai v(—0)=0 .Portanto v(—0)#1

VOLTA: Se —0€A entdo v(—0)=1 .Assumaque —-0€A .ComoAéM.C., O0¢&A
DaH.l. v(0)#1 .Logo v(0)=0 .Dai, v(-0)=1

II. Hl.: v(g)=lssewyeA , v(0)=1sse0€A

TESE: v(y A0 )=1sse(y AO )EA

TEOREMA DA COMPACCIDADE
Seja I um conjunto de formulas )
(1) I é SATISFATIVEL sse TODO SUBCONJUNTO FINITO de I' é SATISFATIVEL.

2)r é II,\ISATISFATI'VEL sse existe PELO MENOS UM SUBCONJUNTO FINITO de I' que é
INSATISFATIVEL.

TEOREMA DE HERBRAND

Seja I' um conjunto de clausulas. I' € INSATISFATIVEL sse existe um CONJUNTO FINITO de
INSTANCIAS BASICAS de I' que é INSATISFATIVEL.

INSTANCIA BASICA

DEFINICAO

Seja C uma clausula numa assinatura L tal que contém ocorréncias das variaveis
Xy Xysenn, x, . Uma INSTANCIA BASICA de C é uma clausula resultante da substituicao
[¢,/x].....[t,/x,] emC, talque ¢?,.t,,....t, s&o termos fechados de L.



