Capitulo ﬂ.
Cadeias de Markov

BTRODUGRO

Vejamos as definiches ¢ propriedades elementans do velores & matizes |

#xipidos para este capitula, b

Bptendemos  por um wefor o, simplesmenie uma rupla de ndmeros
W= gy By My, e lig)

e uy 830 chamados componemes de oo S todes o o= 0, entdo &

chamzde veror mide Por um smiliimlo escatar d2 0, ke, (osdo &6 wm ndmers realy 4__

entendemos ¢ vetor que € ohiido de i, multiplicando-st seos componentes par &
Eu = ke, Bz, o, Kitgh '

Modemos que dods wetores -sBo dguals ¢ 0 somente s
: : : SUAE Componend
pofnigpondentss sfo bpaads. g

Entendemcs por uma marrir A um quadiado rotangular de mimoros:
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Hote que.n elemento o, chamada o (-frimr-patrds, aparece o2 inlersedn
da i-fxima linhe com 3 j~ésima coluns,- Repeosentamos fregientements tal matriz
por A = (o) Uma matriz com i Hnkas e colunes § chasinda matriz o pot
f B Escrevemos mad i R AL s omeo= A, eife 4 chamada mebriz guadreds (ou
matriz. pyuedracr). Motamos também giee 2 matriz com uma dnick finhs pode s

" olheda como um vetor, o vies-verss.

Agori; suponhs goe A o 8 sfam duss midrized tas gue o pimens de cofuns
de A ¢ igead oo namera de linhas &2 B, isto & A € wma matris m X pe B é uma
maire p ¥ R Entfo o produto de A poi 8, desotada por AR, & a mateiz m X 0
cuja entgada i€ abtids meltiglicando-ss o8 clementos du st linha de A pelos

I tos conespondentes da fdsima coluna de B¢ somando eisel produtos:
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onde  éy = ay byt d Byt T aip by e _M aig by
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Se 0 cimero de colomas de A ndo & igoal & nikmera de lishas de &, digamos
Afmi¥pedéqghn onde p g, onido o produdo AS nFo ¢ definido.

Exislern £asop especisis de multiplicagio de matrizes que sho de especnd
Efertese, Se A @ uima mani paquadmda, entdo podenos formar todas 8 porddcias
de A=

AT w A A =AY, AR = A

Além dimo, @ o & um velor com v Componentes, entlo podemos formar o
produto ud, que & também um vetor com a componentes. Chamamas u + fham
______.___uw _..__..nﬁ_..B de A, 36 0 & “flxo b i

quando multiplicado por 4

Meste caso, paro goalguer escalar & % 0, lemi
(kujd = k{ud) = By

Chy seja,

Teorama 707 8¢ ar & um velor fixo da matric A, entfo eads meiltapls escidar nko
nule, &e, de u & também um viter fixo de A,
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Exemplo 7.3: 8¢ A = m
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Exemplo 7.d: Considere n matriz-A = mw ,__..

am pimbo fixo di A, Pois,

v.mﬁnaaiicnnu.u.:

2 | \
WA = {1 -1 hm uu ={2-2-1+3,2+1-1+3)=
={% - Nau
Assim, pelo tearema acima, o setor Ju = {4, -3 ¢ lembém um
ponia fixo de A
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VETORES DE PROBABILIDADES MATRIZES ESTOCASTICAS

Um vetod wo= a0y oo b b 6 chamade sefow o jrobabiliinde, se suas
componenies B0 nde eegivas e somam |

Exennpla 7.5 Considens o8 Seguintes veinmes:
i |

=2 i A e o e O
e=(Fo g ) (3 o) et h0d)

Enthio: & ndo & um veior de probabilicede, poss sus- tercoira oo
pomente: & negative ¢ 60 & ulm vedor de provobalidade, pois @

soma de suas compomentes § makos dooque 10w & em vetor de
probabiledade.
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Expmplo 7.6: (0 velos pdo nwhe v = (2, 3 &, 0, 1) ndo & witor de probatibidade, |
pois & soma de e componentes & 2+ 3459 0% L= 11 Contudo,
comi 45 componenles de posie ndo repatives, ¥ leen um tinlco
miilipbo escalar v, que # wm wetor de probabifidade; esle pode
ser ohtide de ¥ maltiplicandoise cada composente de ¥ pek Inversa
Ay som de s componehies;

de suas linhas & ¥ ]
megativa & o sema fas enimias em cwda linha ¢ 1,

Exemplo 7.7: Considers a5 seguinbes maliizes:
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(v wlo ¢ mateis estocistica, pols 3 enimoda me segundy linha e
terceira colum & negativa,

(i1 nde & mati? ciiocstica, pois a sema das enlradas ne segumila
linls nan & 1.

L) € wma mnalie .n._._.._.nn._.m._..u. pois cada kinhe & um vetor ge

probehibidade.
Pronaremess (veju Problemsa T.LEFL

Ema A& I sin matelecs astocisticss, enthe o prodole A8 £ uma

patri estocistica, ConssqGentemenie, fodus o poténcias de A7 sl
alnaes esiogdsiieas.

MATIIZES ESTOCASTICAS REGULARES

e finimsos agors uma clrsse  (mgaetanie de malrises esiocdsiicas, Cujis
propriedades serfv investigaday 8 ssgain.

Definigio: Lima mairlt estocdsiics £ & EE s bodas as entradsy
de alguma potdncia S0 positives.
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tem kodas entaadas positivas.

...nu!_ﬂ_-_ .80 Conghdere a matriz estocdstica 4 = m . Partanto,

|

1
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m Do (3 1) (s
o i & i

De fato, toda potéacis AT terd 1 e 0 no prmeisa linka, Jogo,
A ndo & regular,

Lol el =]

PFONTOS FIXOS E MATRIZES ESTOCASTICAS REGULARES

A propriedude fundemental dus matnees estocksinas reguling esti confida
ok Seguinte lrorema, ciuE proes cstd aldm dios ohjerivos desse (et

Tearemn 7.3: Sefn  wma mnirls estocistica regular, Enibo:

Gl Prem om dnica velor fixo ¢ de probabitidade e o5 compa-
nendes de ¢ oEA0 10dod pasitivas;

(i} As emtradug dap poténcias FF 0 de P conveigem pan
45 eistradng commespondentes da watny T, cujas linkas sio 1odas
gusis a0 velor fixe £

(i) Se p & qualquer velor de probabifidade; entde o seguéncia
de wtlonal pPpFt, g, comverge purn 4 ponto- T

| Exemple T.00: Considers a matriz estosista regular

Yumos determinar o vetor de. peobubilidade com dugs codie

ponenies, que podemus representar par £ = (1, | - 5} de i que
e
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Wi =) _ﬁw __v ot i)
T

Multiplicandose o lado esqoerdo da equaglo da mafrkesal
acima, hiEmos: i

ol ol x.=

Assim, 0= (%1 =4 0= (% §) ¢ 0 anioo vetor fixa de probabelic
dade de F. Pebo Teorema .__w. & seqlincis P, PP eomverge pan
aomatn T, cajas linhas si o vebes I

..._.. o
f S 3 _x____.ﬁ. 0,67 4
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Apresordamos slgumas dis poténcias de P paraindicsr o
resisltadn potma:
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Exeraphi 7.011; Determing o Gnico et fise de prebabilidede da madrie csiocislica
regialur £
o
I
0y
Determipemas um veidr de propebilidede com (s compansntes,
que podenias EplesiRlE pov

K\ __p__v..._..._.-..-E_nn._._.___u_.ﬂ__u:u::..ﬁ
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Mulliphicendua-se o Bado ehguende da equagii matrkcisl acima
e R e fes coprespondsnies. obiemos o slstoma

& U COpp

paj— 1T -

_ -
G 1 S Bl o |
1
Lok I i
.._+.|.'.Mk.ﬂ.u.u__. o k=3 = =1 au
H
R
IR S S | Et+dr=|
Asslm __l.n.._. 2 W.___. B
] T o5 )6 o dmice wotur Tk de grobabilidide
de
Métado 20 [etemminemas primesrs wm vetor Geo o = (o, g0 20 da matie 28
P! My
f o 10 oY o =
(% ¥z) __r__ a 1 =% ¥ 1) 00 ¥ bar f
I L
2L = a
-JH : -._ ¥ =

Rehemes que o sistema tem solugle diferenie de eere
pudemos arbitrariamente desigrar unt vulor parg wing das incogiles,
Bei = = 2 Faido, pels primetra equagka o= o ¢ peld Iedcelia
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equagit ¥ = 2. Assn, & = (1, 2, 2) € um ponta fixa do . Mol
lude mltigle @ & € um ponto fixo de P Porlento, midtplicamos -
i o ..m "¢ oblemos o dessjado veiar fixe de probabilidade
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CADEIAS DE MARKOV

Constderomas agien uma seqincin de ensaics caljos resulitados, xi, K1 o0e
sat|sfazem i seguintes proprisdedes
§i) Cada resaliade perizoce 4 wm canjunito finito da pesieliad i 2y, 2500
iﬁsian afEipure dor estados|do sisiema; 8 O mpltado do
T a tonfativa € gy dizenws que o sistema 56 enconin woeslalo @
no ipslante X

{iiy

3 cat par
& teorre imediatamente apds ter ooorndo .

A peovese sstocditico com i proprivdedes acima € chamado Crdeia de -
Markow {Ninital. Os nimeros gy, chamadus prohabilidades de [ratrpdn, podam ser
dispostog segubilo makrid,

fim /..
Py .____
....... . g i _
) !
/.?a. Pmi Porwe S
chamaida wardriz oo Frandigie
Asta & cadn estadvr comesponde & Rdsima linha (P, i o P A mmatriz
de tunblghn il 230 i, ENAG exze votorlnha representa 45
pioRabilidates de Lodos os possiveis resuttedos do proxime eniein, de forme goe @
wm wetor e probobilidade. Conseguenizments,

Toorems 7.4: A mutny de transigdo £ oda cadeis e Markow 4 uma malrii
estocislicd

Exenphe 712 L homem disnamente val g o {rahalba de careo ol ide deen,
Bupsnih que cle murs 10ma o e s segidkos; mas, s vel do
CRITE. pasd 0 trabalho,. no die segunis & o _u:u-m._.ﬁ__ LTESET I
Lo quanta de awomivel,
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0 espagn de estados do. sistemna & {eliremd, dicarro] | Este
Process ealocsticn & uma cadels de Markov, poi o icsultado em
qualquer dia _“_.n_"__n._.__nn ponenls do que acamlscey ne dma ardarsar
A matrie de transiclo de cadeia de Markoy &

‘i

Aoprimeira linha da matekd eooesponde ao lita de que cle
nanea foms o) trem disss vemes seguidas, de modo gue definiti.
vamenie wal d& carre no dis sesirde @k gue losou o from, A
Sepunde linha da matriz corpssponde 20 a0 de que no dis seguinte
a0 ot fol de careo, ebe vai novamente de carte o0 Loinard o trem
com probabalidades ipuas,

Exemnplo T03:Ttés criangak A, B e O estio arremessando, uma bola uma pars

Exemplo 7.14:

cuilTa, A sempre arremcesa & bols pars B & B osetipre arremesss 2
bola para &5 mas ¢ o provivel que £ lapoe o boda para & quante
para A Beja Xy o mefsima pesscd a-uremessar 3 hola: (espago de
estpdd do distema ¢ {4, 8 O] Bsta & uma <adeie de Markoy,
P @ pesaoA- que anmemesss & bola, vum dedo instante nio ¢
influenciada por aqaslas Qe 3 ETEMEEIEAM  ARIATIGIIENLE, &
matriz _“—w.__.m:.mam: da cadeia de Markov & represenizda shaiag.

A8 €
fo 1 oY
|

1 I |
]
T

Mmoo

n_.x_..

™
W=

A primeird linha do matrk corresponds e Rt de e A
sempre amemessy a bobs para 8. A segunds b comspoende an Talo
e que B sempre aenimesss a bola gars © A dltima sk correspoisde
aa Falo de qee C orremesss o bola pars 4 on Socom probsbdidades
aguais & o0 (K4 com g bola).

Uma escola tem 200 menines & 15 menanas, L estudante A
owleo ¢ stlecionado pars 58 subietor & win ccame de vist, Sej
X0 oaexa do dsimo estudante examinade, O espupe de estode
e processe . ostocdsiica £ Je{mache); SEmead ) Contude, dse

e S e L o U

=v,

Exennplo 7.15:

FROBABILIDADE DE TRANSICRO EM VARIAS ETAPAS

Aenlr

\
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processs nie o ume cadeid - de Marko, pols, por nmnﬁ_us, a
probabilidede de que a bercein pessod seja da #no Tecsiming. nic
dupinde apenas do neultade o spundc onsiko. mas famhém, do
el ez,

U lomem e eiconia: em sgum poiio misioo ne eixo dos %

comprecndbde uille 2 origemn @ o ponta 3. B cada vlaps sl _.._.___u.
par o ponto irediatamente § esquerda com probabibidads § = | - g
au para o peate imediataments 4 direita com 0 ponbd @ @ qssu._“
que wlejn no otigem 0 on no popti m Peste Ghtima caen Mm
ceminhard pars o ponto imedidlaments a direity ou & esquerda.
respectiarente. Sef N sul posighe apds n elapas [Esta @ uma
Cadaly de’ Markoy com’” egpign e estedos (0,102, 5, & 5B
matriz do 1ransigio

TR Bt B R
] O TR ¢ LA« s A
| rokr s . | LTS
2 NP
f2 3 o 0 q .n_ P
4 [ E RS A T T {
5 /a. A T TS B

Cads linha de matriz, exeeto 3 primeirm e a fllima, corres
ponde ap falo de e o hinom se mov Ao estada oy E.q.._.v_“....:_.u
agiey com  probabilidade o wolis pare @ n“_-Ln_._u urms_.uﬁ
probabilidade o = 1 - p A p tmira b corresp H L
que o homem dove se mover do estadd dg pars @ esladd. 2y, 8 0
ltima Tinha de que o homem dove 52 moser do estado gy e d
estoder dy,

gl iy ma i de ransigie Fida cadeiz di Markow £ 2 uEE.a_EuE —_ J
que o sistema passe G0 ostidn o pard o estadiy @, em uma giapa. &)= ;.

v ‘b s
Ciestde: Dual ¢ u probabalidade, reproseniads pot iy , e o msbEmi . paEssaT
e st @) pura uoostado & em exilamsnic R fEAs

dj =@, F @ |...uu.__._|.._q - iy

)
;
*

]




a0 PROEABILIDADE [Cap, 7 cap T Cadeims du Moy Ly
Assim 4 prababilidude de que o sistema pagse do u.:-_m_n 1 pars o
sstadn of em exataisale 4 clapi & m st &, s =% [ mics-
ma fares, .._ L i
o e 143 Xk
._um.___._u E' h...u_.___.”_...,mm_ ¢y - 6"

{0 segaints teorema respondd 8 eite qUestT: aqui, of _qm.n_ eatiics dispostos fia
mesma mateiz U shanaade menriz de tomspde 'em n elapas:

Kol Teotema 7.5: Seja P a metriz de translgio da cadets de Markov, Entdo s matriz
- _._h__"__-.E_lpm_uﬂ.n:u-uunum.mE.E.—n.i.&a._.u...n.u.,m_._n.—nmnﬁ.u._._-n.._m.
pink - pr.
Suponhd 980 ‘goe, em algem mefante arbitrdrio, a probatbi-
lidnde de’que o sisterna estéjp no estada & seja Py rEpECEEHIaMDS
essas probabilidades atrawes do’ vetos p o= (s i oo Pm) que €

Agora ssparhs que o primelro dis de tabalhe, o lomem |

o g langou um dade ¢ fos pant o trabalhd & garm somonie se acpred
ﬁ-...riz.. um &, B outres paavas, g = _“u___. ..w”__m W distribuaigka ie:
probehilidade inicial. Entdo

charmad distribuipfo de profabidlidate do sisloma naguebe jostante, = ar..a__._.. g
Em particular, denotemas il T e S a5 &l
(% P 11 i#1 b e ﬂm i, . g p) TSR
[ul - n.u.u i iy s = Py .v # ﬂ _|: f

& g distribaivo e probabilidede apés & dkas) sk 6,

k Bl
«._.__..._ h m n ___".__-v.l.ﬂ._.‘.

3 plarribuipdn de probebilidides mr e etgpa, s @ oo distri

husigio apts as u _sn.ﬁ_aw ctupas, Excrmphi 717: Considors 1 cuei g Markoy o Bxemplt 7,13, cui mitriz:de

arhitririo, enido P § a-deribuigio de probabilidade. do. sistema | i I
m etapa seguinte & pP" ¢ 3 distribaigio de probabilidsdus do siswma Fre ok __
npds 35 A elapas seguintes. Emoparticudar, | i

WL E
j : 2 /
TR T g T e Lt L F 2

Vale o seguinte learei: | traiisidlo &
i &k R
Teorema T.6¢ 5S¢ Fa sl de fransigdo de ume cadesz de Markoy, Se p = L) & _ n
& deirlbulgio de probsbifidade do distema e slpum isstente b AT A e 2
|

i D

Supinlie gue © fik 4 primeira possoa 4 receher & bola, st '8,

Bxemple 7.16: Consdere 8 cadela de Markoy do Exempla 7.1, cuja matiis de 0 _ 0, 0. 11 ¢ & diskribukgo de probabilidede

Iransicka & sapariha que g
[} of wilciat. Entin.
i ___.\_._ d,.,._ _\5 | n_......._ NS
b L alib o lodr = fn G0y |00 0o _"_u.l_c_
o 7:7+%
T L
N o] i i
L B
Augul i represents o estado de by pars o tabatho B trem e o de oo
de carre. Palo Exemplo 7.8, __._.._.._ : nvz,.__
A 4 b i 3 | 2y
0N wrpn-(3a) 0 o 1 (odd)
F= gl . _ __ 1 | = | __ e ; _ / %
A M- o ) 4P S W S { ety Ny 7 0
TOLAAE W is e L !
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FPROBABILIDADE Cap. 7 Cap! 7l Caduz de Markow (L]
Assien vemes qus & ofgito Ao estedo Inleial ow Ja distribugio
[V | _u...._ Iecasl do o process  desaparsce nE._..::_un o nimerg de elapas
E ) e Ty Tl felt U S e O FmEni, /
ey m_u_u.u_ Brfend __ m,.:fﬁ Além disso, toda seqiéncia de d rohabil i
1.4 n_\_ ET a0 welod | i
S distribaipay estaciondriz da cadeis de Fllarkoy.
tuam, depoie de e arremessos, o probabilidise A que A tenba Excenpho 7.19: Comsides: 8 cadeis ..r_. Markow do Exempla 7.1%, cwja malns _2_ ”.
4 bl m*.nnﬂﬁ_m tenha & hala mH. LA ipEe

.u.u.u.ﬂ:h.n.__n_.____:uda_mm“."

T 1 Ji
Lot S I S

7

] =

u

Pl Exginpla 710, 5 anica vetar fike de probebilidade da matfis;

i1l ; agiin & (5. L) Assim, apy um nimern suficientmente grinde
2 r.‘.__“-..”_._q A0, 20 00 : ¢ diss, o omem iri para 0 trabaliio de trom com m;_u..”_-_x.._m_ﬂwn_h.
pHl= pliip 2, Ipg 0, 0 00 ._m ¢ iri pera o trabalho de mitomdwel oo probebilidade 50

- Exeenplo T8 Contitlers o pasicio aloaldcio do caemplo 715, Supenba que o
g homeim couneya ne ponte 2; encontee o disiibuicio de probabdideds

“apon’ 3 elapas o ks A elapas, ssto. 8, pt g gl Apura, _u___.._. n
: = Al 0,1, 0,0 0) € s distiho micial de probahilidude. Enfde,

. plha gl p - o gt e im0 3t 0 pYY i Exemphu 7.20: Conslderé u fudein de Markov do Exempla 703, cuja matsis de
¥ t -H
i M= a0 < 2 0, gt 4 SptE 0,37 4+, ) i et
3] : |
._mwm : ﬁiﬂ.ﬂ? upds 4 etapai, wle estd no orgem com probabilidade | 4 8 C
bt * i ]
mﬂ» T ¥y T Rl U
.-... 5 {
ww F= B _ oo
1 -
| DISTRIBUICAD ESTACIONARIA DE UMA CADEIA e\ 3 0
~ DE MARKOY REGULAR ks
Supantiu qie ama cadels de Markoy seja regular; B, e sua matriz de | Pula Biempln 7.0 1, o dnico wetor fise do probabilidade da matne:
| dmansicEa ® sefo regalar. Pebe Teorema 7.3, 9 seqifnciu das mutsiecr de tramsigho Pl *.m M 4, Assam, apds um ndmero sulicien tomenic-grands
| B A Etaped comeerpe para s matin T cujes linhas 550 igudis a0 dnlco betoe (i deetopas, o bela serd angada parn A coiy grobabilidade 00 ¢
o Mo probabilidade, ¢, de 1 porlanto, o probabilldade l_q_.: e que a osorme pur um parir B e O o - probatilidade 0.4
a suflcientements grands independe do estada infclal o, ¢ ¢ aprodimslimnente igesl L
A-compancnte & de o, Em outra palavris, }

d_ ESTADOS ABSORVENTES

U estudo @ e ung cadeia de Markoy ¢ chamado kb [ o slstema
permniiece. i ot @y wmi ve gue este tenha sido visitado. Assim, urmn eslado &
& chumsdo whsarveidle s samenie s o fdsima linha ds matriz de transagan, F, .nu._F
Tavoy s nieas posiches, | diggorn principal 08
a8 e raddas () - daze s Snn bl

Teorema 7.7: Suponla que o mairie de iraesicie P de o cadein de Mat ki,
sejn regilar, Entde pars i suficientensante gande: o prodabiidude —
de que qualquer estadd @y ootid, ¢ aprosimadasnent foaal a
dorrespondente & do Gimce vetor Fixe d probobilicdade, @ de P

5

pEmE todo [ ure mairiz A = ddy | H-quadrada f conslituida
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Exemgpla 7.20: Suponha que a seguinte malnz sefs uma matriz d2 ransgao 8¢ uma
codeia de Markay:

e

o i

P = iy
_ &l

2 !
g___..._“_ 0

Os estades o, ¢ 0y g0 absorreides, pois 3 segunda e quinia
linha, f#m um 1 na disgonat prineipal.

5
|

|

)/

FETE A T

2
= Gal—@

o
=T =T = T

(R L - e

Exemplo 7.22: [Fassvio aleatério com barreitie absorventes.) Consider o passeig
aleatirio do Exemplo 7.15, stndo que sgors supomes que o homem

ﬂﬂﬁ&:ﬂﬁﬁqﬁuﬂn&_ﬂ _._nq h_”nﬂwﬂn a iz di :!BMW&HH.EMEH
fL P TR Pl L R F
a ___.5_,_;_ 0.0 0 0 .0 ,...,_
4 ___ P e et T S |
0

g D g o il
&y 00 g o p 0
@l 0o b o o0 op |

{
i€y _..fn_ 0 o ¥ D ..._._,.m_._..

Chiamamos: este provesse de paweio abeaddelo com bameins
shscrventes, pods o gy & 0@y B0 estadas absorvendes. Meite cuo,
" represtnia @ probabiidade de que o homem slinja o ssladp o
no mdximo em hoetapas D mesma forma, g pratenta o
probebilidads de que el slinf o estado o, na maxima =M etapad,

Exemplo 7.23: Um jogador tem x délares. Ble aposta um délar por vez, & ganhs
eom probabilidade p o pérde com prohabilideds g = 1 - p. A partida
termeny - quando ele perde toda seq dinheito, isto £, estd com
& dillares: ou quando ganha V — x délares, isto 6, tem N dilares.
Este jogo ¢ intico a0 do passeio aleatdrio do exemplo precedenie,
exiElo que agul as barmims ahsorventes she O e .

L n

Exemnplo 7.24: Um homem langa wma moeda nio vicida slé que ocorram 3 carss

#F
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sucessivamanie; m&.m...g.._ = k s, na r-fsime tentativa, & QllEmagoroa
ceofiel nE (0 - Kldmma tenditiva, €10 ¢, X, cepfesenta 3 maior,
seq@encia de caras (s da wdsima tentativa. Ese prostssn & uma
cadein de Markow com expaso estado {ag. @y, 83, 93], onde &
sigifics que a ssqddncia de caras tem comprimento 4 A mabriz;

e transagdi & |
Hp M) Ty iy
a ____ 11 g
q_ _ 207 30
ity _, Lo o i}
a __/ o o o @l

Cada linha, éxceta a (ltime, coresponde e fato de _-E i,
mglidrca de cams & interrompida pefa georméngia de usa G U
& gumentada de 1 pela ocerénca de nd cata A odtima linka
coreiponde a0 faio de ge 0 jogo fermim, se [rR8 CaRsCRID
phtidas em sepsidd, Note qe= ay § um estsdo absorvente.

Sein @; amo cstedo absorvente de ums chdein de Markoy com ﬁ“_ﬂ. de
iransicdo £ Entfa, para § # §, 4 prohabilidade de translghe em fetapas e igual
8 [0 qualquer que =235 n. bt &, todls poteccis de F tem wma enifidi ikl & penianio .
F nfo & regalar. Assm,

Teorermns 7.6 S¢ uma matriz estochitica £ tem wm niners | na disgonal
principal, entBo  ndo & regular (a2 meros que P ard mslriy

1 An ’

PAGELEMAS RESDLVIDOS

MULTIFLICACAD DE MATRIZES

f1 3.y
11 Sepw=f{l, =2, d)ed= __ 0 2 F] Delermine wA.
e b

O produte do wior & com irds componentes pela mitrie 3K 3 A é
ainds wm vebor com 3 compomented; Pars obter o peimeico Somponemte
de wd, mudtiplcamss of elementes do u pelos elementos comespandentes da
primeira coluna de A 2 somamas:
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u.r_/_

Re 2 2 m.__ mlel4f-2) 0444, , )
{4

b
oy
i

L R gy

Fara obler o sepunda componenite de iwd, multiplicamas of elementos
de w pelos elensentos correspondentes da segunda coluna de A & somamos:

/g
%_am J-:q_uiﬁfa }=
|

.,..,a
= (17,3, }

Farn abter o terceirn componente ¢ wd, multiplicamos s elementos
Jde b pebos elomentios correspondentes da terceira colins de A & Somamos:

LA Y
Ay __ a 3 "_ CR IR ER R R R RN
e 6/

= (17, 3,13

Ou seje, ad = (17, 3, 13).

Eiz . y -
B va s Q um x U
U Deteriming (i} A8, (6) Bd. '

(if Camo 4 & 21X 2e F@2X3 oprodute A8 ¢ ums matriz 2 X 3.
i Para obler @ primeim linha do. A8, maltiplicamos cs olementos da
ok primeirs linha {1, 3) de A pelos ebemenios correspondentes de coda

,, S _@ _,MMJ ¢ ﬁv de ¢ somamos:

G AHD -
- (B8 Ebinen et ol

Fa

214343

i g

cp. 1 Cadaian da Mlarkey

Para obter o mgunda Hiha de A8, moltiplicamos o3 elementos da
seganda ligha (2, -1} de A pelog elementos corrsspondentes de cada
solupa de B @ sOmMEMDE:

) (1D

4
5 _._.p TH{-17+3 T.0%(- :_ (=2} 2-{=41%[-1}- mv
i =B 4
SR T Sk
Ll (VI Iw
i O AT

) zn_vnn__.ﬁ.m____mxﬂnammxu Como “os piownos imternod™ “:_u
a5 0 hpaais, isla 8, & nimers de colunas de B oo & lgead dn
nimero de lighes de A, o peodutd B4 ndo ¢ definida.

.__...E_:- ﬂ._.,, wu F_..Euan__:m_;__;,.

0rs A_ Hv
4 -3 4 -3 !
IETa e _L;quuu"___._a LV
E _:L__ L L N o W R

2 F _ ! 1*
0 A= adie | D i

_1esrem L2 :__v-m,; a0
_.1 BT84 T_:_: o 0 -&7

iy A% =dd

VETORES DE _.sau.auu.n.rumw E MATRIZES ESTOCASTICAS

7.4  Dos wetenes abalio airhn#_nﬁ_mn?ua.g&'ﬁq
i1 1 _ L1 1
(1] _..._rm.....-.. u. Al vl WO mq”_

’ 1 Al
A lid) iﬂmw_ﬂ_._u_m._u.v
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uais las sepulnies maliiies sfo malrizes spoeisticas!

PEOBARILIDADE TCap. 7 Cap.
U wetg & wm velor de probabilidade. s sous componcntes so i T3
nugatives & somam |
{i} © nEe & um ovetor de probabilidade, pols Sl lercein componente €
-._m.ﬂ.._.__.i.
(M1 v e & um vedor de probabilkdede, pois & soma de SRl compoRentis
& maiar do qua |
(i) w & um vetor de probabilidade, pois suss comparentes 50 no
negtives @ somam 1.
Midtiplique cids vetor por i escalar spropiedo pars obter um velor de

i i E g - .
¥ 3 3 ; ECT
Iy A= _ 1 o 1| iy B = __ _..u El
Vg 1 %=1 k]
__._. | _..._/J ._... il |._ _,.._
1 2 2
[y = _ e {iW] D= _. ke __
_..fm ] .._._ oA 4

proabalidade
A2, 1,0, 23,
(WY (30, =2, 1k

(4] 9{4,0;1,2,0, %),
fiy) A0, 0, 0,0, Op

(iy A suenadid compooentas ¢ 240 £0 43 ¢ 1 = 8, poriantn, mudlipli-

SReE o vetor, o &, SGAdR componenle g

L pama ohter o vEloe de

kahilidad ! L3 a
prakahi uu_...z._.,_....._l.m?
(iip M speris dos componentes ¢ 4+ 00 & | 0 2+ 0+ § e B2 portanio,
maltbpligpmns o wotor, 80 &, n:ﬂn ﬂ_...._.__ﬂ_u.._n.n___n poe m_l_ pari abter o
Wi A RERT 1 Hir Mol EC R ;
vedor de produabalidaibs q___ oy TR 0, b K o

(ai} A patmelen camparente & positiva e a terceire e negativa; poriania,
& impossivil mustiplicar o st por om escalar g forman um vetor
Gl eompementes ndo. nepabivas, Asim, feihaim maliiplo escalar do

vetor & umn weion de probabilidads,

(ovh  Cada mikiiphe gscalar do velor nubt § 0 segor pubi cujos compoantiles
sommmam [, Assim, nenham i iph do veter pulo & wmeovebor de
probabilidade.

Encontze am mistiple de cada vebir qie stk um vetdr de probaiilidage:
£ _.d .r-
(% ._“_.u.u,._ ] mc. i

L)

L3 . _..M .?. ..._
Multiplicamas  primelfamanle Gkda setor per um cscldr pai que s
:Muﬁﬁ..i_snu:..:_._iuu

{i}

| b

Lea frd

(i Primedro mubiplicanios @ velor por 6 para obter (3, 4,0, 12,5), Em

Em:.hu, milliipliamos par T =_.+._..u T .____ pura whbler | ,_,m_ .
_._.W i Joque @ um velor de prodbabilidade.
(W] Primeins multiplicames o vetar por 30 pars obter (3, 20, 30, 14, 25}
3 . w

Bt multipheatins pOf T 5033y = 97 PR O 60

E ) gue & um velor de prababilidade.

L 2o

(i1 A ndo d wms matri estocdstica; pole ndo @ ams matim quadrads

(i} 8 nfe & s malne esbocistica, pois B s0mA dos componenize na
it tinha & maior doogque §

¢ wind matre esocsiea.

[ s ¢ uma matez estocdslica, pols o enirada pa primein linha
sguiidn colana & negaina

[ My N
f \
G d = | fy b 2 " e i estocdslics ¢ w = (i), dg, B um

LT T R

vetorde prishabilidade, Mostie que pd 8 tambem wm velor e prohabdidade

_..__n_ ny _.._x.__
Gl = {1igs g, Wak [Vay B e ] &y Fowgay o Had
...{.n.. [ A._..._.

ity % bpdy voiiaby Rk WEy ToEadak

o a5 W d By @ 6 ¥ g negativoy & 08 proditos & somes de NHMmeTas
A pegalivod B30 NED megalivos, 35 compUneiics de uA §fp mio nogalivas
comie desejrinos. Porlante, precisifos apends mastrar gue 1 soana das compo-
nentes de i € Lo Rqui ugamas o fato de gque wy toas b Wy, o+ b A
ag+ byt e B mst by oy =0 dguatsa i

Fuzdy d i@t riahy Frighip 4+ aghy ¥ ey ¥l ¥ ppcy =

= s b o) bty S+ ogl 4 a4 hytigal =

.|_:._+2u._h__._._h_..__+2._+=._|_
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7.9 Prwe:Se A= (aghé wmE matriz estoedatica de ardeim 8 1= (o M s )
& umowenor de probabilidade, enido wd & fembén em vetor de probsbilidade.

A prosa @ semelbante & do problems seima pars O ekt e g o= 3

.__.. LT Oz i .,__._
( Wy d13 - Hin
A =y, Wy, _wi_
!
LTI T Yan f

= iy toagiy * ot E:n_.___ P My Fpa ® lizdyy ¥ t gk, -

Wy & Mydin + oo # ligdan

Comen os 2 &y sl fdo negativit, ax componentes de ad &o tam b
NG pegdlivas, . Aoam, someme precisamos provar gue 3 soma dos comi-
nemdes de wd & jpual a1

iy gy B R gy gy b b gt

Rt T T [T ol R N 1 T T YT i T S oy

Fiaglay boagy o FagghF o Bl Fagy it ) =

=g e T oy | =g E gt g =1
TG Prove o Temema 7.1 5 4 o B sd6 mafriies estocdelseas, entin o pecdule A8
& ume maind edosisica, Porlanto, lodas s opoifacis AT s naisiees
S i 8
A idmma linha 5 da matrly prodube A8 ¢ abiida ol ultplicacio
da -dsima linha xy de A pela mairie 8- 5 = 58, Como cuda Fid mmoveRor
de probabllidede o B ¢ ame mutrl: cslocastics, pelo probbema amesnar, 1
& também um vetor de probubdidade. Portanto, A5 ¢ uma mal riz o8 ooisticn

AT Proove; Sejam g = Gy, pa. o, e b wm vetor g prababilidade, € T uena mairiz

cujas binkax o toedes Gguais s0ovelor £ o=, 4, T, Entifis p¥ =1
_...._.—u._.___: i Fatie .a_n LT +._.u.u + My = [T

PU AR P )

ap. Tl Undelaa de Mokow il

= (podptpahi % ot Puf Pebs # Pale ¥ Lot paly,
Pl # itglm oy F Db =
" Pl Gt P B M e Pt Pt Py W)

0 I TSN T PN U 9 S 1 e o, R

= {0+

MATRIZES ESTOCASTICAS
REGULARES E VETHRES FIXOS DE PROBARILIDADE

TAT Enconire o dimeo veior flee de probabdidede da mainis estockstica regalar

i i
i oz of i
) g i ¥ ool i engde 457
.p:u ]
Peecisames de um welor de probabilidade 1 = (2, 1 - ), de meado gue
Al =
AN
fxvdzaf | % _“.._;._ - %]
F R 1

Muiliplicande-ze o lade esquesds da o equagio da malnz scima =
iguulundn = comporsentes  comespordentes  obiemon a8 duss equages:

__uln L] W e
fes ek hseim, p=(%
olvende cada squagde, chiomas o =5 . Assim, f = t - 1 a
welar desejado. ]

Para wvenificar & resposta caleubanos o produte o4

_|._ i b
L -fm_.q_”_ﬂ_,.iw/._-__m:_u_
7/ +

.WHI.H: ¥al] sy

| s
-

1
=
&

=

Aot A tende Boematrlz T, cujas linkas e 10085 IEEE S0 vel0)
fixis T}

o e

_r...
|
/
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FROBABILIDADE [Cap, 7

Mastre que o witor L o= (b, @) ¢ um vetor Fxo da matriz 3 %2

__,u____...u P ,_

LS I =

Use 0 mesultada de (i) para enconirar o anice velor fixe de prohabi
Ndade de cada ma das mutvizes abainag:

V3 G | 3
i3 u./u = \ s _x:..._ e J

_.
X h_f_._ Nes o2
frewi @

' = &, arh __. | =l -l ol ab b - ab) b glew
o =0
Fare (i}, i = :..m"_ ¢ um veber fing de A Multiplicamos o por 3 para
obior o vetoe fixe (3, 2F d¢ A4 que oo (o (mybes EniSo mudl-
plicamcs (3, 2] por ._J..m T para obter o dnico vedar Tixg  de
probabilidade desejada (5, 2
Poa (1w = {5 .
& parm bt i volor fixa (4. 3 ¢ entio multiplicamns por
pare obier o dnleo setod fixe de probabilidade _W.Wv

[ o

Pu._ d um vetar fixo de 8 Molliphicamos u pos
| |

S

P ik, 0 = (DA, 031 & um vetor fiso e O Fortanto, (8, 3y e o
welit de probabilidade { $ W ) sio tembem v lixos de O

Tl4 Encondre o Gnice vetes fixo de probabilidade da matriz sstocastio regular

Métada 1:

e

Procuramios um voter de probubilidede ¢ = (x 0 1 - 4
i gl 1=

= 1], the

;

i
/!

El=x=y) _
|

b

LT
(=R

=

Cap, 7]

MEtmde 2
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Mullipiicamas o lado esqueido 48 equagio matricial e,
¢ igumlamos s componentel comespondentés para obder o slitema
de ints equaglies

®
2

b | —
-

1]
=

1:
2
LT
i —k=p =y
I I
ol TR
u
r-yp=0
I+ dr =4
ixterc=4
Escolf diss qualsquas - ds eqaeghes e resolwn pars 5 ¢ p,
ohierdo x = _I+_ o= w - Verificamns o solugie, substitumndo & ¢ ¢
na Rewcein equapkn. Coamo | - 8 - ¢ = 7T vetor fixode prohabs
lidade desegado 4
o
R TR T,

Procursmos qualguer vedor fixe o = (x ¥, £} da- iz P

L
¥
]

[ wz ={x, ¥ 2D

] — redl—

1
L )
Sl s Ry

Multiplicamsis o lwlo esquerde 04 equasie mabricial scima,
¢ lgisalamas a5 cofmponentes correspondentes, obtendo o siitens:
de Irés equugies:

|
S ol A
R




Cap. 7 Caduita d¢ Magkoy A

el FRUEABILIDADE [Cap, 7
e _ P temde parn 3 matriz T cujas linkas 8o iguals an vetor fiss de £ o
x-p=0 _ x\ i & 3 f._. .....
&~ = _ fw W W !
¥4 L -dz=D el e N g
i L[] [[] [[] ._
Sabemoe gque o sistema tem wma sofugio difereite de s, _._. dm_. __"___._ W e
porianio, podemas atribuer arbitrarigmente G valor pars um dos e i
elementod dosconhecidos, Fonlia ¢ = 4. Entéo, pela primiis egqua-
5o, x =4, & pela berceim equado, ¢ = 3 Assm, w |_.I. 4 1) é 746 Set |.|._. i, _w . ._n 01 4 um wetor fino da ptsiz estocdstica P, por e
; um vetor fixo de @ Multiplicames o por o5 +.._” e TR T mhteEmes P o & negular?
] VT P T . ;
f=—= =g iy e £ 0 vetor de probabitidade ¢ {amb£m Se i tegular entin, plo Teorema 7.3, F tem uin dolee vetor fixo de ol

prababibidads, cujas compenentes sio Lodas posiibvas Comp &8 G poeenbes N

vedor [ixo de P
du veloe fiza de probabilidade dade nio sfo todas positivis, oo pode ol

7.1% Encontrs o Osice vetor fixo de probabilldeds da meirlz ssbocdstica regular e ripilir |
ik
- o
Foooa ey : i
f Bt TAT Gk i seguindes malrizes eloristicas 30 negiklares? i
P Linboiy ) i
\o 3 4 ! j B P A
/ LI ] i | 1 ot
’ (i) A= (lip:gm | Lok
A que mateict tende 77 ._f_u_ _x__ ...z_ _”_x_. -
Procuramos primeico qualgeer veton Tiwo o = (x, », 2h da matek £ "nm..m.
; \ . " T . o o 1 i)
_..q o b o-oeh ____. PR TR | :
1 "= I I - | il
(% 3} _ W _4 _ﬂ __ = (% ¥ 2} : (i) = | o 1 __ (i) A el bl
\ . F_ . |
1} 1 (] = = W (1] 1 0 fig b
f.ﬁ. = M.._.... r H __\.‘. . _,..f \_ il
tocistics ¢ Tar, HiR potencia a0
Mualtiplicamas o lado esquendo da equaghks iadncil e Iguslemos & i , Er“::w_un__ﬁdﬂan_““ﬂr”s:.w”uq i i ek s f 2 £ i
counganenles sorrespondentes; obendo o8 sistema de tnés ciyuapies: . ) P ;
| ) (b} A nsod regulsr, porgue existe um 1 na diagosad principal {na sgosda
Zy =z p= fx b= b i limha.: /
I, P e T (" ; £
xEgpFaray onf Gyt dprd: =y au { Getdz= 2y T - | = = manghy identidade | 5y
» 4 __/_ o \__ L RS v
1 1 . i P}
SFazE=d T yuiz T T A I P
i k] B= | | i | = ﬁ | =&
; 7 T Lol
Sehemos gos o istema Tem ume solegss difcrente de zero; porianto. d h !
ode ibaiz i nte ks 1§ desconhe: -
w_aaaﬂnhﬁ.ﬂ”._q_._.r..”_ uxq":_"q“.__“”_.._ﬁ.._ﬁrcn._ _,_.“..__m““mq_“._.:U__._...“:_.»E..."._nn_”n__._. ' ..wa?_.”h_.”_r ! Az, cadi poténciy par de & 4 2 malriz whentidade [ e cads priencm
: ' » s g il 5 impar de £ é o mutriz B Corgeqientemente, cads poténcia de & 1em

equagsa, 2 = 3. Assgm, o= (1 6, 3] & um vetor fivo de P Como | F 6403 = g P e e e
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(i3] € mio & weguler, porgue existe um 1 pa diagorsd principal

! ety 4 oa
i SN 3 fizia X A
Rt T 3_ [ 3 4 B
) B ___ R T v A __ R
| s e VoL
b e T \ . VE OTe iE

Como todas a5 entradas de 7 o poitives, 1 € regular

CADEIAS DE MARKOY

T8

L

O hiabdres di estade de dm estdante &io o segpintes: s estuda ama moite,
tem TE de cerlexn que nie estudand no poile seguinte. Em contrapertids,
e nio estuds wma mte, em 60% de cerlera de que nie estodard Ltambém
na moite spuinte, Com guo fogiéncia ole esfuda puma sogiinela sufichnte
mente grande de dias?

Og gatados Jo ssbema sdo § (estodad) ¢ T (ndo catudar), A matre de

tanmcia & 5 7
R {03 02 ,.,_
T h04 06/

Para descobiinmos o que aconlece no (inal de wm nEmeno suficlents-
mente prande ¢ diss, devemcos detorminar o Gnico vetor (o de probabili-
dades + de P. Pelo .w..aa__ﬂw- T3 w o= (04, 07 & um vator fixd de P
6 ussim, 1= :_.m. 7} & o wetor de probabilidade deschido. Awsim, apds
i nikmeero suficionlémente grande de dsas ele estuda m*.. das veres

Um pictloge fax o sspaintes amentamentos 3 respeite do comporiamento
de camundogos ubietidoe a wm programa pasticalar de alimentagio: par
quabquer enmio particular, B00% dos canvandongos que s dirigicem para a
direlts 0 experimenio” anterion, se dirigisio parz a direits neste ensain, e
G0 dow que = difigiram paa o esquends no experlmento entorior, s
dirtgirhie’ para & direlta. neste engaio, Se 50% se dinigiram para a direlia no
primeirg endain, o que poderia el prever comi respelin (1) ao sogundo
ensain, (il) Ao tercedre ensaie, (ill) 0 a0 miésimo ensaie?

UOs estados do slstema sdo & (direlia) ¢ 0 (esquenda) A matriz de
transigdn &

R f A
e Fos 02 ,,"_
L ___,Em_ 04 )

T.20

- ] Cadriss de Sarkoy

a7

A distribulgio de probabilidade para o primeiro emsaie & g = (0.5, 0,5)
Para calcular o distribuigio de probabilidade para g slags smguinte, iio 4,
o sepundo ensaio, multiplicamas. p pels mainz de lansigso P

__\E_ o2

_.E.q._“_.u,
\06 04 )

(05, 0,5)

Assim, no seguado ensalo, ses previsio & qee 70% ded ratos o par

a diseita ¢ 0% pars b csqeerda. Para calcudar 3 distiibusgdo de probabilidadis
dio tereeirg ensaio multipligue 2 do segunde por &

m (1R e
{07, 0,3

= (0,74, 0,26)
o6 DA

Asslen, no fercsine endso u previsio & qué 4% dos rates irdo para

2 direita & 26% irdo padd @ csquerda.

A distribaiche de probabilidsds pars o milésime e ¢ esgncalmenie

a distribuicio de probabiidade entaciondria da cadein de Markow, islo ¢, 0
fnica velor fixo de probabilidade ¢ da matriz de fransigia F. Pebi Probiema

.13, 0 = (0,5, 0.2) § um vetor (o de e, portante, £ =03, )= (0,75, 00280
Ele prevé que, no mésime unsaio, V8% das camundonpos i parz a dieila o

& 25% ir¥o para 2 esquerds

i
(I :
Dada’ a nalriz de transgdo de _wup_ _unn_.s distritsigho imigial de

I 2

prababilidade pl*) = ( 1,2}, defina o calculer (1) pl3! Ciid £ 00 g0
fid el 8 o probabiidade de pamar de estado s, pera o cstado g em

trés ptopas. [sto podé ser obfido a parlir de matriz de transigdo em
tebd etipis pF portanto, calculemes prmeing g

PR I TR .H o
we{a 1) wela _|,,_
N W iR RS

¥ Fi L}
Entdo i3, ¢ & atrada na stgunda linha ¢ primeira colina de P

7
E.“. ST

Ero el 1e, T
P

=

Rl

e

=

eite
BEs,

.
o
Ah sk

-.:'ﬁ‘.f,?i

(=
s

phE T

2

s apeiiel S

T et




[iky

[l

hilidade inicial p® = Ah 0, 4 +1. determine: (1) pf2 e pl2 Uy p'F g gl

FROBABILIGADE [Cap. 7

Pl é g disteibuigo de probabilidade do sistema dpis 3 wlapas lslo
uu...._._u ser abdido calemlandose fucessivamente ._u__“_. __u.u.“_ & entin __...._.u_.

g gletp o

_1.:._ 1._.__u_._u. =

st

[ P
i ___1__.5

Entretunto, como 5 matriz de transicdo em 3 elapas P ji fo caloalada
om (i), _ﬂ_:_”_ pade também ser obtido como e

153 -4 : _.

AN & a probabilidade de QUE 0 PrOCesio esedja no ostade o aphs
3 ctapm; & que 2 segunda compoaente da distribuigdo de probabilidade

h._u.— ._q__“__ ._m.
FlS T
kel ot
| |
721 Dada a matriz de transigdo P = __ " _u a0 luea dEstribuigao de proha-
- |

__._._w L] ﬁ_ ._..

(i) o veror g que n_.,"_:._n _n_“:u._ (¥} & matriz & que tende B7

{1

Caleule primeiro & matrie de tianuigio em disas etapas 2

—
e
i =
P
o
ey
T,
af=
oy
“x,
FN
i
-

R
|

T

=

[

=H]
[
PR
k| =

o

| =

o |—

-
=
o=
o
ot
e
e
|
.

-

Gap 1|

{1}

Liid)

{iv}

Cadipins dan Markow b i)

Entdin _n__u.._ = ._.. a _n..“.r“_ =01, jb gue ssfes nf@imera correspandem &
entraidas em .

Para caloular ._u_“-“.. usé & matriz de tramsighs P g distribulgis de
prohabilidade iniciad ._p_?“.

#o i s F

12!

|
Pl _“E_uul__.m..m.._u_ ¢

Ji qee g% @ tercelm companante de gttt gl - N.

Pelo Tearema 7.3, p™'P" tende jo dnico vetor fixo de probabilidade
t de F. Fara obler ¢, primeire delerming algum safor fixoe o = {x, ¥, 7

£
\

_ =i, ¥ 0 o

2

Deetermine qualques sodugo positiva do sistema de equagfes wciifa
Ponhae 2 = 15 entdo, pela’ tercelrn equagko, » = 2 e pela primeira
equagio, ¥ = 4. Assim, o = (24, 1) € um poato floo de F; de n.__u..__n_
que = _“._““...ﬂ..“.r Em culsas palaveas, gt0lpn .n_.__.u.nu._”.m. ¥ ...

_-...\..D

s |
b [—
B
1}
-

3| —
Nl

(. ¥ 2) _ +
\

%

o
Pt

P2 tende para 3 matriz T, cujis linkes afo cads tind o vetod (o
de probakilidade de @) poftanto, PY lends a

....
e i

4
o |
_m
1

1
S

e | ]

i

=1Ey
e

7.23 O territhrio de um vandedor & conslituido de trés cidades, 4, 8 ¢ O Ele
nienca wepde na mesma cldade em’ digs sucessivos. Se vende na cidade H,

no dia seguwintd verdy na cidade §. Contudo, se yende em & ouw em o O

enffo no dis sepuinte & dugs vewes mais provivel gue ele vemda em 4 de

Qe na cutra cidade. Apld iy nimers sufiientements prande de ded com
gae fregiéncia cbe vende om <ada wma das cidedes? '

i
-

:\.-‘!,,_. i

o e

b
[
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A matriz de lransigio do problema ¢ a seguinte:

ol
]
i

r"l
L S
T

o

=1

——

Procurgmos o @rice vetor” ko de probabilidads ¢ da matrl P
Deturmine primetro um vetor o qualqeer, & = (x, F, 2k

AR TN
fooa =,/_ T,
I
{x. ¥ 1) __ “ L Lu_ _M_T...v...u”_ an ...._Wul_._
|
1 1 ! L
/H i et

Ponkia z = |, Entio, pels orceitn aquagho, » = 3 ¢ pela primeirn equagin,
k= m. Adsim, u = _“.m. 3, 13 De mesma formn 35 = {8, 9, 3) & am velor
e de P .z__.._“_n_ﬂ___..m_.s_n...un 3u por _.“_lT_,l - m.__w_ ohilemnos o vetor fixa
de probabilldade ¢ = (2, &, ) = (040, 045 0,15}, Amim, wpés um
pilmere swhcientermente grands de dias, ele vende 4055 das veees no cidade 4,
A5% das vezes em B e 135 das vezes em O

Exliem duae bolas braocas em ume urna A € 3 vermalbes na uma B, Em
Gadd slapn do processo wma bela ¢ selecionada de cada uma e as duss hodss
selecionadas sio trovadss de loger. Seja a; o mimero de bolas vermethas na
urna 4. (i) Encontre a matnz de teanslgdo £, (i) Chuad & 3 prohabilidade de
que existam ! bolas vermelhes e ums A apds 3 etapss? (i} Apbs wm
nfigere sufickntemente grande &e elapss, qual & @ probabilidsde do gue
exztam 3 bolas vermelhis na wma 47

(i} Exisens ii8s estados, @y, 2, e oy descriles pelo seguinte duagrams:

3|2

A B 4 B A #

1k iF

O Tl

S

.

Lag, 7|

Cadaizs dr Maglioy 31l

Se 0 alstima esld no estado v, entEo a hole Brancs dive ser mlscionada
da uma 4 e 4 bola vermetha da wins B, de modo gue o shiema deve
% mover para o estado 9y, Conseqiicntements, @ primein liha da
matriz de Leensicda & {0, 1, 00,

Swpanha que o sistema estd no sitado o . Este pode se mover para o
eatpdo 8y % & somenle w owna boda vermelha € seleciond®a 4y wena 4
€ uma hala brancs do wine & & probabllidads de qee Sto ocorm £
.hu.. w = .h.. Asgim, pip = ._w' 0 sistema ._..n..__.n s= mamer do eitedo o
para a; s e goupente S8 aing bola brancs & slecionada da uma A &
uma bode vermelha da uma 8; a probabilidade de que istoy Deoara &
.w.w. = m Assimy fryy .._m Consegiienbemente, & probabilidade ds
Qe 0 sistema permaneca no eitado @ & py o= | |w A ,n.l.m.
Asim, 2 segunda linha da maire de transigio & (1 1 L) {Nowe
que @y pode tanabém ser ohtida da fate de que o sistema penmancce
noestila oy se uma bola anca £ relireda de cade gma, com pre-
habilidade p =4 & =L o uma bala vermelhe & reticada de cads

uma, com probabilidade 4 « 3 = 4 snim, pyo= 4+ 4= 4)
Apora suponhia que o sitemd sitd no eslade a0 Ums bola vermelhs

deve’ ser petirads de uma A, 5S¢ ama hole vermctha & wlecionada da
wma &, com m.EU....E_..Eu.mn.__-. enldd o sslema pormanece nn estadn

iy 0 8¢ e bald brasdd 6 pelocionads da ume &, com probabifldede
.m_ entio 0 sEbémd B move parm o oestedo g, Mode gue o sisleme
nad —“__u.u.a MUMCZA 3 [WOVEr para o extadpe &, AscEm, a3 fterceirs Hnba o

da matriz de transicie & (0, £, 1) Ou smfa.

+/

o

¥ e

=1

tafbd . R

{ii) 0 sisteme comega no esiade gy, oo é __"__"_.._”_ = {1, 0, 0% Asim:
o |

_.u_uu_lhu__u.—n_l_“?..u_...m.-v.

__u._: ..__4.."_.”_% ...:._M.WW. ._w”_

Comssaientemente. a probabilidade de que existam 2 bolas virmelbis
L e B e e A CLT R |Mr

.q___: = .“.u___.._ = E I _"._”_.

-
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{iff) Frocuramas o dpice wvedor flee de probohilidade ¢ da eatrie de com distribuigdo de probabdlidede indelal g o= (0, O, 1, 0, 0, O, 0, & que
Iranaigho F. Delermine primeiso quslgost velor fixe o = {x, », 2} ele comega com Crd 200

)] Prociiramics _n._-.___. a probabilidade de que o sistemz estep e esiado

fo 1w /_ __u.-. =x a_m“_-__..rm_“ 5 otapas. Cabeule a distribuicio de probabilidade em 4 slags
_r...,_.a__h L L B (e T etdyrdyzy i I 1
_, ey __ 1T pr=gip w0, ook 00 o)
3 i f
i o e P L 1
.__.. j T/ u.—_ yE = _ 1_:|_4_:1|_“n___um_.._“+|.n_¢.__
. [ T
] | __.__“.u_n_a:_...__._.._m._. .u..._,._..,_,“ _“_H
Ponhe x = 1. Entdo, pela primelrn equaghn, ¥ = & ¢ mﬁ._u torceira |

_“-_._ = Fapo -..F o, ._ﬂ i, .hl. i, __ln.._
)

halr ___.___u.._.m o .ﬂ__v _.___w

nn_:m__._wF. = 3 Portante, i = (1, 6, 3). Multiplique o por 3y Fa

@ ohienha o dnico velar o de probabilidade a_,.r_._uﬁ_ I =
H ﬁw_ 06, 93] Assim, spés um nimern sifickntenenie grande de
edapas, 30% dad vezed havera 2 holas vermelbas na wena A

Aszam _a_ "' » prohakilidade di gue ele nio teph dmheiro deposs da

Made que aphs wn mimem sifictentamente grande de ety digdni-
A - L i guinia nn__.._u_“_.:._"m

huigan de probabilidade € 2 mesma coma se 5 holas fomem colocsdes
na iwma e 2 fossem selecinnada deatoriamen o para porse na urna A

e

| (). Calouse pl7
T2 Um jogador tem O 500 Ele aposta O3 1000 e cada vez & gunls an
¥ 100 com probabilidade 1| Ele phia de jogar, 40 perder o5 ©r§ 2,00 gt = e s e B B O mu
au gankiar Cr§ 4,00, 13) Qual € & pobabdidede de que e perca seu dinkoiro

apds na miximo § jogade? (i) Qual & 2 probabilidads deque o opo durs i 3 ) XL
mais gae 7 jopade? P e g = 2 0 0 g )
Este & wm passeio sleatieio com bareeiras shsorventess s 0 ¢ & (e A probabilidade de que o oo dure mils de T joandes, isto £, a
of Exemples 7.22 ¢ 7.23% A mateiz de transiglo & probabilidade dé que o stema min estej nes estedid oy 0w g, :
3 i T elapas & .. ._.
Qn @) F3 &y da Gy Wy 5 H e |uH _ le 3 E
g frowm g b o . 04 1 |2 &
| |
a __ w u hd S T T |
| 1 | 3 725 Coesldere lancamentes sucessivos de um dade nda viciado, Seja i oomakar
b _ S h.. ¥ o @ _ | nimerg ohservado aos o primEncs bgamentos
_ | | [ (it Encontre a matniz de trensigso Fods cadeia de Markov. A matriz _m.
i = e LA R CO AR e B _ X repular?
| 4 - N T ¥ = ;
e I R R S | (1] ¥ (g)  Encontie gt a distribuican de probabdlidade spls o primedne s G
[ ] ey [ e o
| | i ] A1l Lk !
g N e T i b | *. (i)  Epconlre B 0ttt

—
-

| (i) - (respayode estados du cadeis de Markow &8, 1 3, 4,5, 8 A matriz

=



&

128
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Logo, a distribulghe ée probabilidade po instanie & & 1 &

.x.l I

.n_._u_Hm._._.___h._.Hb_._w_a.....
| =1

Entretanto, este wetor & precisaments o produts do wéior p o= {m) pela

mattiz P = (pyk p* = pf

Provar o Teowema 7.5: Sefa ' § matrlz de iransigBo. da cadeia e Markoy,
Entiio a matne de dransigio &m o elapas & igual 3 r-dsima poiéncia de P

Ak o

Suponha gue © sistema esteja na esiados; no insanic k. Determinemas
# prohabilidade l_,.a“_ de qquis 1 Exsbana, este|a N esdnda o no instante &+ 4.
Agura a destrbuigie de probabiidade do sstema mo metanle &, visto i o
sbema itk 0o estado gy & ooveloeey =40, .00 D, B oo qual
tem um | na i-Esimel posigEa & derd nEd outre, Pelo problema precedeiie,
a distribuscie d¢ probabilidede oo ipstante &+ @ & o podute e Mag
SFM 4 sl linhe da mateis 7. Assi, BT 6 a j-dsima componenle
da f-Esima linha de P7, e assim P = PY

PROBLEMAS DIVERSOS

7.29 As probabilidades de trarsigio da cadein de Morkov podem wer repeseiladas

por e diagrama, chimado digprame de trarmicd, onde uma probabildede
pesitiva py & mepreseninda por uma flecha do esado o) para o estadao ap.
Determine 4 mairiz de fransihe de cada um dos-seguinites diagramas de

[T g

i il

(i} Wote primeiramente que o espago de sslados € layg, op. 0 ) e s 4

G T}

CLA P Ef St SAEEAT s o rag S e TR %
e R A SR e ) e

@y @y dy

@ _._. )|

= .3_ _
1 |

L) /

A bme Hehe da matrize € obtids achando aquelas flechas quee provim
dk g o diagrama; o admecs atribuido perd & flecha de oy pana g

& o Mfsimo compomente da ddsime linha. Assem, 2 matniz de trassigho ¢

"y (1S oy
P T T |
1] 1
Bl gl ore A0 2
1 1. 3
- S
'FY ___... 1 u 3 y
W) espapn de sstedn d fay, oy, m. o). A matelzde transscio d
a4 Ay a3y oy
; S
N ........m W L] M_f_.
1
= f o P o W __
gl e ey ]
: B H ___
L e R T 51

a0 m_.“..n.ﬂi- que 3 AT de transkeao de e cubeia de Mickov sej

@y dy Ty 04

i )

&) __.___. w w o 0

1

i __ rdlig o |

i SN E RTINS ST

i E T e { e
o LAk K !
Aoy Sy

VA cadeln e Mirkoy ¢ regular

] .Ln:“_.. .._”__.r... B0 siemE - eild bma ver B0 ELEde 8y ou oo esfada g,
Enfioele monco’ pode ss mover pam 0 efade 2, oif estadn 0a, B10 £, D
Haldma m._._.._.Ean_un no u._._u.._...nm_.,"_”_ de watados |0, , 2; |. Assim, em ..ﬂ_._.n._._n_.__.__m__uu
= Alpara rodo Jr-@ entdo toda podénca BT conterd demna entrada nula. Loges

b S T

Uadelas de Moy 287
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731 Suponha que m ponles num efrculs sio numerades de 1oaom, o dicegho
anti-horira. Uima particula sealiza um “passeio aleacbric’” no irowk; e s
e uma wnidade na diregdo anti-hordria com a probabilidade g ow ume
unidade no sentido hordrio com probahilidade g = | - p. Determing & malriz
de iransigBo desia cadenn de Markoy.

O espago de estado & 01, 2, ., s} O diagrama shaixo 3 direita pode
ser usadi parn ohber & matriz de tradigho que oparsce § psguerds

¥

| R I .-l el om
| __..ﬂ ¢ p 0 D A g /
ol gt 0. ip sl o o a ___
| E
o a 0 0
pa £ o g 1 “
wel ___ [0 R | A g L __
] _._. FL R | R 1 b g 0 x._.
PROBLEMAS SUPLEMENTARES
MULTIPLICAC A0 DE MATRIE
i) 3 ...._
T3 Seja A= __ 1 o=l _” Calguke pA, se
0 e W
{ibe =41, =3, 2h b o= {3, 6, =2}, (il = (H. -1, -1}
r - ......
i 1 4 .f. _.._. - 1 b
TAZ Beja A = ﬂw i B .._ e H= | I -1 __ Calenle AN ¢ fiAL
Yy s s L.
e Y
7.34 Seju 4= | “ S et At g
£ ah
A ek A m | S aleiite

Ers s

—

.....___ ,/ﬂ _.x__ {ii) H__,” __,|__

LT

Lap 7] o Unilcias dio Maikioy e

VETORES DE PROBARILIDADE E MATRIZES ESTOCASTICAS

736 Cuais dos vetores abaico sso verpres de probabilidade? |

- e | { g e Fn- e
_._“_qm .m...hu...d.“_ ._u_.;.m.._.... ¥ _::.:|_

742

_
AT Bigh

[,

Ll

el

T.37 Detemmine um maliph escalar de cada um dos wetom que seja vetol de o
prevobyabililade:

; E s f g [ i
(0 0.2,5,3)  (#(2.5,0,7, 5.0.1) _n___:w;.w.g.;_.w"_.
T3E Cudle das msatsiies sio gstocdsticas?
B Fall Pl I
(i} _ﬁ [ I 1 J fuil _ p _ LR i ._”_ al
e a) K |
s : i
(it I X
{iv] __ ; \ u_ L¥k- | Lo e B 3
__..w 7/ WE SR

MATRIZES ESTOCASTICAS REGULARES E
YETORES FIXOS DE PROBABILIDADE

139 Detimmiine’o balcn Velor fixado de probehilidade de cada uma das matrizes: &

.___h ..
W .,.3_. !

]

n..._./__

04/

i _
”.:m.;..__\ i .Fmv

; D7
05 08 i) _____“E.

40 () Dedsinine + bnbéa vetor Tixo. de probabiidede 1 de
e ; i __m ! w/d
. el g o
i ﬂz o it h____ {

A e matiizes tende 7Y

.

(i} A gue velia ._n_..z._n._..._..np...._..”_ lendde



0 PROBABILIDADE 1Cap. 7 g, 7| Cadeita de Marken e

741 Determuing o onice vetor fixads de probabilidade ¢ de cada ume das mairie: CHDEIAS DE MARKOV i
_.__.__ a W w LI o /__. . T4 Sdo g sguintes of hdbidoa de um fumamte: se ele fuma cigaros aom Siltes L
=y e L =4 g (i} B= U e d _ uma semarka, muda para cigermos sem filtros na semana seguinte comn proba- |
L il 353 1 i bilidede 0,2, Por cateo lado, s fams cgramos sem fiftnas quma semena, fom
0 f. o ._".. u_. $ \._ H wma. probahibidade de 0.7 de fumpr cigaros sem (Hires na semana seguinte
N Apds um ndmero suficeentements grande J¢ dias, com que. frequéncia e
i il ¥
FAL)  Determine o Gnaco velor fine de probabdidede fixe | de Tigma tigaives com i !
1 | .,.... T4 A sorle de um jogador segee oo seguinte padrdo: se ele vence um jogn, §@
o L Oy probabitidade de vencer o pedkinta € 0.6, Contude, =2 perdd i jogo; 2 |
B I e e )F d i probgbifidade de perder o peoximo & 0.7, No primelo logo, ebe tem chinces: )
[ d A 4 | igiss e vencer ou perder. |
(1w R | i | (4 Crual ¢ @ probabilidade de vencer o ssgandu jope? oy
LS O | (i) Qial &6 probsbifidade de vencer o temnbo jogat |
1 z (Wil Apds wm ndmeni suficieniemente grande de joges, queal & sus reqidneiat |
(@) A que matnz tende P77 i i ¢ ©devithriasT, b
m Lopodb Lyphn T
(i} A que wetor tends __.a I g 1P 4 T48  Para uma cadess de Markoy, a matriz de transicia € = 5
fiv) A que vetor tende (L, 0,0, 21F" | 11
i = 5 P fa) - 1.3 5
743 () Sendor =, 0%, 40 um ponto fine da nstri estocistica I € elare: ca disirhiacda wicial de probabilidade p% = (4, 3. Ueterminag;
e IR I8 T (VIS T LS LR <
T T §
(i) .wn__.n_.”.ﬁ (g 15 _“.”_ um ponto (s da metriz estocistica &%, & ela l Sl A ques veter fende pt? A0, (vi) A gque matriz tende 2
regulnr : ® I
/ 3] TA4% Patauia cadela de Markov, 3 matdz de irensiche ¢ 4
T Ouais dessas mateizes estocdsticas Ao regulares? i ke _ : { It
_\._. Jiee ﬂ_. PN o il T3 B
e R |
i 0. 1 .0 ] [ A S ..__ il Fegl bl 9 A
o _ & T |
T e & il P Ly [T i T |
i i F & arf i L] Ll
it & 2 disgribuicda inicial de probabilidade ¢ 57 < L L 0n Detemane: {
km . 1 ¥
o oo i e : 5 il
S i 1 R TR YR S ]
i 1 B ." Lk AR \ ; r
LU H m 8B Todocann um komem traca s carrg por am nave. Se tem w Buick, ele o
L[S B : Ui lrag Eq.__._u.._._..u.__w._._...._.m.t:...w.m.:.._._ um Flymowth, trecass por sm Ford, Cantudo,
HM_ | Ui Ford & to provivel que o Eroguse por um nove Fosd como pai-

45 Moaire que [of * cp ae,of = b v g, md + byt o+ ek d um ponte. TNxo da
Tl sk

..m..:h.u_....w__.. .Lq._.m. _._..-__._._._n._.__"_m. Efiy 1935 ele comprow sea primeind (00, gue
wn Ford. [

- Actr b probahilidede de que ehe tonha um (2) Ford 1957, {8) um

ob b Bick - RHET () Plymouth 1958, (4 Ford 1958 ;
a1 ....__u.u.m. um namers saflcienemente gea-de de anos, com que freqikinela
e cle ek A& uim Ford?

\
¢ [ o _

_/ [ ! nn,.-ux_

_ﬂ__‘_-:..w o N
1o |
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751 Existem duas belsd brascas na s 4 e quatio bolss vermelias na urna 5.
Em cubs etpa do processo, uma bola & seleciorada de cadd urna e as duas
Toilies selecionadas s0 imtercambiadis. Seja X, o namena de bols vermelhas
na wrd A apdsn trocss, (1) Detzrmine & matnz de transidio P {ifp Cual ¢a
probabilidade de que existam duas bolas vermelhas na arna A apts 3 etapas]
(i) Apds um mimers suficientzmente grande de etapas, qual & 8 probabilids-
de de que caistam duss bolas vermeltias na arna A?

1453 Hesotva 0 problema proctdente pars o casn s que exisem 1 bolas hrancas
ma apna A4 & 3 vermethas ra uma B

743 Ums moeds s viciada & langads até que ocorrem 3 carms seguiday. Sefa
....: o comprimento da sqibfncls die caras terinananda na n-dsimme angEmen o
(Vein o Exempo T.24). Qual & 2 probabilidade de que existan pelo menas
8 langamentos da_ moeda’

84 Um jogador rem 3 dolaces, Bm cada partida, ele pende um délar com proti-

balidade £ . mus ganiha 2 ddiares com probabilidade 4 . Ele para de jogar, s
perder seus ks Solares o we ganhar pelo menos 3 ditares

{iy  Determine & matriz de tramsicho ds cadein de Markoy,
(i) Qual #a probabilidade de gue exislam peld menas 4 partidag!

| gt

|
.17

7556 Encontre 3 msiie de :u.ﬂx.u correspondente § cada um Jdos diagramas;
i _\U*
—

7 N

O Sl s

185 O damgrama g0 ledo misind guatia
o menios e portas ligands
um o owled, Um mio em qualgiser
o compan imentos 1em igual pro-
Eghilidade de passar atpwvis de snas
porias Eneonire 8 mateiz do (rans-
g da cades de Markoy,

FROBLEMAS INVERSOS

i

v ey e e

Cap: 71 | Cabeins de Mirkow 173

T.57 Desenbe um disgrema de transig@o para cada ars das mainzes de (rnsigio;

) @3

gy iy {
i __._h .w,_._ i) o m W i
neE= __ : £ | (B} F=ay % W ”I | ...__._.
“ \3 3 o N0 ,\ i
758 Consideny o vetor g =0, ., 0, 1,0 D) que tem um | peddsona posigda
& Berod nE demals; Mostre qus e d € ai-+sima linka da mitriz 4 (ssmpre’ que
o produto for defmido),
RESPOSTAS DOS PROBLEMAS SUPLEMENTARES
TAT [ (<0, <0 02y, i G To- 1008, i) =S, < 1, 1 ;
s l) IR _.Hm = i _
.__hwhnu__a i 1 AR R
Lt i _._,,m w3 -..C__
st o T il
T4 __.nni h b /_ huh__tw _.w,u
[ s U5 S
.q..w..u..i.-_w_ n')
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