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1 — Introdugao

» Vocé consegue descobrir quais das sentencgas abaixo sao
consistentes?

“Seria errado censurar programas violentos na Televisdo, pois o
comportamento das pessoas ndo chega a ser afetado pelo que elas
véem na telinha. Igualmente, seria uma boa idéia se ter mais
programas mostrando o lado bom do brasileiro, pois assim
calariamos a boca dos que estdo sempre denegrindo o Brasil.”

“Nunca desenhei nada na minha vida. Mas se eu sentasse € me
concentrasse, bastariam apenas alguns minutos para eu produzir
algo tao valioso quanto qualquer coisa que Picasso tenha feito.”

“Walter se associou ao clube ha dois anos, e tem sido um de seus
sOcios mais leais desde entdo. Ano passado ele pagou pelas férias
de exatamente aqueles s6cios que nao pagaram por suas proprias
férias.”

L(’)gica: Estudo dos principios e critérios da argumentacgao e
inferéncia validas.

Elementos Basicos de um argumento: Sentengas e,
possivelmente, inferéncias.

Tipos de Sentencgas envolvidas em um argumento:
e Proposicdo: Enunciados que podem ser verdadeiros ou
falsos.
e [.0gica Aristotélica: Objetos e predicados.



Classificacdo das Sentencgas:

e Simples: “x é P’ e “x ndo é P, onde x é 0 objeto e P é um

predicado.

e Compostas:
- Universal Afirmativa: “Todo A é B”
- Universal Negativa: “Nenhum A ¢ B”

- Existencial Afirmativa: “Algum A € B”

- Existencial Negativa: “Algum A ndo é B”

Inferéncia: Analisar as premissas e chegar a uma conclusio.

Premissa 1 Ex: Todo A é B Todo A é B
Premissa 2 Todo B é C Algum B ndo é C
Todo A é C Algum C n3o é A
Premissa n
Conclusao
Legenda para os exercicios:
AaB —Todo A é B
Exercicios: AeB — Nenhum A é B

1) XaY, ZoY } XiZ
Resolugao:

XaY —“Todo X € Y”
@X—Y @ @Z
Através do Diagrama de Venn eu formulei todos os casos

possiveis para a primeira premissa (apenas um caso, no diagrama
mais a esquerda), e para a segunda (todos os outros 3 casos).

AiB — Algum A é B
AoB — Algum A ndo é B

Premissas:

Z0Y — “Algum Znaoé Y”



Conclusao: XiZ — “Algum X € Z”. Vemos que a conclusao €
insegura pois, caso Z e Y sejam disjuntos (diagrama mais a direita),
e aplicando a primeira premissa (onde X = Y), nenhum X sera Z,
gerando uma inconsisténcia.

Veja que no exemplo anterior eu formulei todos os casos onde a
premissa € verdadeira (através do Diagrama de Venn), e consegui
achar um caso onde a conclusao nao se mostrou correta. Portanto eu
afirmo que essa conclusdo € insegura, mesmo havendo casos onde
ela se mostra consistente.

2) PeR, RiQ | QoR 3) Min, Ron | MeR
4) SoT, UiS | TeU 5) PiQ, ReQ [ RiP
6) PoR, QiR | PeQ 7) AeB, BiC | CeA

8) MiN, LeN | MiL

Quadrado da Oposicao:
| Contréarias II
Universal Afirmativa | < > Universal Negativa
(“Todo A é B”) (“Nenhum A é B”)

Contradi-

Sub- torias Sub-
Alterna Alterna
III v
Particular Afirmativa | | Particular Negativa
(“Algum A € B”) ~ Subcontrdrias | (“Algum A ndo é B”)




Tabelas-Verdade do Quadrado da Oposigao:

I Im | m | v IT I m | Iv
F \Y F A% F F \Y
F | V-F|V-F| V F | VF| V |FV
111 I Inm | 1v IV I I | I
V | V-F| F | V-F \Y F | V-F | V-F
F F \ \ F \Y F A

As tabelas acima mostram, para um dado estado (verdadeiro ou
falso), de um dado tipo de sentenca (I, II, III, IV, veja o que cada
nimero corresponde no Quadrado da oposicado), o(s) estado(s)
possivel(is) nos outros tipos de sentenca.

Definicoes:

Contradigéio: Duas Sentencas estdo em contradi¢ao se, em todas
as situacoes possiveis, elas t€ém valor-verdade opostos. Diz-se que as
sentencgas sdo contraditorias.

Inferéncias: Uma figura de inferéncia é uma seqiiéncia de
sentengas na qual a tltima € a conclusdo e as restantes sao as
premissas.

Inferéncia Logicamente Valida (ou segura): Uma figura
de inferéncia € dita logicamente valida (ou segura) se, em todas as
situagOes nas quais as premissas sao verdadeiras, a conclusdo
também € verdadeira.



Um argumento € uma seqii€ncia ou conjunto de sentencas. Ele é
valido se:
[. Nao contém contradi¢do, ou seja, nao contém duas
sentengas S1 e S2 tal que elas sejam contraditorias.
II. Toda figura de inferéncia utilizada no argumento €
logicamente valida.
ITII. O conjunto de sentencas correspondente ao argumento €
consistente.

Consisténcia: Um conjunto S de sentengas ¢ dito inconsistente se
existe um subconjunto S1 de S, tal que a figura de inferéncia que
toma S1 como premissa e uma dada sentenca P como conclusao é
logicamente vélida, a0 mesmo tempo em que existe um outro
subconjunto S2 de S, tal que a figura de inferéncia que toma S2
como premissa e a contraditoria de P como conclusao € logicamente
vélida.

Um conjunto de sentencas € consistente se nao € inconsistente.

Exemplo:

A, B e C sdo suspeitos de um crime, foram fornecidos os seguintes
depoimentos:
A: “B € culpado e C € inocente.”
B: “Se A for culpado, entdo C também ¢€.”
C: “Eu sou inocente, mas pelo menos um dos outros dois é
culpado.”

Como podemos observar, ndo ha contradicdo aparente, entao
temos que usar algum método para descobrir alguma relacdo entre
os depoimentos.

Vamos estabelecer “simbolos” para poder escrever as sentengas de
uma forma padronizada:



A é culpado: X Operagoes:
B € culpado: Y 1-“e”: &, A 3-“pnao”: -, 7, ~, 1
C € culpado: Z 2- “ou”: v 4- “se entdo”: —

Escrevendo os depoimentos com esses simbolos:
A:YNZ

B: X—>Z

C:ZN"(XVY)



e [.6gica Simbdlica (1830)
Gottlob Frege (1879)
“Uma linguagem pura para escrever conceitos”

o Sintaxe: Varidveis representam sentencas atomicas.
Operadores:

“A” = Conjuncao “v” = Disjuncao

“=” = Negacdo “—” = Implicagao

“3” = quantificador existencial &VZ ” = quantificador universal

Simbolos auxiliares: -, (, )

o Semantica: Leis que regulam o significado de sentencgas
compostas em relagao ao significado das sentengas que a
constituem.

Nos proximos capitulos vamos estudar cuidadosamente essas duas
caracteristicas da logica proposicional (primeira unidade) e da logica
de predicados (segunda unidade).

Porém antes, veremos algumas defini¢cOes tteis para mostrar o
alfabeto simbdlico que serd visto no proximo capitulo.

Leitura interessante como introdu¢ao aos capitulos seguintes:
» http://en.wikipedia.org/wiki/Logic
» http://en.wikipedia.org/wiki/Aristotle
» http://mostalgia.wikipedia.org/wiki/Mathematical logic
» http://pt.wikipedia.org/wiki/Silogismo

Definicoes:

Sintaxe da L.ogica Simbdlica: Estudo da forma das
expressoes da Logica Simbdlica.



Alfabeto Simbolico:

® Variaveis: X, Y, z, ...

e (Constantes: 0, 1

e Operadores: A, v, —, =
e Simbolos Auxiliares: (, )

Objetivo Inicial: Definir precisamente (i.e. matematicamente) o
conjunto das expressoes “‘bem formadas”, montadas com o alfabeto
simbolico (conforme mostrado acima).

O conjunto das expressoes bem formadas (EBF) € definido da
seguinte forma:
I. Toda variavel é EBF;
II. Toda constante é EBF;
III. Se P é EBF entdo (—P) é EBF;
IV. Se P e Q sao EBF entao (P*Q) é EBF;
V. Se P e Q sao EBF entao (PvQ) é EBF;
VI. Se P e Q sao EBF entao (P—Q) é EBF;
VII. Nada mais é EBF;

“Etapas” para a formacdo do conjunto das EBF:

Etapa 1) EBF={0, 1,x,y, z}

Etapa 2) EBF = {(=0),(=1),(=x),(7y),(=2) }

Etapa 3) EBF = {(0"1), (070), (170), (1*1), (07x), (x*0), (0My),
(y"0), (07z), (z™0), ...}

Etapa 4) etc...

Nas Proximas etapas eu vou aplicando os outros operadores, até
formar um conjunto com todos os elementos de todas as etapas.

e Conjunto Indutivo:

Definicdo: Suponha que A seja um conjunto, e que X seja um
subconjunto proprio de A (i.e. x C A). Suponha também que F
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seja um conjunto fun¢des sobre A, cada uma com sua aridade.
Um subconjunto Y de A € dito indutivo em relagdo a x e F se:
I. Y contém x;
I. Y € fechado sob as funcoes de F;

Observacgoes:

- Aridade: Caracteristica da func¢do relativa aos parametros que
ela recebe. Por exemplo, a funcao “eleva ao quadrado” receba um
numero e retorna o seu quadrado, por isso € uma func¢do undria; J4 a
funcdo “soma” recebe dois numeros e retorna a soma deles, portanto
¢ uma funcdo bindéria.

- O conjunto A ja € um conjunto indutivo em relacdo a F.

Vamos procurar um método para achar o menor dos conjuntos
indutivos em relacdo ax e F.

Que tal aplicar a operagdo de intersecdo a “familia” de todos os
possiveis conjuntos indutivos em relagdo a x e F.

Essa familia seguramente nado € vazia, pois pelo menos A esta
nela. Tome a intersecdo dessa familia. O resultado serd o menor dos
conjuntos indutivos em relagdo a x e F (vamos chamé-lo de X™).

No préximo capitulo vamos definir a I6gica proposicional e

relaciond-la aos conceitos de conjunto indutivo para definir sua
sintaxe.

11



Logica Proposicional

® Sintaxe da Logica Proposicional:
Estudo da forma das expressoes da ldgica proposicional.
Dado o alfabeto simbdlico ) a partir do qual construiremos as
expressoes que representardo sentencas da logica
proposicional. Desejamos definir precisamente o conjunto de
palavras sobre ) que irdo fazer parte do que consideramos
expressoes bem formadas (ou legitimas).
O conceito de conjunto indutivamente definido é exatamente o
que procuramos. ( ver defini¢do no capitulo anterior)

Suponha que A seja o conjunto de todas as palavras sobre o
alfabeto simbdlico Y = varidveis U constantes U operadores U
simbolos auxiliares. Imagine que X seja o conjunto de “expressoes
atbmicas” formadas por uma varidvel ou uma constante. Assuma
que F seja o conjunto de fungdes que produzam palavras sobre )| ao
receber palavras sobre ). como entrada. Mais especificamente,
suponha que F contera as fungdes que terdo o papel de produzir
expressoes contendo os operadores/conectivos.

Ouseja, A=) * F = {f\ fv,f-,f—}
Variaveis = {x,y,z} Constantes = {0,1} Operadores = {*,v,7,—}

{f’\: Ax A—A {fv: AxA—A
wl, w2 7 "(wl *w2) wl, w2 > (wl vw2)

{f—x AxAA {f—l: A A
wl, w2 "(wl — w2) W =w)

Exemplo: wl =“x(—=" w2=%)0""

AW, w2) = A x(—,)0"v) = (xX(— N )0"WV)
f— (wl,w2) =f— ( x(—,)0"Vv) = (x(— — )0"V)

12



Desejamos encontrar o menor dos conjuntos indutivos sob X e F.
Para isso podemos imaginar uma “familia” de subconjuntos de A
que sao todos indutivos sob X e A. Essa familia ndo € vazia, pois o
proprio A pertence a ela. Agora tome a intersecdo de todos os
conjuntos dessa familia, o resultado serd, naturalmente, o menor dos
conjuntos indutivos sob X e F. (como foi visto anteriormente, a
notagdo deste menor conjunto indutivo formado dessa forma € X ).

Podemos também imaginar um processo mais “construtivo” de
obter o menor conjunto indutivo sob X e F. Trata-se de um processo
iterativo que comega pelo X, e vai completando com o que falta para
que se chegue a um conjunto que seja fechado sob F, portanto
indutivo sob X e F.

Matematicamente:

Xo = X
{Xm = X. U {f(x1,....xk) / (x1,...,xk) € Xa, f € F, aridade(F) = k}

Agora tome a unido de todos os Xi , 0 <1 < infinito

Obtemos assim, no limite, um conjunto que contém X e € fechado
sob F, portanto € o fecho indutivo de X sob F. Denotamos esse
conjunto por: X:..

Resta-nos mostrar que esses dois métodos que descrevemos para
obter o nosso menor conjunto indutivo sob X e F, resultam num
mesmo subconjunto de A.

Lema: Xy =X"

Prova: (esboco)

1) X* esta contido ou € igual a X..
1- X:. contém X?  2- X. é fechado sob F?

13



i1) Xz esta contido ou € igual a X*

Base: Xo estd contido ou € igual a X

Caso Indutivo:
Hipotese de Indugao: Xk estd contido ou € igual a X"
Tese: Xk+1 estd contido ou € igual a X

X+ = Xk U {f }

XoU X1 UXz2U... estdcontido ou € igual a X
Xi estd contido ou € igual a Xt 0 <1 < infinito

e Conjuntos Livremente Gerados

Conforme dissemos anteriormente, desejamos caracterizar
precisamente (i.e. matematicamente) o conjunto das palavras sobre o
alfabeto simbdlico ) = varidveis U constantes U operadores U
simbolos auxiliares, que sejam expressoes da ldgica proposicional.
Usando os conceitos de conjunto indutivo chegamos a um ponto em
que temos condicdes de:

I. Reconhecer as palavras sobre ) que sdo “proposicoes” da
l6gica proposicional.

II. Usar o método da “prova por indugdo” para provar uma

afirmacao do tipo “Todo elemento do conjunto das
proposi¢oes tem a propriedade de ...”.

e Definicdo (Conjunto Livremente Gerado):

Seja A e X conjuntos, X esta contido em A, e F um conjunto de
funcoes sobre A, cada uma com sua aridade. O fecho indutivo X de
X sob F sera livremente gerado se:

I. Todas as funcoes de F forem injetoras.

I. Para quaisquer duas funcgodes f e g de F, o conjunto imagem de
f em relacdo a X3 e o conjunto imagem de g em relacdo a Xz
sdo disjuntos.

14



III. Nenhum elemento de base X € resultado de algum f de F
aplicado a argumentos vindos de X.

Lema: O conjunto PROP das proposicoes da l6gica proposicional é
livremente gerado.

Observacao: Todo conjunto livremente gerado tem a chamada
“propriedade da leitura unica”, i.e., qualquer elemento tem uma
unica formacao. Isso significa que o processo de defini¢ao recursiva
de funcoes sobre conjunto livremente gerado é seguro
matematicamente.

e Definindo Recursivamente fun¢des sobre PROP:
Legenda: E = expressao atOmica;
E1,E2 = expressoes atdmicas ou nao;

1) Contando o numero de parénteses (de uma dada
proposi¢ao):

o f: PROP —— IN (naturais)
-f(E)=0 -f((-E1)) = f(E1)+2
-f(E1"E2)) = f(E1)+f(E2)+2 - f((E1vE2)) = f(E1)+{f(E2)+2
- f(E1—E2)) = f(E1)+f(E2)+2

2) Contando o numero de operadores:

o g:PROP —*IN

-g(E)=0 - g((CE1)) = g(ED+1

- o((E1"E2)) = g(ED)+g(E2)+1 - g((E1vE2)) = g(E1)+g(E2)+1
- g((E1>E2)) = g(E1)+g(E2)+1

15



3) Montando a arvore sintética'

Exemplo de arvore sintatica: ./'/ >\
L (Ovl), (y—2)

L ((Ov) N (y—2)) , (7%) ./'<. —
HL-((=x) A ((OvD) * (y—2)))
o h: PROP — ™ (representacao grafica de arvores)

-h(E) = ®& -h((-El)) = h(E:\ - h((E1™E2)) = h(El)/'\.h(EZ)

VvV —

4
- h((E1VvE2)) = ./\ -h (E1—-E2) = h(El)A

h(E1) h(E2) h(E2)
N

4) Calculando o Posto de uma arvore:

o p: PROP —»IN
-p(E)=0 - p((E1"E2)) = 1 + max(p(E1),p(E2))
-p(=ED))=1+pED)  -p((E1VE2)) =1 + max(p(El),p(E2))
- p((E1>E2)) = 1 + max(p(E1),p(E2))

5) Obtendo o conjunto das subexpressoes:

O s: PROP — PROP
_s(E) = {E) _s((E1°E2)) = {(E17E2)} U s(E1) U s(E2)
_s((=E1)) = {(<ED)} Us(El) - s((E1VE2)) = {(EIVE2)} U s(E1) U s(E2)
- s((E1—E2)) = {(E1—E2)} U s(El) U s(E2)

16



= |.ema: Para toda proposicdo (D o nimero de parénteses de (P
¢ par.

Prova: Por indugio sobre a complexidade de ()

I) Caso Base: (P € atdmica

A funcdo f conta o numero de parénteses de uma dada expressao.
(veja sua defini¢do no topico anterior)

f((P) =0¢e 0 € par c.q.d. (como queria demonstrar)

IT) Casos Indutivos:

1) (0 € da forma (=\):
Hipotese de indugdo: f(\/) € par.

Tese: f((=\/)) € par.

Como f(PSI) € par, entao f(\/) + 2 também €.

Como f((=\)) = f(Y) + 2.
Logo, f((=\/)) também € par. c.q.d.

ii) (P € da forma (p g M):
Onde O =", v, —

Hipotese de indugao: f(P) € par e f(()) € par.
Tese: f((p U )) é par.

Da definicao de f:
f((p U @)) = f(p) + f(®) + 2

Como f(p) € par, f((D) também € par.
Entdo f(p) + (M) + 2 também € par.
Logo f((pU M)) € par. c.q.d.

17



= [ ema: Para todo (p € PROP, o nimero de subexpressdes de
€ no maximo igual ao dobro do niimero de operadores de (D

+ 1. (le. Is(P)<2g(P) + 1).
Prova: Por indugio sobre a complexidade de Q.

I) Caso Base: (P € atdmica.

Entdo s((P) = {(P},e g((P)=0
Dai Is((D)l = 1. Logo Is(P)I < 2.0 + 1 c.q.d.

IT) Casos Indutivos:

i) (p € da forma (= \):
Hipotese de indugdo: Is(Y)l < 2.g(Y) + 1
Tese: Is(=Y)I <2.g= V) + 1

Temos que provar que a tese € verdadeira, tendo a hipotese de
inducdo como verdadeira.

Ora, pela defini¢ao de fun¢ao que obtém o conjunto das
subexpressoes de uma dada proposi¢ao, temos que:

sCY)={-~Y } Us(Y)
Is(= W)l = {~ Y} U s(y)l
Is(= Wl = 1{= Y + IsCU)L - {= Y} N syl

Como {—= Y} e s() sdo disjuntos temos:
syl =1+ Is(Y)

Também, pela defini¢cdo da funcdo que conta o nimero de
operadores de uma dada proposi¢ao temos que:

g=y) =1+g(y)

Dai, temos que mostrar que:

Is(Y)I<2.g=VY) + 1
Istoé: 1 +Is(Y)I<2.g(Y)+1+1
Da Hipétese de indugdo:

L+IsqUNI<2.gyY)+1+1

18



Logo: 1 +Is(W)I<2.g(WY)+1+1+1 c.q.d.

ii) (p € da forma (p OW):
Hipotese de indugdo:  (Is(p)l <2.g(p) + 1
IsS(W) <2.g(®) + 1
Tese: Is(p Hm)l< 2.2(p ) +1

Temos que provar, mais uma vez, que a tese € verdadeira, tendo a
hipétese de indugdo como verdadeira.

Ora, pela defini¢ao da fun¢ao que obtém o conjunto das
subproposi¢oes de uma dada proposicado, temos que:

s(p Hw) ={(p Hw)} Us(p) Us(w)
Is(p oI ={(Po®)} U (s(p) U s())
= 1{(pO®)}l + Is(p) U s(@)! - 1{(p O M)} N (s(p) U s(®))l

Como {(p O®)} e (s(p) U s(M)) sao disjuntos, a terceira parcela €
nula. Dai:

Is(pO @)l =1+ 1Is(p) U s(M)l
Is(pO W)l =1+ Is(P)l + Is(W)I - Is(p) N s(W)l

Pela defini¢ao da func¢do que conta o nimero de operadores, temos:
gpHW)=1+g(p)+g(®)

Entdo a tese que temos que provar é:
L +Is(P)l + Is(W)I - Is(p) N s(M)I<2.(1 + g(p) + g(®)) + 1

Da hipétese de indugao:
Is(P)I +Is(W)I<2.gp)+ 1)+ 2.g(®)+ 1)

Logo:
L+Is(Pl+1Is(I<2.gp)+ 1D+ 2.g@®+1)+1
Dai: 1 + Is(p)l + Is(@W)I <2(g(p) + g(®) + 1) + 1

Logo:
L+ Is(P)l + Is(W)] - Is(p) N s(M)I <2(g(p) +g(M))+1 c.q.d.
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Semantica da Logica Proposicional

Agora vamos estudar o significado das expressoes da 16gica
proposicional.

Dado que o conjunto das proposi¢des PROP é livremente gerado,
sabemos que se podem definir func¢des recursivamente sobre PROP que o
resultado sera garantidamente seguro do ponto de vista matematico.

Particularmente, estamos interessados em definir uma fungao que calcula
o valor de uma proposi¢ao recursivamente, baseada no fato de que o valor
das possiveis varidveis que nela ocorrem esta fixado.

Assim deparamos com a seguinte situacao:
F G

f- ™nao(-)
f——F e ()
\= ou (-,-)

seEntao

(_7_)

=h
\_/

e Teorema da extensao homomorfica dnica: Seja A um
conjunto, X C A, e F um conjunto de funcdes sobre A. Seja B um
outro conjunto, € G um conjunto de fun¢des sobre B tal que existe
uma associa¢do d:F—G entre cada funcdo de F com uma funcao de
G com mesma aridade. Se o fecho indutivo de X sob F, isto é, X,
for livremente gerado entdo, para toda fungao h: X— B existe uma
tnica funcdo h: X.— B tal que:

L h(x) =h(x) se x €X;

IL. h( fi(x1, ..., xx) ) = gi(h(xy), ..., h(xx) )
gi = d(fi)

20



Obs: Quando X3 =PROPe B = {0,1},
oh: X—{0,1} e o h: PROP — {0,1} serdo tais que:

[. hx)=h(x) se x €X;
II. h(=y)=NAO(h(y));
1. h(®*p)) = E(h(w), h(p) ) ;
IV. h(@vp)) = OU(h(®), h(p) ) ;
V. h((®@—p)) = SE-ENTAO( h(m), h(p) ) .

® Defini¢ao de fun¢ao de valoracao-verdade: Seja PROP o
conjunto de proposi¢cdes da logica proposicional. Entdo uma func¢do
de valoragdo verdade h € uma funcdo que atribui a cada variavel um
valor booleano, ou valor verdade.

Observac¢do: Como PROP € livremente gerado, o Teorema da
Extensio Homomérfica Unica garante que para cada valoracdo-verdade
h:X —{0,1}, existe uma Unica extensao h: PROP — {0,1}, que € exa-
tamente a funcdo que calcula o valor-verdade de uma dada expressao.

¢ Defini¢ao de valoracao que satisfaz proposicao: Dizemos

que uma valoragdo-verdade w: X = {0,1} satisfaz uma proposi¢ao  se

W) = 1.
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Exemplo:

e Sejah: x — {0,1} a seguinte valoragao verdade:

h(x) = 0;
h(y) =1,
h(z) = 0;

Vamos calcular o valor-verdade da proposi¢ao @ = ( (-z) * (xvy) )
Sabemos que o valor serd dado pela expressao tnica de h, dada por:

h: PROP — {0,1} tal que:

h( (mz)7(xvy) )

= E( h(-z), h(xvy) )

= E( NAO(h(z)), OU(h(x), h(y)) )
= B(NAO(h(z)), OU(h(x), h(y)) )
=E(NAO(0), OU(0,1))

=E(, 1)

=1

Portanto o valor-verdade de @ € 1.
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O Problema da Satisfatibilidade e Correlatos

Lembrando:

¢ Definicdo (valoragao-verdade): Uma valoragdo-verdade, ou
simplesmente valoracdo, € uma fun¢cdao w que associa um valor-
verdade, isto €, um valor booleano, a cada variavel.

¢ Definicdo (valoragao satisfaz a uma proposi¢ao): Uma valoragao w
satisfaz uma proposi¢ao ( se a sua extensao w aplicada a (p d4 como

resultado o valor-verdade “1” (ou seja, o valor booleano
correspondente ao “verdadeiro”).

Defini¢ao de Satisfatibilidade:
Seja (P uma proposi¢ao:
> (0 € dita satisfativel se existe pelo menos uma valoracdo w que a
satisfaz. (i.e., w(() = 1).
» (0 é chamada de tautologia se toda a valoragdo a satisfaz.
> (0 € dita refutdvel se existe pelo menos uma valora¢do que ndo a
satisfaz. (i.e., w(() = 0).
» (0 é chamada de insatisfativel se nenhuma valoragao a satisfaz.

Dada uma proposi¢ao (p pergunta-se:
> (O é satisfativel? (SAT)
> (¢ ¢é refutavel? (REFUT)
> (¢ ¢é tautological (TAUT)
» (O € insatisfativel (INSAT)

Exemplo: Seja ¢ = ((x—(y—2z)) = (~2)v(x(7y))) )
Pergunta-se: (p € satisfativel?
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Para resolver o problema proposto existem diversos métodos, que
estudaremos neste curso. Para ter uma visao inicial, o primeiro método
mostrado serd o da tabela-verdade, onde nés definimos as operagdes
booleanas que iremos usar (*,v, —,7), € a partir disso calculamos a

valoragdo da expressao por partes.

Operacoes Booleanas:

> (O ¢é satisfativel.

> (O ¢é refutdvel.
» (0 ndo € tautologia.

» (0 ndo € insatisfativel.
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NAO ou E SE-ENTAO
X | Nao(x) X |'Y |Ou®Xxy) X 'Y | Exy) X | 'Y | Se-ent(x,y)
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 | 1 1 0| 1] o0 0] 1 1
1 ]o 1 11 o] o 1|0 0
1|1 1 1] 1] 1 1|1 1
Construindo a tabela-verdade para Q:
X Y y4 —Z | Y | (XM YY) (RZ)v(XA(Y)) | YL | X—=(Y—-Z) 0
0 0 0 1 1 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 0 1 0 1 1
0 1 1 0 0 0 0 1 1 0
1 0 0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0 0 1 1 0
Conclusoes:




e Conjunto de Proposicoes:

Suponha que S seja um conjunto de proposi¢oes, dizemos que S é
satisfativel se existe pelo menos uma valoragdo que satisfaz a todas as
proposicoes de S.

S sera insatisfativel quando nao for satisfativel.

Exemplo 2: Seja S = {(YA(—Z2)), (X—2), (mZ)NXVY))}
Pergunta-se: S € satisfativel?

X Y Z -7 | X>Z | (YAN-2) | (XvY) | (("2)ANXVY)
0 0 0 1 1 0 0 0

o oo A a0 T

0 1 0 1 &1 ) &1 ) 1 &1 )
0 1 1 0 1 0 1 0

1 0 0 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 0 1 0 1 1 1

1 1 1 0 1 0 1 0

Portanto o conjunto S é satisfativel pois existe um “mundo” onde
todas as valoracoes das proposi¢cdes que compdem 0 conjunto sao
verdadeiras(circulos).

e Conseqii€ncia logica: Dizemos que uma proposi¢do () é uma
conseqiiéncia logica do conjunto S se toda valora¢ao que satisfaz S
também satisfaz .

No exemplo anterior, a proposi¢ao (Y”( =Z)) é conseqiiéncia logica
do conjunto T formado pelas outras duas.

A proposicao (=Z)NXvY) também € conseqiiéncia logica do conjunto
T’ formado pelas duas restantes.

Ja a proposicao (X—7Z) nao € conseqiiéncia logica do conjunto T"”
formado pelas outras duas. (Veja tudo isso na tabela)
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e Relacionamento entre 0os conceitos em torno da
propriedade de satisfatibilidade

o Teorema (1): (¢ € uma conseqii€ncia logica de S se, e somente se,
S U { = } € insatisfativel.

o Teorema (2): Seja () uma proposicao. ( € satisfativel se, e

somente se, —(p € refutdvel.

Prova(do teorema(2)):

I. Se @ € satisfativel entdo = € refutdvel.
Suponha que @ € satisfativel.
Ora, entdo existe w tal que w(Q) = 1.
Claro que w(—() = 0. Entdo existe valora¢ao que nao satisfaz —(Q.

Logo —( € refutavel.

II. Se = € refutavel entdo @ € satisfativel.
Suponha que —(p seja refutavel.
Entdo existe w tal que w(=(Q) = 0.

Claro que w(() = 1. Logo, existe w que satisfaz (¢. Portanto ( €
satisfativel.
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Consideragoes sobre o custo computacional do
problema SAT

Problema SAT: Dada uma expressdo (p da l6gica proposicional
pergunta-se: ( € satisfativel?

Observacao: Note que para resolver uma instancia do problema SAT,
temos que realizar um certo nimero de operagdes booleanas, que

depende do “tamanho” da expressao de entrada Q.

Que tal tentar encontrar uma forma razoavelmente precisa para
estimar o numero maximo de operacoes que devemos realizar para
chegar a uma solugdo para o SAT?

Estimativa:

Seja (0 uma expressao. Assuma que:

€6 99,

n”’: numero de operadores em Q.
“k”: nimero de varidveis listadas em .

Sabemos do conceito de valoracdo-verdade que vamos ter que testar
(2 elevado a k) valoracoes.

Também vimos anteriormente que o nimero de subexpressoes de €
no maximo igual ao nimero de operadores + 1. Dai, para cada uma
dessas (2 elevado a k) valoragdes, vamos ter que fazer no maximo 2n+1
operacoes.
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Método dos “Tableaux’ Analiticos

- Evert Beth (1954)
- Jaakko Hintikka (1955)

Seja S um conjunto de proposicoes, Suponha que estejamos buscando
uma valoragdao w: X — BOOL, tal que w((), para cada (p € S, seja
dado por w((1) = w1, W((P2) = w2, ..., W((Pn) = (Pn, onde vi(1<i<n) € um
valor booleano.

Vamos chamar esse conjunto de condicoes de “condi¢des iniciais do
tableaux”.

Agora, vamos montar uma “arvore de possibilidades” que toma cada
equagdo contida nas condic¢oes iniciais como nds de uma arvore, um
imediatamente abaixo do seguinte:

O\?v(Fll) = wl Para cada n6 da arvore inicial que
contém uma férmula composta, aplique

O W(FI2) = w2 uma das “regras do tableaux”.(ver as
regras abaixo).

w(FIn) = wn

Repita esse procedimento, sempre expandindo a arvore em direcao as
folhas, até que ndo haja mais nenhum n6é com férmula composta que nao
tenha sido devidamente simplificado por uma das regras do tabelaux.

Agora, percorra todos os caminhos da raiz até uma folha, e utilize
como solu¢ao para o problema original todo caminho que ndo apresente
contradi¢do. Essas solugdes, se existirem, serdo os “mundos possiveis”.

Regras do tableaux:

2) W(@—Y) =0
W) =1

w(y)=0

PAS




3) W(QMY) =0 4) W(QMY) = 1
w(P) =1
w(@) =0 w(@) =0
W) =1
5) W(QvY) = 1 6) W(PV\) =0
w(P) =0
W) =1 W) = 1
W(P) =0

Exemplos:

D) @ =((X=>(=Y)) = ((72) " (Y=(=X))))
(0 € satisfativel?

Quero saber se existe pelo menos uma valoragao que satisfaz a
expressdao (0. Em outras palavras, quero saber se existe um mundo
possivel no qual (0 seja verdadeira.

Como dito anteriormente, vamos construir a arvore de possibilidades

para a expressao (0. Vamos comegar com () e entdo ir “desmontando”
esta expressao em subexpressoes através das regras do tableaux, até nao
haver mais subexpressdes no qual possamos usar alguma regra. Fazemos
1sso de cima para baixo, i.e., da raiz em direcao as folhas.

Observe que nds ndo paramos no momento que acharmos todas as
versOes atdmicas de cada varidvel presente na expressao, € sim quando
nao ha mais subexpressoes para aplicar as regras. Veja que se
pardssemos ao achar as subexpressoes atomicas das variaveis
dificilmente encontrariamos uma contradicdo em algum mundo, pois as
contradi¢des geralmente vém na forma: X e =X, no mesmo mundo.

29



Arvore de possibilidades:

W((X=(Y)) = (D) " (Y—=(=X))) ) =1

T

WX —(Y) =0 W((=Z) N (Y= (=X))) =1
W) <1 (D) (I10)
\?v(—lY:; -0 W(Y—>(£X)) ~ 1
W(Y)=1 (D) / ‘>X>‘: 1 ()

(Observe que na parte direita da arvore eu nao calculei os NOT, por ser
trivial e ocupar espaco desnecessario. Mas veja que o =Z, por exemplo,
iria “descender” dos nos: “w(Y)=0"e “w(=X)=1").

Mundo possivel: caminho da raiz at€ uma folha.

Mundo (I): wX)=1, w(Y)=1, w(Z)=?
Mundo (IIT): Ww(X)=0, Ww(Y)=?, w(Z)=0

Veja que juntando todos os mundos nds temos 5 possibilidades (pois a
possibilidade E = possibilidade F) diferentes de valoracoes que

satisfazem a expressao:

Possibilidade A: w(X)=1, w(Y)=1, w(Z)=0
w(Y)=1

Possibilidade B: w(X) =1, Y)=1, w@)=1
Possibilidade E: Ww(X)=0, w(Y)=0, w@Z)=0
Possibilidade F:  w(X) =0, w(Y)=1, w(Z)=0

E ja que existem esses 5 mundos possiveis, a expressao ( €
satisfativel!

30



2)0=((X—=(Y—>2) = (XNY)—Z))
( € tautologia?

Dessa vez eu vou verificar se existe algum mundo possivel onde w((Q)

= (). Se existir tal mundo, (0 ndo € tautologia, pois para ser tautologia,
todas as valoracoes devem ser “1”.

Arvore de possibilidades:

W((X—(Y—>2)) 2 (X*Y)—2) ) =0

WX—(YoZ) =1

W(XAY)$Z) = 0

W(X) Z 0 W(Y—2Z) = 1
XY = 1 \fv(X’\Y)Iz 1

W(Z) =: 0 W(Z) l 0

w(X) < 1 W(Y)':O/. W(Z) =1

W(Y) = 1 W(Y)Iz 1 W(Y) =1

A partir da arvore de possibilidades, nds percebemos que existem
contradi¢des em todos os mundos possiveis, portanto, como nao existe

um mundo onde w(() =0, @ € tautologia!
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3) Vamos ver como fazemos para descobrir se uma proposi¢io é
conseqiiéncia loégica de um conjunto de proposi¢des através do método
dos tableaux.

Veja as seguintes sentengas:
I. O unicérnio, se é lenda é imortal, e se ndo é lenda é mamifero.
II. O unicérnio, se é imortal ou mamifero, é chifrudo.
III. O unicérnio, se é chifrudo, entdio é bruxaria.
IV. O unicérnio é lenda.
V. O unicérnio é bruxaria.

Queremos verificar se as sentengas IV e V sdo conseqiiéncias do
conjunto S formado pelas sentengas I, II e III.

Para fazer 1sso nOs temos que criar uma arvore de possibilidades onde
as valoracoes das sentengas do conjunto S sdo “1” e a valoragao da
sentenga no qual se quer provar € “0”. Poderiamos verificar se mais de
uma sentenca € conseqiiéncia logica de S na mesma arvore, mas € mais
prudente que se verifique uma sentenga de cada vez.

Primeiro vamos definir os simbolos que utilizaremos para representar
as sentengas acima, e entdo mostrar o comec¢o de como seria a arvore das
possibilidades apenas para a sentenga IV (ver se ela € conseqiiéncia
l6gica das trés anteriores).

Linguagem Simbdlica:

1) “O unicérnio é lenda” =1

2) “O unicérnio € imortal” =1

3) “O unicornio é mamifero” = m
4) “O unicérnio é chifrudo” =c¢
5) “O unicoérnio é bruxaria” =b

Dessa forma as sentengas podem ser escritas:

L ((I—1)"((=]) »m))
II. (Gvm)—c)

III. (¢ —b)

IV. 1

V. b
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Arvore de possibilidades:

W((=1) * ((=]) —m) =1

\?v((ivm):—> o)=1

(]
W —b)=1

W)= 0

A partir dessa configuragdo inicial da arvore, basta desenvolver o método
dos tableaux. No proximo exemplo mostrarei porque ndo desenvolvi aqui
este exemplo.

4) @ = (XM Y)V((=X)MY)) v (XAEY))VI(EX)NTY))) )
Verifique se (0 € tautologia?

Tente desenvolver o exemplo 4. Vocé verd que, como no exemplo 3, a
arvore gerada serd muito grande, mostrando que nem sempre o método dos
tableaux € a melhor solucdo para problemas SAT.

Existem valores onde o numero de operagdes (no tableaux) é igual a do
método da tabela-verdade, tornando esse método ineficiente.

No préximo capitulo nés vamos estudar um método chamado de “método

da resoluc¢ao”, que ird resolver mais rapidamente certos casos, onde a
aplicacdo do tableaux se mostra demorado.
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O M¢étodo da resolucao

¢ Forma Normal Conjuntiva (FNC)

e Literal: Um literal € uma férmula atbmica ou a negagdo de uma
formula atdmica.

e (lausula: Uma cldusula é uma disjun¢ao(v) de literais.

¢ Forma Normal Conjuntiva: Uma férmula esta na forma normal
conjuntiva se for uma conjunc¢do(”) de cldusulas.

Equivaléncias Logicas:

D7—0=¢0 2)0->yY=-0vy 3)(Q"Y)=(EQ)v(Y)
HA(QVY)=EEPNY) SHONO=Q O)Pve=0
DOVEQ=T  8)QA@)=F  9)QAF=F

10)  vF=@ IHEAT=@ 12)QvT=T

Exemplos:

D) (LoD A (-L—>M)=(=LvI)A(=-LvM)=(-LvI)ALvM)
M IvM)—C==IvM)vC=(=[*=M)vC=(Cv-I)ACv-M)

® Teorema: Para todo (0 € PROP, existe (9 € PROP tal que:
I. @ € logicamente equivalente a Q;
II. @~ estda na FNC (Forma Normal Conjuntiva).

Esboc¢o da Prova: (por indugdo sobre a complexidade de )
Base: ( € atdmica
Casos Indutivos:

I) ¢ € da forma —~\

Hipoétese de indugdo: existe "=\ e Y na FNC
Tese: existe "= @ e " na FNC

34



Como Y~ estd na FNC, =\~ pode ser colocada na FNC
aplicando-se as equivaléncias l6gicas, comecando pelas leis de

DeMorgan. O resultado serd a () que procuramos.

IT) @ € da forma (P * ®)
Hipotese de indugdo: existe p” = p tal que P~ estd na FNC
Existe @ = @ tal que @~ estd na FNC
Tese: existe M = M tal que M~ estd na FNC

(" vai ser (P * ") e ja estda na FNC.

¢ O M¢étodo da Resolugao:

Consolidado num artigo de 1965 por John Alan Robinson, o método da
resolucdo foi concebido com o propdsito claro de tornar computacional —
mente viavel a solugdo algoritmica do problema SAT (e correlatos), mesmo
que para uma classe restrita (e computacionalmente reconhecivel) de
sentencas.

Observacoes Chave:

1) Para uma féormula na FNC ser insatisfativel, € suficiente que uma de
suas cldusulas seja insatisfativel.

2) Uma férmula na FNC do tipo: X vY) AN (=X VvZ) A (=Y vZ)¢é
logicamente equivalente a: (X v Y) A" (=X vZ) N (Y vZ)

(Prove a observacdo 2 através da tabela-verdade)

3) Para toda (0 E PROP:
- (0 € insatisfativel sse (0 ndo € satisfativel.
- (0 € insatisfativel sse =(p € uma tautologia.

- (0 € insatisfativel sse —(p ndo € refutavel.
- Um conjunto S de sentencas € satisfativel sse S nao € insatisfativel
(o conjunto de suas sentencas nao € insatisfativel).

- (0 € uma conseqiiéncia logica de {1, 2, ..., Yn} sse
Y1 A2 AL A Yo A =@ € insatisfativel.

35



No exemplo do unicornio:

e B € conseqiiéncia légica do conjunto S = {((L — =I) * (=L — M)),

(IvM)— C), (C— -B)}?

Essa pergunta equivale a:
(L—>-DA"L->M)YMN(AVvM) - O *NC—-B)"(=B) ¢
insatisfativel?

O primeiro passo € mexer com a sentenca ate chegar na FNC, e entdo
nomeamos todas as cldusulas.

(L—>-DAL->M)*(TvM)—C)*(C—-B)"*(-B)

=(-LvDAE=-LvM)YA(IvM)vC)A(—CvB)A(=B)

=-LvDALvMAEIA-M) vO) A (=C v B) A (-B)

=-LvDALVvMAETI vOAEM VYO A(=CvB)A(-B)
Ci C Cs Cs Cs Ce

O segundo passo € criar novas clausulas para ver se gera alguma
contradigao.

_CirC2= (v M) (CY) _Ci~C3=(-LvC)(Cs)
_C27Ca=(Lv C) (Co) _Cy~Cs=(-IvB)(Cio)
_CsACs=(-MvB)(C1) -CiACnu=(vB)(Cn)
_CioACi=BvB)=B (Cn)

Veja que as cldusulas de nimero Cs e Ci3 geram uma contradi¢ao

((=B) ~ (B)), pois eles geram uma clausula Ci4 que € vazia. Dai nos
vemos que a expressao € insatisfativel. E com isso nos mostramos que a
expressao B € uma conseqiiéncia 16gica do conjunto S.
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Sentencas Condicionais

(“Sentencas de Horn”, em homenagem a Alfred Horn, que as estudou
cuidadosamente nos anos 1950).

Uma sentenca condicional € uma sentenga do tipo:
(X1 A X2 M. A Xn) — Y, onde X1, X2, ..., Xn e Y sdo sentengas atdOmicas.
Chamamos X1 A X2 A ... A Xn de corpo da Regra e Y de objetivo da
regra. Observe que a sentenga (X1 A X2 A ... A Xn) — Y € equivalente a
(Xi A Xe M AXn) VY.

Observacao: O custo computacional (ou seja, 0 nimero méximo de
testes e operacdes) do método da resolucdo €, em geral, da ordem de
uma exponencial, i.e., O(2 elevado a n), onde n € o numero de cldusulas.
Porém, se a sentenca de entrada for composta de cldusulas de Horn, o
numero de possibilidades é reduzido drasticamente, e fica da ordem de
um valor constante k, multiplicado pelo nimero de cldusulas, i.e., O(n),
onde n € o numero de cldusulas. E para reconhecer uma sentenca na
FNC como constituida de apenas cldausulas de Horn, temos que visitar
cldusula a clausula e verificar se existe mais de um literal positivo. Dai
se n for o numero de variaveis, esse numero de visitas/testes fica na
ordem de n.k, ou seja O(n.k), que € baixo.

e Métodos Algoritmicos para resolver o “SAT”

1) Tabela Verdade:
- Vantagens: Simplicidade, confiabilidade.
- Desvantagens: Custo computacional.

2) Tableaux Analiticos:

- Vantagens: Baseado num conceito intuitivo de “mundos possiveis”,
regras sao mais “sensatas”, as vezes mais eficientes.

- Desvantagens: Nem sempre mais eficiente, e desprovido de método
eficiente de descobrir os casos nos quais € de fato mais eficiente.

3) Resolugao:

- Vantagens: € demonstravelmente mais eficiente para casos que sao
eficientemente reconheciveis (féormulas de Horn).

- Desvantagens: Nem sempre € mais eficiente e ndo € intuitivo.
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® Lema: Seja (p uma férmula da 16gica proposicional. (p € uma tautologia
sse (0 € uma conseqiiéncia logica do conjunto vazio de premissas.

Prova:

(Ida) “Se ( € uma tautologia, entdo (p € conseqiiéncia logica de {}”
Hipoétese de indugdo: ( € uma tautologia.
Tese: (p € uma conseqiiéncia logica de {}

Como ( € uma tautologia, entdo qualquer v satisfaz (. Também
qualquer v satisfaz { }. Logo, para toda valoracao v que satisfaz {}, v

também satisfaz (0. Dai, (0 € conseqiiéncia 16gica de {}.

(Volta) “Se @ for conseqiiéncia 16gica de {}, entdo (@ € tautologia”
Hipoétese de indugdo: @ € conseqiiéncia logica de { }.
Tese: (0 € uma tautologia.

Como @ € conseqiiéncia 16gica de {}, para toda valoragdo v que satisfaz
{}, v também satisfaz (p. Mas qualquer valoracao satisfaz . Logo,
qualquer valoragao também satisfaz Q.

Dai ( € uma tautologia.
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M¢étodo da Dedugao Natural
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