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1. (1,0) (Sintaxe da Légica Proposicional)

Defina uma fung¢ao que, ao receber uma proposi¢ao @, conta o numero de
variaveis distintas que ocorrem em ¢. Use essa funcao para provar que, para toda
¢ pertencente PROP, o numero de variaveis distintas ocorrendo em ¢ é no
maximo igual ao niumero de subproposicoes de .

O primeiro passo para resolver questdes de prova por indugdo sobre a complexidade
de alguma férmula € definir as fungdes recursivas envolvidas. Neste caso precisamos
definir uma funcao que calcule o niimero de varidveis distintas e outra que calcule o
numero de subexpressdes de uma expressao.

IDDefinicao das funcoes
1)Funcio f que retorna o conjunto contendo as varidveis distintas

f: PROP — P(PROP)

f(E) = {E} se °‘E’ for atbmica
f((=E)) = f(E)

f((E1 O E2)) =f(E1) U f(E2)

Como f(E) retorna o conjunto que contém as varidveis que ocorrem em ‘E’, basta
aplicarmos If(E)| para obtermos o ntimero de varidveis distintas.

2)Funcdo g que retorna o conjunto com as subexpressoes

g: PROP — P(PROP)

g(E)={E} se ‘E’ for atdmica

g((-E)) ={(=E)} U g(E)

g((E1 1 E2)) = {(E1 JE2)} U g(E1) U g(E2)

Como g(E) retorna um conjunto cujos elementos sdo as subexpressoes de E, Ig(E)!
retorna o nimero de subexpressoes de E.

Dados dois conjuntos A e B, se B € subconjunto de A (ou seja, B & A), entdo
temos que IBI <|Al. Como If(E)l e Ig(E)| representam o nimero de varidveis distintas e o de



subexpressdes de ‘E’ respectivamente, se provarmos que f(E) & g(E), entao estara

provado que If(E)l < Ig(E)l. Conseqiientemente, estard provado que o nimero de varidveis

distintas numa férmula é no méximo igual ao nimero de subexpressoes da mesma.
Portanto vamos provar que para toda féormula ‘E’ da 16gica proposicional,

f(E) & g(E).

ITI)Prova por inducio

1)Caso base: ‘E’ é atbmica
fE) < g(E)
{E} & {E}
OK
2)Casos indutivos:
2a) Operador unério: negacao
H.I: AE)
TESE: fI(—E))

8(E)
g((—~E))

o
-

fE) & {(=BE)}Ug®E)
Pela H.I. temos que f(E )& g(E). Logo, f(E) & {(=E)} U g(E). c.q.d.

2b) Operadores bindrios
H.L: fIEl) & g(EI) e AE2) & gE2)
TESE: f(EI 1 E2)) < g((EI ] E2))

f(E1) U f(E2) € {(El [1 E2)} U g(E1) U g(E2)

Considere quatro conjuntos A, B,Ce D.Se A & Be C £ D, entdo € verdade que
(AUC) & (BUD,).Pela H.I. sabemos que f(E1)= g(El) e que f(E2)< g(E2) e portanto
(f(E1) U f(E2)) = (g(E1) U g(E2)).

Como (f(E1) U f(E2)) & (g(E1) U g(E2)), também ¢é verdade que
(f(E1) U g(E2)) & ({(E1 [J E2)} U g(E1) U g(E2)) e dessa forma provamos a nossa tese.

Com todos os casos indutivos provados fica provado que, para toda férmula da
16gica proposicional, o conjunto formado pelas vardveis de uma férmula (f(E)) €
subconjunto do conjunto de subexpressdes da mesma (g(E)). Portanto, o nimero de
varidveis distintas (If(E)l) € no méximo igual ao numero de subexpressoes (Ig(E)l).



