Árvores Binárias Balanceadas

Aplicações que usam árvores binárias necessitam, muitas vezes, que estas árvores estejam balanceadas (por exemplo, Árvore Binária de Busca).

Uma Árvore Binária é dita Balanceada quando, para qualquer nó, as suas subárvores esquerda e direita possuem as mesmas alturas, ou seja, quando ela é completa. 
Árvore AVL (Adelson-Velskii-Landis, 1962) é uma árvore binária na qual as alturas de duas subárvores de qualquer nó nunca diferem em mais que um, ou seja, as subárvores, E e D, de uma raiz satisfazem a :

1) | Alt (E) – Alt (D) | <=  1; e

2) E e D são árvores AVL

sendo que uma árvore binária vazia ou com um único nó é uma árvore AVL.

Exs:
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O Balanço de um nó em uma árvore binária é definido como a altura de sua subárvore esquerda menos a altura de sua subárvore direita.

A figura abaixo mostra uma árvore AVL em que cada nó tem balanço de 1, –1 ou 0, dependendo se a altura da subárvore esquerda é maior, menor ou igual à altura da subárvore direita do nó.
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** Ancestrais mais jovens que podem se tornar “desbalanceados”.

Se uma árvore AVL torna-se desbalanceada, por exemplo, após uma inserção ou retirada, é possível executar uma transformação sobre aquela árvore de forma que a mesma torne-se novamente balanceada.

Essa transformação sobre a árvore deve ser feita de forma que:

1) o percurso In-Ordem da árvore transformada seja o mesmo que o da árvore original;

2) a árvore transformada seja balanceada.

Rotação de uma árvore, à esquerda ou direita, é uma operação de transformação que não perturba a ordem dos nós em um percurso In-Ordem. Por exemplo:


[image: image3]
Notar que a ordem dos nós em percursos In-Ordem é a mesma para as três árvores.

Um algoritmo para implementar a rotação à esquerda de uma subárvore enraizada em “p”  é (à direita é similar):



q := Dir(p);



aux := Esq(q);



Esq(q) := p;



Dir(p) := aux;


(e, no final, ajustar ponteiro que apontava quem “p” aponta)

Seguindo este raciocínio, qualquer número de rotações (à esquerda ou direita) pode ser executado sobre uma árvore desbalanceada para obter uma árvore balanceada, sem perturbar a ordem dos nós em um percurso In-Ordem.

Por exemplo, para a subárvore abaixo:
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O nó A é o mais jovem ancestral do novo nó a se tornar “desbalanceado”.

Para rebalancear a árvore após a inserção, faz-se uma rotação à direita sobre a subárvore enraizada em A, resultando:
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que produz o mesmo percurso In-Ordem que a subárvore original e também está balanceada.

Obs: desde que a altura da subárvore original era h + 2 antes da inserção e a altura da subárvore transformada é h + 2 com o nó inserido, o balanço de cada ancestral do nó A permanece inalterado. Ou seja, uma árvore binária usada para Busca e Inserção pode ser rotacionada, quando necessário, a fim de deixar a árvore binária balanceada.

Num outro exemplo, considere a subárvore abaixo:
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Para rebalancear a árvore após a inserção, faz-se uma rotação à esquerda sobre a subárvore enraizada em B seguida por uma rotação à direita sobre a subárvore enraizada em A, produzindo:
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As mesmas observações do exemplo anterior são válidas para este.

O que se observa na prática é que o processo de rebalanceamento de uma árvore binária é conduzido basicamente por 4 tipos de rotação: LL, RR, LR e RL. Essas rotações são caracterizadas pelo ancestral mais próximo (A) do novo nó inserido (Y) cujo balanço passa a ser  ±2. Os tipos de rotação são:

LL: Y é inserido na subárvore esquerda da subárvore esquerda de A;

LR: Y é inserido na subárvore direita da subárvore esquerda de A;

RR: Y é inserido na subárvore direita da subárvore direita de A; 

RL: Y é inserido na subárvore esquerda da subárvore direita de A;

Rotação LL:
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Rotação LR:
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Rotação RR:
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Rotação RL:
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Ex: Inserir os números 4, 5, 7, 2, 1, 3, 6 numa Árvore Binária de Busca inicialmente vazia, de modo a deixá-la sempre balanceada após cada inserção.
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Ex: Construir uma Árvore Binária de Busca para as informações: Mar, Mai, Nov, Ago, Abr, Jan, Dez, Jul, Fev, Jun, Out e Set. (pag. 389 Horowitz)
Um algoritmo de Busca e Inserção em uma Árvore Binária Balanceada não vazia, em que cada nó contém 5 campos: K a chave, R o registro, Esq e Dir como ponteiros para as subárvores esquerda e direita, e Bal o balanço do nó (1, -1 ou 0), pode ser o seguinte: (listagem anexa). 

Ex: Dada a árvore AVL retirar os elementos 8 e depois 5, deixando a árvore balanceada após cada retirada. (Sugestão: fazer o algoritmo)
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Sugestão: na árv. AVL final, retirar 7 e subir 6em seu lugar, e rebalancear a árvore.

Como resultado da aplicação desse mecanismo de rebalanceamento, uma árvore binária, que esteja sendo utilizada para pesquisa (uma Árvore Binária de Busca) e seja balanceada, permanecerá balanceada mesmo depois de uma operação de inserção ou retirada de elementos, o que leva a concluir que, neste caso, uma pesquisa tem uma eficiência média ou de pior caso de O(Log2 N), onde N é o número de elementos da árvore.
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