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1. Introdução

Uma das áreas de conhecimento que bastante contribuiu para o desenvolvimento da Ciência da Computação foi a Teoria da Computação.

A Teoria da Computação possui origens no século XIX, período que antecede o surgimento dos primeiros computadores eletrônicos. Sua base baseava-se na busca matemática de quais problemas poderiam ser resolvidos através dos chamados métodos simples e quais não poderiam. Por métodos simples entende-se a definição formal de um modelo de computação.

Nos dias atuais, a Teoria da Computação figura como um poderoso meio de descrição das características funcionais dos computadores e dos meios de computação. A partir dela podemos afirmar quais problemas podem ser computados, a que velocidade, a quantidade de memória necessária, bem como a definição da base para a criação de linguagens de programação.

Como objetivo deste trabalho, enfocaremos a Decibilidade, área da teoria da computação focada na verificação da solubilidade de certos problemas e algoritmos. 

2. Decibilidade

2.1  A Tese de Church-Turing e os Problemas de Decisão

A tese de Church-Turing, versa sobre a natureza dos algoritmos que um computador pode executar. Enfatiza também que o poder computacional teórico de cada computador é o mesmo, não sendo possível conceber alguma máquina ou dispositivo de poder computacional superior a ele. 

Em 1936, a tese que leva o nome dos dois matemáticos, surge a partir de seus trabalhos. Trabalhando de forma independente, e usando recursos distintos, Turing e Church mostram que o chamado “Problema de Decisão”, que consiste em achar um algoritmo genérico destinado a determinar se uma dada sentença de lógica de primeira ordem pode ser provada, não pode ser provado. Turing chega à esta prova a partir da definição de suas máquinas, ao passo que Alonzo Church, meses antes, chega a um resultado semelhante, utilizando-se das noções de funções recursivas e funções lambda-definíveis para descrever a computabilidade efetiva. Assim, dada a equivalência dos dois modelos em termos de computabilidade, provada no ano seguinte por Turing, além da equivalência com outros modelos, que levam a resultados equivalentes na tentativa de formalizar o conceito de algoritmo, assume-se que a tese é correta, mesmo que ela não possa ser provada pelo fato de ser uma definição e não um teorema.

Sobre a tese, Allan Turing anuncia ainda que toda função que seria naturalmente considerada computável pode ser computada por uma máquina de Turing. Desta forma, chega-se ao fato de que qualquer máquina de Turing pode representar um programa de computador, bem como uma linguagem de programação de propósito geral. Assim, conclui-se que qualquer linguagem de programação é condição suficiente para a representação de um algoritmo.

A Máquina de Turing

A máquina de Turing é um modelo abstrato de um computador concebido pelo matemático Alan Turing, em artigo publicado em 1936. É um modelo centrado na descrição lógica de um computador, focando a memória, estados e transições.

Podemos descrevê-la como um dispositivo dotado de uma fita, dividida em células, de tamanho infinito que funciona como uma memória; uma cabeça que se desloca sobre a fita lendo e escrevendo sobre ela e um registrador de controle de estados. A máquina “executa” até que se chegue a um estado de aceitação ou rejeição, ocasião em que pára imediatamente sua execução. Quando a máquina atinge um estado de aceitação ou rejeição, dizemos que a máquina decide a cadeia de entrada de uma dada linguagem, consequentemente a linguagem é dita decidível.

Exemplo de Máquina de Turing


A máquina de Turing a seguir tem um alfabeto {'0', '1'}, onde 0 representa o símbolo branco. Ela espera uma série de 1's na fita, com o cabeçote inicialmente no 1 mais à esquerda, e duplica os 1's com um 0 no meio. Por exemplo, "111" torna-se "1110111". O conjunto dos estados é {s1, s2, s3, s4, s5} e o estado inicial é s1. A tabela de ação é dada a seguir.

 Old Read   Wr.      New     Old Read   Wr.      New

 St. Sym.   Sym. Mv. St.     St. Sym.   Sym. Mv. St.

 - - - - - - - - - - - -     - - - - - - - - - - - -

  s1  1  ->  0    D   s2      s4  1  ->  1    E   s4

  s2  1  ->  1    D   s2      s4  0  ->  0    E   s5

  s2  0  ->  0    D   s3      s5  1  ->  1    E   s5

  s3  0  ->  1    E   s4      s5  0  ->  1    D   s1

  s3  1  ->  1    D   s3

A primeira linha desta tabela pode ser lida como: "Se a máquina estiver no estado s1 e o símbolo lido pelo cabeçote for 1, então escreva o símbolo 0, mova uma posição para a direita e mude o estado para s2".

Uma computação nesta máquina de Turing pode ser, por exemplo: (a posição do cabeçote é indicada mostrando-se a célula em negrito)

 Passo Estado Fita       Passo Estado Fita

 - - - - - - - -         - - - - - - - - -

    1  s1   11        9  s2   1001 

    2  s2   01       10  s3   1001
    3  s2   010      11  s3   10010
    4  s3   0100     12  s4   10011

    5  s4   0101     13  s4   10011

    6  s5   0101     14  s5   10011

    7  s5   0101     15  s1   11011

    8  s1   1101       -- pára –

O comportamento desta máquina pode ser descrito como um laço (loop): ele inicia em s1, substitui o primeiro 1 com um 0, então usa o s2 para mover para a direita, passando pelos 1's e pelo primeiro 0 encontrado. S3 então passa pela próxima seqüência de 1'd (inicialmente não há nenhuma) e substitui o primeiro 0 que encontra por um 1. S4 move de volta para a esquerda, passando pelos 1's até encontrar um 0 e vai para o estado s5. S5 então move para a esquerda, passando pelos 1's até achar o 0 que foi originalmente escrito por S1. Ele substitui o 0 por 1, move uma posição para a direita e entra no estado s1 novamente para outra execução do laço. Isso continua até s1 achar um 0 (este é o 0 que fica entre as duas cadeias de 1's), situação na qual a máquina pára.

Máquina Universal

Uma Máquina Universal de Turing U é capaz de simular qualquer M máquina de Turing. Para isto, U deve conter inicialmente em sua fita o conjunto de instruções sobre o comportamento e o conteúdo da fita da máquina M. 

A simulação de M é feita alterando a configuração inicial da fita de M e para cada mudança de configuração Ci ( Ci+1, U identifica o estado e o símbolo lido em Ci, escolhe uma entre as transições contidas na função de transição e constrói a nova configuração Ci+1. U aceita a sua entrada inicial se M aceitar a sua entrada.

2.2  Linguagens Decidíveis

Enfocaremos aqui alguns exemplos de linguagens que são decidíveis por algoritmos, fato este intimamente ligado ao reconhecimento e compilação de programas em uma linguagem de programação. 

Dentre os problemas decidíveis, destacamos os concernentes às linguagens regulares e às linguagens livres-do-contexto.
2.3  O método da Diagonalização

Georg Cantor tentado resolver o problema de medir os tamanhos de conjuntos infinitos criou o Método da Diagonalização. Esse método diz que dois conjuntos finitos têm o mesmo tamanho se os elementos de um conjunto podem ser emparelhados com os elementos do outro conjunto. Podemos estender esse raciocínio para conjuntos infinitos sem precisarmos contar seus elementos. Usamos o conceito de correspondência para emparelhar os elementos dos dois conjuntos.

Conceito de correspondência -> Toda função f que é tanto um-para-um quanto sobrejetora é uma correspondência. Uma função um-para-um é aquela em que f(a) ( f(b) se a for diferente de b. Uma função é sobrejetora se todos os elementos de B são mapeados por f a partir dos elementos de A.

Exemplo do método da Diagonalização:
Seja N o conjunto dos números naturais {1,2,3,...} e seja E o conjunto dos números naturais pares {2,4,6,8,...}. Podemos verificar facilmente pelo método da diagonalização que N e E têm o mesmo tamanho. A correspondência f mapeando N para E é simplesmente f(n) = 2n. Podemos visualizar melhor f por meio da tabela abaixo.
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Como os elementos N e de E podem ser emparelhados, podemos dizer que os dois tem o mesmo tamanho.

O método de Diagonalização é utilizado para provar que O problema da parada é indecidível.

2.4 Problema da Parada

É um problema de decisão clássico da Ciência da Computação que consiste, basicamente, em determinar se um dado programa sempre vai parar (aceitar, ou rejeitar) para uma dada entrada ou se vai executar infinitamente.

Definição: “Dada uma máquina Universal de Turing M e uma cadeia w qualquer sobre o alfabeto de entrada de M. Existe algum algoritmo que verifica se M pára, aceitando ou rejeitando a entrada w”? 

O Problema da Parada é um problema de decisão não-solucionável. Não existe nenhum algoritmo que possa prever se determinada Máquina de Turing pára ou não.

Prova por contradiçao: Vamos provar por contradição que o Problema da Parada é indecidível, assumindo que M é decidível.

Sobre uma entrada T(máquina de Turing) e w(entrada sobre o alfabeto de T), M pára e aceita se T aceitar w, e M pára e rejeita se T rejeita w.

O próximo passo é construir uma nova máquina de Turing H com T como uma sub-rotina. Quando a entrada para M é sua própria descrição <M>, a nova máquina de Turing H chama T para determinar o que M vai fazer. Quando isso acontece H faz oposto que fazia antes, ou seja, ela aceita se M aceita e rejeita se M rejeita. 

Quando rodamos H com sua própria descrição <H>, acontece o oposto que acontecia anteriormente, H(<H>) aceita se H não aceita <H>, e rejeita se H aceita <H>. Acarretando em uma contradição. Logo as máquinas de Turing H e M  não poderiam existir. Está provado a indecidibilidade do problema da parada.

A Diagonalização na prova da indecidibililade da parada pode ser vista melhor na tabela abaixo onde listamos todas as máquinas de Turing nas linhas, M1, M2, ... e todas as suas descrições nas colunas <M1>, <M2>, .... As entradas dizem se a máquina em uma dada linha aceita a entrada em uma dada coluna.  A entrada é aceita se a máquina aceita a entrada, mas está em branco se ela rejeita ou entra em loop sobre aquela entrada. A contradição ocorre no ponto onde está a interrogação pos a entrada aí tem que ser o oposto de si próprio.
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Uma Contradição ocorre em “?”.
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