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Resumo

Este texto define, d4 exemplos e cita as principais propriedades das curvas de Bézier e
B-splines. Estes sdo dois tipos de curvas ou superficies bastante utilizados em Modelagem

Geométrica.
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1 Curvas de Bézier

As curvas de Bézier foram estudadas no inicio dos anos 60 por De Casteljau em uma
empresa francesa, com a finalidade de criar um método eficiente para modelagem de
Carros.

A idéia de De Casteljau é bastante simples. Dados n+ 1 pontos By, By, -- -, B, no R?,
definimos uma curva P : [0,1] — R? através de interpolagoes lineares sucessivas: consi-

deramos inicialmente a linha poligonal ligando os pontos B; a B;1; com ¢ =0,1,--- , n—1.
1)

i

Em seguida, para cada t € [0, 1] definimos em cada segmento B;B;;; um ponto B
1)

i

por

interpolagio linear B; ' = tB; + (1 —t) B;;1. Construimos desse modo uma nova poligonal

definida pelos novos pontos B(()l), BF), Sl Bfll_)l. A linha poligonal assim obtida possui
n — 1 segmentos e sua construgao é mostrada na figura 1 (com n = 3).
Prosseguindo a construcao acima usando a nova poligonal Bél), Bg), s B,(Ll,)l, apos

n etapas obtemos um ponto B(()") € R®. Este ponto é, por defini¢do, o valor de P(t).

Alguns célculos simples mostram que P(t) é uma fungdo polinomial de grau n na
varidvel ¢. Além disso, P(t) pode ser escrita como uma combinagio linear dos pontos
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Figura 1: Algoritmo de De Casteljau

By, By, - - -, B, na qual os coeficientes sao polinomios de grau n na variavel ¢t. Por exemplo,
para n = 3 obtemos que

P(t)=(1—=1)*By+3t(1 — t)>B, + 3t>(1 — t)By + t* B4

e, por inducgao, para qualquer n temos

Definicao 1.1 Os polinomios

Jni(t) = (

utilizados para definir as curvas de Bézier sao chamados polindmios de Bernstein.

7?) £(1— )", telo, 1]

]

Os gréficos de alguns polinomios de Bernstein Jyg, J41, Jso, Juz € Jua sao mostrados
na figura 2.

Figura 2: Polindmios de Bernstein

A equagao de P(t) em funcdo dos polinomios de Bernstein foi descoberta por P. Bézier
também no inicio da década de 60, sem ter conhecimento do trabalho de De Casteljau. A



relacao entre os trabalhos de De Casteljau e de Bézier sé veio a ser conhecida por volta de
1970. Por essa razao, a curva P(t) definida anteriormente é chamada curva de Bézier. A
linha poligonal formada pelos pontos iniciais By, - - -, B,, é chamada poligono de controle.

B,

Figura 3: Curvas de Bézier definidas por By, By, By, B3

A partir da formulacao de Bézier é imediato verificar que a curva de Bézier interpola
apenas o ponto inicial e o ponto final do poligono de controle. Além disso, é tangente ao
lado do poligono de controle que contém esses pontos (veja figura 3). Outras propriedades
importantes das curvas de Bézier sao:

Invariancia afim. Se T é uma transformacao afim do espaco, By, - - -, B, é um poligono
de controle e P(t) a respectiva curva de Bézier, entdo T'(P(t)) = Pr(t), onde Pr(t)
é a curva de Bézier associada ao poligono T'(By), -, T(B,).

Fecho convexo. A curva de Bézier estd contida no fecho convexo do poligono de con-
trole.

A propriedade da invariancia afim é importante pois permite que construgoes ge-
ométricas com curvas de Bézier possam ser realizadas em um sistema de coordenadas
mais conveniente, e depois transformados para o sistema de coordenadas desejado.

Como consequéncia da propriedade do fecho convexo temos que se o poligono de
controle estd contido em um subespaco afim, entdo a curva de Bézier correspondente
também estd contida no mesmo espaco.

Um grande inconveniente na utilizacao das curvas de Bézier é que o grau dos polindmios
cresce com o numero de pontos do poligono de controle. Este problema pode ser con-
tornado particionando o poligono de controle original e fazendo a combinacao de varias
curvas de Bézier.

Outro inconveniente é a falta de controle local. Isto significa que uma alteracao de
um ponto no poligono de Bézier acarreta alteragoes em toda a curva de Bézier — o que
ocorre porque os polinémios de Bernstein nio se anulam em pontos do intervalo |0, 1].



Figura 4: Fecho convexo para k = 2,3,4,6,8

2 Curvas B-splines

Nesta se¢ao (e sempre que nos referirmos a B-splines) utilizaremos a conven¢ao g =0.

Sejam By, By, -+, B,11 0s n + 1 pontos de um poligono de controle, k um inteiro tal
que 2 < k < n+1 e (z;) uma seqiiéncia crescente finita (chamada vetor de nds) composta
de n + k + 1 nimeros reais. A curva B-spline associada aos B; e aos x; é definida por

n+1
P(t) =Y BiNk(t), tmin <t < tmax.
=1

Os Nj;, sao fungoes polinomias por partes definidas recursivamente por

o )1 se t€ [z, mig]
Na(t) = { 0, se t¢[xiTis]
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2.1 Propriedades das curvas B-splines
e P(t) é uma curva polinomial por partes de grau k£ — 1 em cada intervalo [z;, ;11].

e As derivadas de P(t) de ordens 1,2,---,k — 2 sao fun¢bes continuas (ou seja
P e CF2).

[ ] zk(t) Z 0 e Z?:—'—ll Nzk(t) =1.

e Quando o poligono de controle é plano, a curva B-spline estd contida na uniao dos
fechos convexos de k pontos vizinhos desse poligono (veja figura 4).

e A curva B-spline possui invariancia afim. Isto significa que transformacdes aplicadas
aos pontos da curva e aos pontos do poligono de controle podem ser comutadas.

e A curva B-spline possui controle local. Isto significa que modificacoes feitas em um
ponto do poligono de controle afetam apenas uma vizinhanca de pontos e nao a
curva inteira (veja figura 8 onde foi modificada a posi¢do do ponto Bs).



Figura 8: Controle local de uma curva B-spline

2.2 Alguns tipos especiais de vetor de nds

Vetor de nés uniforme Os zx; sao igualmente espagados, como por exemplo em

X=(0 1 2 3 4 5).

Vetor de nés aberto-uniforme O primeiro e o tltimo z; sao repetidos k£ vezes e os
nés internos sao igualmente espagados. Além disso, o primeiro z; deve ser igual a 0
e o ultimo igual a n — k£ + 2, como no seguinte exemplo:

X=(000 12 3 3 3).

Figura 9: Curvas B-spline com k& = 2,3,4



De um modo geral, um vetor de nds aberto-uniforme é tal que

0 se 1<i<k
T; = 1—k se k+1<i:1<n+1
n—k+2 se n+2<i<n+k+1

Quando n = k e o vetor de nds é aberto-uniforme, a curva B-spline reduz-se a uma,
curva de Bézier.

Vetor de nés nao-uniforme Podem nao ser igualmente espacados ou ter repeticao nos
noés internos como nos seguintes exemplos:

X;=(0 0011 2 2 2)
Xo=(0 1/5 1/4 1/3 1 1 4)

Uma alteracao no vetor de nés pode levar a mudancgas radicais no formato dos vetores
bésicos N (t) de uma curva B-spline. A figura 5 mostra alguns graficos dos N quando
o vetor de nos é uniforme. As figuras 6 e 7 mostram graficos com vetores de nds nao-
uniformes.

Alteracoes no valor de k£ levam a mudanga nos graus das fungoes polinomias por
partes (que sdo de graus k — 1) e mudangas significativas na curva B-spline (veja figura
9). Quando k£ = 2 a curva B-spline coincide com o poligono de controle. A medida que
k aumenta, a curva torna-se mais suave e mais distante do poligono.

Além das curvas B-splines e curvas de Bézier, sao muito utilizadas em Modelagem
Geométrica as curvas B-splines ractonais que sao as curvas cujos polindomios bdsicos sao
da forma

hiNix(t)
> haNig(?)
onde h; > 0, Vi. As curvas B-splines racionais constituem uma familia muito impor-
tante de curvas para a Modelagem Geométricas porque permitem construcoes bastante
aproximadas de circunferéncias e das conicas de um modo geral.

Quando o vetor de nés de uma curva B-spline racional nao é uniforme entao temos o
que se chama NURBS (Non Uniform Rational B-Spline).

Ri(t) =

3 Superficies de Bézier

A idéia de curva de Bézier pode ser “generalizada” para superficies dando origem ao
que chamamos superficie de Bézier.

Sejam Byj, i = 0,---,m, j = 0,---,n, um conjunto de pontos no R® de tal forma
que sua projecao no plano x0y seja formada pelos vértices de mn retangulos de mesmas
dimensdes (congruentes). A superficie de Bézier definida pelos B;; é a superficie
Q :[0,1] x [0,1] — R? tal que

Qu,v) =Y Y Bijui(u) Ko (v)

i=0 j=0
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onde Jp;(u) e Ky, (v) sdo polinémios de Bernstein:
i) = (’Z) W1 =) e Kpi(v) = (7]”) Wi(1 — v)™
Algumas propriedades conhecidas das superficies de Bézier sao:

e A superficie é invariante por tranformacoes afins.

e A superficie esta contida no fecho convexo (tridimensional) do poligono (ndo plano)
de controle definido pelos B;;.

A superficie geralmente segue a forma do poligono de controle. (ver figura 10)

A superficie passa pelos 4 pontos “dos cantos” no poligono de controle (ver figura
10).

e E uma superficie polinomial cujo grau é m + n.

Figura 10: Superficies de Bézier

4 Superficies B-splines

Sao definidas de forma semelhante as superficies de Bézier, bastando trocar as funcoes
bésicas J,; e K,,; pelos Ny, que definem as curvas B-splines. Dessa forma, dados k e [,
uma superficie B-spline é uma superficie @ : [0,1] x [0,1] — R3 definida por

n+1 m+1

Q(u,v) = Z Z BN (u) Mji(v)

i=1 j=1



onde os Ny e os Mj; sao fungoes polinomias por partes definidas recursivamente por

a1, se t € [mg, miq]
Na(t) = { 0, se t¢ |z Tis1]

Ni(t) = (t — ;) Nig-1(2) N (Tih — t)Ni+1,k71(t).

Titk—1 — T4 Titk — Tit+1

a1, se tely;, i)
Mi(t) = { 0, se t¢&y;,vj+1]

t—uy) M _1(t i — )M -1(t
Yj+i—1 — Yy Yj+1 — Yj+1

onde (z;) e (y;) s@o vetores de nds previamente definidos.
Algumas propriedades das superficies B-splines sao:

e A superficie é invariante por transformagoes afins.

e A superficie esta contida no fecho convexo (tridimensional) do poligono (néo plano)
de controle definido pelos B;;.

e Possui controle local (veja figura 11).
Superficies B-splines racionais podem ser usadas na modelagem de objetos mais sofisti-

cados. Veja por exemplo as figuras 12 e 13.
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Figura 11: Controle local em superficies B-splines
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Figura 12: B-splines racionais

Figura 13: B-splines racionais
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